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4 Äåéñòâèå êëàññè÷åñêîé ñòðóíû è êâàíòîâûå àìïëèòó-

äû

5 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå è ñòðóííûé ñïåêòð

6 Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë Ôåéíìàíà-Ïîëÿêîâà

7 Ìåðà â èíòåãðàëå ïî ãåîìåòðèÿì

Ïåðåéäåì òåïåðü ê áîëåå äåòàëüíîìó îáñóæäåíèþ ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ â êîíòèíóàëüíîì
èíòåãðàëå. Íà÷íåì ñ ðåãóëÿðèçàöèè äåòåðìèíàíòîâ è åå èíòåðïðåòàöèè.

7.1 Ðåãóëÿðèçàöèÿ è ôîðìóëà Ïóàññîíà

Ðàñïèøåì òåïåðü àêêóðàòíåå ðåçóëüòàò ãàóññîâà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîîðäèíàòàì ÷àñòèöû
âî âíåøíåé îäíîìåðíîé ìåòðèêå e(t) = T

S[X;T ] =

∫ 1

0

dt
Ẋ2

2T
= 1

2

∫ 1

0

dt TX

(
− 1

T 2

d2

dt2

)
X = 1

2
(X,∆X) (7.1)

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîãëàñîâàíî ñ ðåïàðàìåòðèçàöèîííî-èíâàðèàíòíîé íîðìîé

∥X∥2 =
∫ T

0

dτX(τ)2 =

∫ 1

0

dt TX(t)2 =

∫ 1

0

dte(t)X(t)2 (7.2)

Äëÿ íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
∫
DXe−S[X;T ] = (det∆)−D/2, ãäå

det∆ = det

(
− 1

T 2

d2

dt2

)
=
∏
n>0

π2n2

T 2 (7.3)
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èëè 1

D(T ) = − log det

(
− 1

T 2

d2

dt2

)
= −Tr log

(
− 1

T 2

d2

dt2

)
=

= −
∑
n>0

log
π2n2

T 2
=

∫ ∞

0

dt

t

∑
n>0

e−
π2n2t
T2

(7.5)

Ðÿä ïîä èíòåãðàëîì ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè t > 0, íî ñàì èíòåãðàë ïî ïàðàìåòðó ðàñõî-
äèòñÿ íà íèæíåì ïðåäåëå t → 0. Ìîæíî ââåñòè ðåãóëÿðèçàöèþ - îáðåçàíèå ýòîãî èíòåãðàëà
ïðè ϵ2 > 0

D(T |ϵ) =
∫ ∞

ϵ2

dt

t

∑
n>0

e−
π2n2t
T2 =

t=T 2x

∫ ∞

ϵ2/T 2

dx

x

∑
n>0

e−π2n2x =

=

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

∑
n>0

e−π2n2x +

∫ ∞

1

dx

x

∑
n>0

e−π2n2x =

≡ D0(T |ϵ) +D1

(7.6)

Âòîðîå ñëàãàåìîå íå çàâèñèò íå òîëüêî îò ϵ, íî è îò äëèíû òðàåêòîðèè T , è ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîé êîíñòàíòîé.

Äëÿ ìàíèïóëÿöèé ñ ïåðâûì ÷ëåíîì óäîáíî âñïîìíèòü ïðî òýòà-ôóíêöèè è òýòà-êîíñòàíòû:

θ(z|τ) =
∑
n∈Z

eiπτn
2+2πinz

θ(0|iπx) =
∑
n∈Z

e−π2n2x = 1 + 2
∑
n>0

e−π2n2x
(7.7)

1Ýòî âñå òå æå ôîðìàëüíûå ìàíèïóëÿöèè ñ ζ-ôóíêöèÿìè:

ζ∆(s) =
∑
k

λ−s
k =

1

Γ(s)

∫ ∞

0

dt

t
ts
∑
k

e−λkt = sζ∆(0)
′ +O(s2)

ζ∆(0)
′ = −

∑
k

λ−s
k log λk

∣∣∣∣∣
s=0

=

∫ ∞

0

dt

t

∑
k

e−λkt

(7.4)
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è èõ ìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ 2

θ(0| − 1/τ) = (−iτ)1/2θ(0|τ)

θ(0|iπx) = 1√
πx

θ(0|i/πx) = 1√
πx

(
1 + 2

∑
n>0

e−
n2

x

)
(7.10)

Òàêèì îáðàçîì:

D0(T |ϵ) =
∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

∑
n>0

e−π2n2x = 1
2

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x
(θ(0|iπx)− 1) =

= 1
2

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

(
1√
πx

− 1

)
+

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

1√
πx

∑
n>0

e−
n2

x =

= 1
2

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

(
1√
πx

− 1

)
+

1√
π

∫ 1

0

dx

x3/2

∑
n>0

e−
n2

x

(7.11)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óæå ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë, ò.å.
îïÿòü íåçàâèñÿùóþ îò T êîíå÷íóþ êîíñòàíòó. Òåì ñàìûì ìû âûäåëèëè ðàñõîäèìîñòü

Dsing(T |ϵ) = 1
2

∫ 1

ϵ2/T 2

dx

x

(
1√
πx

− 1

)
= −

(
1√
πx

+ log
√
x

)∣∣∣∣1
ϵ2/T 2

=

=
T√
πϵ

− log
T

ϵ
− 1√

π
=

T√
πϵ

− log
T

ϵ
+ finite

(7.12)

è ïîëó÷èëè, ÷òî

det

(
− 1

T 2

d2

dt2

)
≃ e−Dsing(T |ϵ) =

T

ϵ
exp

(
− T√

πϵ

)
(7.13)

ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîé êîíñòàíòû.

2ßâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóë ïåðåñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà∑
k∈Z

δ(z − k) =
∑
n∈Z

e−2πinz,
∑
k∈Z

f(k) =
∑
n∈Z

∫
R
dzf(z)e−2πinz

(7.8)

äëÿ ôóíêöèè f(z) = e−π2xz2

ïðè x > 0

∑
k∈Z

e−π2xk2

=
∑
n∈Z

∫
R
dze−π2xz2

e−2πinz =
∑
n∈Z

√
π

π
√
x
e−

n2

x (7.9)
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7.2 Ïåðåíîðìèðîâêà: ïðîñòåéøèé âàðèàíò

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðàëà ïî ïóòÿì ÷àñòèöû â D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïî-
ëó÷àåì ðàâåíñòâî (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íûõ êîíñòàíò)

e−
1
2
Tm2

I(T ) = e
−T

2

(
m2− D√

πϵ

) ( ϵ

T

)D/2
(7.14)

è âèäèì, ÷òî îòâåò èìååò îñîáåííîñòè ïðè ϵ → 0 â äâóõ ìåñòàõ. Âàæíî, ÷òî îáå ýòè
îñîáåííîñòè óñòðàíèìû.

• Îáùèé ôàêòîð ϵD/2, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ìû ïûòàëèñü âûðàçèòü
ìåðó ÷åðåç èíòåãðèðîâàíèå ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå. Ýòî îïðåäåëåíèå ïëîõî ó÷è-
òûâàåò âêëàä íåäèôôåðåíöèðóåìûõ òðàåêòîðèé, ïîýòîìó åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî èìåííî òàêîãî îñîáîãî ìíîæèòåëÿ. Ê ñ÷àñòüþ, ñàì ýòîò ìíî-
æèòåëü íå çàâèñèò íè îò êàêèõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ - ïðåæäå âñåãî îò äëèíû
T =

∫ 1

0
dte(t), ïîýòîìó åãî ìîæíî ïðîñòî �çàãíàòü â íîðìèðîâêó� ìåðû.

• Ñ ñèíãóëÿðíîé çàâèñèìîñòüþ îò ϵ â ýêñïîíåíòå ôîðìóëû (7.14) äåëî õóæå, íî èç-
áàâèòüñÿ îò íåãî ìîæíî î÷åâèäíûì îáðàçîì: ñ÷èòàòü ÷òî çàòðàâî÷íàÿ ìàññà ñàìà
çàâèñèò îò îáðåçàíèÿ ϵ, ò.å. m → m0(ϵ), òàê ÷òî èìåííî

m2
0(ϵ)−

D√
πϵ

= m2 (7.15)

è ÿâëÿåòñÿ ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé ìàññîé ÷àñòèöû. Ýòà ïðîöåäóðà, íà ïåðâûé âçãëÿä
ïîëíàÿ ãëóïîñòü, íàçûâàåòñÿ êâàíòîâîé ïåðåíîðìèðîâêîé êëàññè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
òåîðèè, è èìååò ðåàëüíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë 3.

• Òåîðèè, â êîòîðûõ ñèíãóëÿðíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ñíÿòèè îáðåçàíèÿ, ìîæíî óñòðà-
íèòü ïåðåîïðåäåëåíèåì èçíà÷àëüíî ñóùåñòâóþùèõ â íèõ ïàðàìåòðîâ, íàçûâàþòñÿ
ïåðåíîðìèðóåìûìè. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïåðåíîðìèðóåìîñòè äîñòàòî÷íî ïðîñò - â òà-
êèõ òåîðèÿõ ôèçèêà áîëüøèõ ðàññòîÿíèé íå çàâèñèò îò òîãî, ÷òî ïðîèñõîäèò íà
ìàëûõ. Â íàøåì ñëó÷àå - êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê êëàññè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì ÷àñòè-
öû ëèøü ñëåãêà ïîäïðàâëÿþò êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå ïî ïðÿìûì, à âêëàäû ñòàðøèõ
Ôóðüå-ìîä íåñóùåñòâåííû.

7.3 Ìåðà íà îäíîìåðíûõ ìåòðèêàõ

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðîâåäåííîé ïåðåíîðìèðîâêè íàì îñòàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî

ìåòðèêàì De âûðàæåíèå e−
Tm2

2 /TD/2, çàâèñÿùåå òîëüêî îò äëèíû T =
∫ 1

0
dte(t). Ïðè ýòîì

3Òàê íàïðèìåð â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè ìû âû÷èñëÿåì íà ðåøåòêå ñ øàãîì ϵ ñóììó∑
A→B e−mL(A,B), ãäå - L(A,B) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B, òî òàêàÿ ñóììà èìååò íåïðåðûâíûé

ïðåäåë òîëüêî åñëè ñäåëàòü çàòðàâî÷íóþ ìàññó çàâèñèìîé îò øàãà ðåøåòêè ϵ.
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åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî∫
De f(T ) =

∫
Dε

V

∫ ∞

0

dTJ(T )f(T ) =

∫ ∞

0

dTJ(T )f(T ) (7.16)

ãäå Dε
V îòâå÷àåò èíòåãðàëó ïî ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé, íîðìèðîâàííûé íà åå îáúåì, à J(T )

- ÿêîáèàí, âîçíèêàþùèõ ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ.

Ðàçáåðåì ñíà÷àëà óæå �íàáèâøèé îñêîìèíó� ïðèìåð äâóìåðíîãî èíòåãðàëà∫
dxdy

2π
f(
√
x2 + y2) =

∫
dϕ

2π

∫
rdrf(r) =

∫
rdrf(r) (7.17)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áóêâàëüíûì ïðèìåðîì íàøåãî èíòåãðàëà ïîñëå îòîæäåñòâëåíèé∫
De ↔

∫
dxdy

2π
,

∫
Dε

V
↔
∫

dϕ

2π
, r ↔ T, J(r) = r (7.18)

Çàìåòèì, ÷òî ÿêîáèàí ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Ìåðà dxdy
2π

îòâå÷àåò äâóìåðíîé ìåòðèêå dx2 + dy2;

• Îïðåäåëèì ÿêîáèàí ãàóññîâûì èíòåãðàëîì â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå:

1 =

∫
d(δx)d(δy)

2π
e−

1
2((δx)

2+(δy)2) =

=
1

2π

∫
J(r)d(δr)d(δϕ)e−

1
2((δr)

2+r2(δϕ)2) =
J(r)

r

(7.19)

êîòîðûé ïðèâîäèò, åñòåñòâåííî, ê îæèäàåìîìó îòâåòó. Ýòî îäíà èç ðåàëèçàöèé èç-
âåñòíîãî òðþêà Ôàääååâà-Ïîïîâà.

Ïî àíàëîãèè, äëÿ ìåðû De ââåäåì ðåïàðàìåòðèçàöèîííî-èíâàðèàíòíóþ íîðìó â ïðî-
ñòðàíñòâå ìàëûõ âàðèàöèé δe

∥δe∥2 = (δe, δe) =

∫ 1

0

dte−1(δe)2 (7.20)

è ïîïûòàåìñÿ ââåñòè êîîðäèíàòû âî âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ îòíîñèòåëüíî
ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðè èíôèíèòåçèìàëüíîé çàìåíå ïàðàìåòðà íà òðàåêòîðèè
t → t+ ε(t) îäíîìåðíàÿ ìåòðèêà ìåíÿåòñÿ ïî÷òè î÷åâèäíûì îáðàçîì

δεe = −ε̇e− εė = − d

dt
(εe) (7.21)

è ñîâñåì î÷åâèäíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûì ýòîìó íàïðàâëåíèþ (δεe, δT e) ïðè ε(0) = ε(1) = 0
áóäåò âàðèàöèÿ ðàçìåðà δT e =

δT
T
e, à íà ïîäìíîãîîáðàçèè ïîñòîÿííûõ ìåòðèê ïðîñòî

δT e(t) = δT (7.22)
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Áîëüøå íèêàêèõ íåçàâèñèìûõ íàïðàâëåíèé áûòü íå äîëæíî - çàìåíîé ïàðàìåòðà íà òðà-
åêòîðèè ëþáóþ îäíîìåðíóþ ìåòðèêó ìîæíî ñäåëàòü íå çàâèñÿùåé îò ýòîãî ïàðàìåòðà.
Ïðè ýòîì äëÿ ïîëíîé âàðèàöèè èç íîðìû (7.20) ïîëó÷èì

∥δe∥2 =
∫ 1

0

dte−1(δe)2 =

∫ 1

0

dte−1(δεe+ δT e)
2 =

=

∫ 1

0

dte−1

(
d

dt
(εe)

)2

+
(δT )2

T 2

∫ 1

0

dte =

∫ 1

0

dt e3 ε

(
−e−2 d

dt
e−1 d

dt
e

)
ε+

(δT )2

T
=

=

∫ 1

0

dt e3 ε∆ε(e)ε+
(δT )2

T
= (ε,∆ε(e)ε) +

(δT )2

T

(7.23)

ãäå ìû ââåëè çàâèñÿùèé îò ìåòðèêè îïåðàòîð Ëàïëàñà è èíâàðèàíòíóþ íîðìó íà âåêòîð-
íûõ ïîëÿõ

∆ε(e)ε = −e−2 d

dt
e−1 d

dt
e · ε, ∥ε∥2 = (ε, ε) =

∫ 1

0

dt e3 ε2 (7.24)

Ïîñëå ýòîãî ÿêîáèàí ïåðåõîäà îò ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìåòðèêàì ìîæíî îïðåäåëèòü
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

1 =

∫
D(δe) e−

1
2
∥δe∥2 =

∫
d(δT )

∫
Dε e−

1
2
∥δe∥2J(T ) =

= J(T )

∫
d(δT )e−

1
2

(δT )2

T

∫
Dε e−

1
2
(ε,∆ε(T )ε) = J(T )

√
T

det∆ε(T )

(7.25)

ò.å. J(T ) =
√

det∆ε(T )
T

, ãäå äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà

∆ε(T ) = −e−2 d

dt
e−1 d

dt
e

∣∣∣∣
e(t)=T

= − 1

T 2

d2

dt2
(7.26)

äåéñòâóþùåãî íà ôóíêöèÿõ (âåêòîðíûõ ïîëÿõ) ε(t), 0 < t < 1, êîòîðûé ìû óæå âû÷èñëèëè
(7.13). Ñ ó÷åòîì ïåðåíîðìèðîâêè ìàññû è èçìåíåíèÿ íîðìèðîâêè ìåðû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
∆ε(T ) ≃ T , êàê è äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà (7.3), âîçíèêàþùåãî èç êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé
êîîðäèíàò ÷àñòèöû.

7.4 Ðåçóëüòàò äëÿ ïðîïàãàòîðà ÷àñòèöû

Òàêèì îáðàçîì, J(T ) = 1, è ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

K(X1, X0) =

∫
X(0)=X0,X(1)=X1

DeDX e
−

∫ 1
0 dt

(
Ẋ2

2e
+ 1

2
em2

)
=

=

∫
De e−

m2

2
T

∫
X(0)=X0,X(1)=X1

DXe−
∫ 1
0 dt Ẋ

2

2e =

∫ ∞

0

dT
e−

(X
µ
1 −X

µ
0 )2

2T
−m2

2
T

TD/2

(7.27)
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÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè äëÿ
ôåéíìàíîâñêîãî ïðîïàãàòîðà, èëè ïðè÷èííîé ôóíêöèè Ãðèíà - ïîñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðî-
äîëæåíèå â ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî äëÿ àíàëèçà,
íàïðèìåð, àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ:

• Óëüòðàôèîëåòîâîå ïîâåäåíèå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ, ïðè |X1−X0| → 0, îïðåäåëÿåòñÿ
âêëàäîì ìàëûõ äëèí T , ìàññîé ÷àñòèöû ïðè ýòîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è ñäåëàâ çàìåíó
ïåðåìåííûõ ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî K(X1, X0) ∼ 1

|X1−X0|D−2 ïðè D > 2.

• Èíôðàêðàñíîå ïîâåäåíèå íàîáîðîò îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè èíòåãðàëà ïðè áîëüøèõ
T , òóò çíà÷åíèå êâàäðàòà ìàññû ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëÿþùèì. Äëÿ ìàññèâíûõ ÷àñòèö
m2 > 0 èíòåãðàë ïîäàâëåí ïðè |X1 −X0| > 1/m, äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö âîçíèêàåò
�äàëüíîäåéñòâèå�, íó à äëÿ òàõèîíîâ ñ m2 < 0 ïðîñòî ñ òðåñêîì ðàñõîäèòñÿ - ÷åãî è
ñëåäîâàëî áû îæèäàòü â ñëó÷àå áîçîííîé ñòðóíû.
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