
Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ëèñòîê 3 (äî 4.12.13)

(îöåíêà ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ñäàííûõ ïóíêòîâ çàäà÷)

Âñå âåêòîðíûå ïîëÿ â ýòîì ëèñòêå ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè.
Ñëîâî �ïðèäóìàéòå� âåçäå îçíà÷àåò �çàïèøèòå ôîðìóëîé�, à íå �íàðèñóéòå�.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûå ïîëÿ u â îáëàñòè U ⊂ Rn è v â îáëàñòè V ⊂ Rn

íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì
f : U → V , ïåðåâîäÿùèé u â v, òî åñòü f∗u = v. Ïîëÿ u è v íàçûâàþòñÿ òîïîëî-
ãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì f : U → V , ïåðåâîäÿùèé
òðàåêòîðèè u â òðàåêòîðèè v: åñëè ϕ : R → U � òðàåêòîðèÿ u, òî f ◦ ϕ : R → V �
òðàåêòîðèÿ v, è ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ v ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì. Ïîëÿ u è v íàçû-
âàþòñÿ îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì f : U → V ,
ïåðåâîäÿùèé ôàçîâûå êðèâûå u â ôàçîâûå êðèâûå v: åñëè C � ôàçîâàÿ êðèâàÿ u, òî
f(C) � ôàçîâàÿ êðèâàÿ v, è ëþáàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ v ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì.

1. Îïèøèòå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè
îòíîñèòåëüíî (à) äèôôåðåíöèðóåìîé ýêâèâàëåíòíîñòè, (á) òîïîëîãè÷åñêîé (äîëæíî
ïîëó÷èòüñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè!) è (â) îðáèòàëüíîé.

2x. Íàéäèòå â èíòåðíåòå è ðàçáåðèòå ïðèìåð âåêòîðíîãî ïîëÿ â R3, êîòîðîå óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà è ïîýòîìó òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíî ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè, íî ïðè ýòîì íå äèôôåðåíöèðóåìî ýêâèâàëåíòíî.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè âñå åãî òðàåêòîðèè ïðî-
äîëæàþòñÿ íà âñþ âðåìåííóþ îñü.

3. (êîìïàêòèôèêàöèÿ ïðÿìîé) Ïðèäóìàéòå âëîæåíèå ïðÿìîé â ïëîñêîñòü, ïðè
êîòîðîì îáðàç íåïîëíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (1 + x2) ∂

∂x
ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîëíîãî âåê-

òîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè.

4. Ïðèäóìàéòå âåêòîðíîå ïîëå íà ñôåðå ñ îäíèì íóëåì. áx) Äîêàæèòå, ÷òî âåê-
òîðíûõ ïîëåé áåç íóëåé íà ñôåðå íå áûâàåò.

5. à) Ïðèäóìàéòå ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïîëå â R4, ó êîòîðîãî çàìûêàíèå êàêîé-
íèáóäü ôàçîâîé êðèâîé áûëî áû äâóìåðíûì òîðîì x2

1+x2
2 = x2

3+x2
4 = 1. áx) Îïèøèòå

êëàññû îðáèòàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé â R4.

Îïðåäåëåíèå. Íîëü x0 ïîëÿ v íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè
1 (óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó) äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U 3 x0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
V 3 x0, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè ϕ èç ϕ(0) ⊂ V ñëåäóåò ϕ

(
[0,+∞)

)
⊂ U .

2 (ñõîäèìîñòü) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V 3 x, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè ϕ
èç ϕ(0) ⊂ V ñëåäóåò limt→+∞ ϕ(t) = x0.

6. Ïîêàæèòå, ÷òî íè îäíî èç óñëîâèé 1 è 2 íå ñëåäóåò èç äðóãîãî.

7. Ïðèäóìàéòå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé íîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ, ëèíåàðèçàöèÿ
êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.

8. (âåñèò êàê òðè çàäà÷è!) Ïðèäóìàéòå äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà ïëîñêîñòè, êî-
òîðûå äèôôåðåíöèðóåìî ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
êàæäîé òî÷êè, íî îðáèòàëüíî íåýêâèâàëåíòíû íà âñåé ïëîñêîñòè.
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