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5 Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå è ñòðóííûé ñïåêòð

6 Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë Ôåéíìàíà-Ïîëÿêîâà
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10.1 Îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà

Â ïðîèçâîëüíîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ - ãèïîòåçà î òîì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ �ðàçóì-
íûõ� îïåðàòîðîâ ñóùåñòâóåò îïåðàòîðíîå óìíîæåíèå

Ai(x)Aj(y) =
∑
k

Ck
ij(x− y)Ak(y) (10.1)

ò.å. ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ îïåðàòîðîâ â ðàçíûõ òî÷êàõ ìîæíî ðàçëîæèòü â ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ïî îïåðàòîðàì â îäíîé èç íèõ ñ êîýôôèöèåíòàìè, âîîáùå ãîâîðÿ ñèíãóëÿð-
íûìè ïðè x → y. Îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî (10.1) ïîíèìàåòñÿ êàê ðàâåíñòâî âåðíîå, áóäó÷è
âñòàâëåííûì â ëþáóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

⟨Ai(x)Aj(y)Ak1(z1) . . . Akn(zn)⟩ =
∑
k

Ck
ij(x− y)⟨Ak(y)Ak1(z1) . . . Akn(zn)⟩

⟨Ak1(z1) . . . Akn(zn)⟩ =
∫
Dϕe−SAk1(z1) . . . Akn(zn)∫

Dϕe−S

(10.2)
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à êîíñòàíòû {Ck
ij(x)} ìîãóò çàâèñåòü îò ÷åãî óãîäíî êðîìå, íî îíè óíèâåðñàëüíû äëÿ ëþáîé

êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.

Â àáñòðàêòíîé êâàíòîâîé òåîðèè íè÷åãî áîëüøå ñêàçàòü íåëüçÿ, êðîìå òîãî, ÷òî (10.2)
â ïðèíöèïå âûðàæàåò ëþáûå êîððåëÿöèîííûé ôóíêöèè ÷åðåç ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû
{Ck

ij(x)} è ñðåäíèå îò îïåðàòîðîâ ⟨Ak(z)⟩. Îäíàêî â òåîðèè ñ áîëüøîé ãðóïïîé ñèììåòðèè
(íàïðèìåð - êîíôîðìíîé), íà ýòèè ôóíêöèè íàëàãàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ñëå-
äóþùèå èç ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè: ñêàæåì, â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ âñå äâóõ- è
òðåõòî÷å÷íûå ôóíêöèè ⟨Ak1(z1) . . . Akn(zn)⟩ ïðè n = 2, 3 îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèììåò-
ðèè ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Êðîìå òîãî, äëÿ îòâåòîâ íà ìíîãèå âîïðîñû âàæíî çíàòü
ëèøü ñèíãóëÿðíûå ÷àñòè ôóíêöèé {Ck

ij(x)}.
Â ñâîáîäíîé òåîðèè îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîøüþ òåîðåìû

Âèêà, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ ìíîãîòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ïîëåé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèÿ ïàðíûõ êîððåëÿòîðîâ (ñâîéñòâî ãàóñ-
ñîâà èíòåãðàëà). Âñëåäñòâèå ýòîãî îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå ëþáûõ ñîñòàâíûõ îïåðàòîðîâ
âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ �ñïàðèâàíèÿ� èõ ýëåìåíòàðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, ò.å. âñå êîýôôèöè-
åíòû {Ck

ij(x)} âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðíûå êîððåëÿòîðû ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîëåé.

10.2 Îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå: ñâîáîäíîå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Ïîñìîòðèì åùå ðàç íà îïåðàòîðíîå ïðîèçâåäåíèå òîêîâ J(z) = i∂X(z)

J(z)J(z′) =
z→z′

1

(z − z′)2
+ : J(z′)2 : +(z − z′) : ∂J(z′)J(z′) : + . . . =

=
1

(z − z′)2
+ 2T (z′) +O(z − z′)

(10.3)

Ïåðâûé ÷ëåí ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ⟨J(z)J(z′)⟩ = 1
(z−z′)2

ñèíãóëÿðåí ïðè z → z′, âòîðîé -

îïåðàòîð òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â òî÷êå z′, îñòàëüíûå èñ÷åçàþò ïðè ñîâïàäåíèè òî÷åê.

Ñèíãóëÿðíîñòü â îïåðàòîðíîì ðàçëîæåíèè ñâÿçàíà ñ íåêîììóòàòèâíîñòüþ îïåðàòîðîâ

[αn, αm] =
1

2πi

∮
C′

0

dz′z′m
1

2πi

∮
Cz′

dzznJ(z)J(z′) =

=
1

2πi

∮
C′

0

dz′z′m
1

2πi

∮
Cz′

dzzn
(

1

(z − z′)2
+ . . .

) (10.4)

ãäå âñå íåñèíãóëÿðíûå ÷ëåíû ìîæíî âûêèíóòü, òàê êàê îíè íå äàþò âêëàäà â èíòåãðàë.
Âû÷èñëÿÿ êîíòóðíûå èíòåãðàëû, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

[αn, αm] =
1

2πi

∮
C′

0

dz′z′m
1

2πi

∮
Cz′

dz
zn

(z − z′)2
=

1

2πi

∮
C′

0

dz′z′m nz′n−1 = nδn+m,0 (10.5)
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ò.å. êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ îñöèëëÿòîðîâ ðàçëîæåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïî-
ëÿ.

Îáðàòèì âíèìàíèå òåïåðü íà îïåðàòîð

T (z) = 1
2
: J(z)2 := −1

2
: ∂X(z)2 : (10.6)

ãîëîìîðôíîé êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ðàññìîòðèì åãî îïåðàòîðíîå ðàçëî-
æåíèå ñ òîêîì J(z). Óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèÿ ñïàðèâàíèÿ

J(z)J(z′)︸ ︷︷ ︸ = ⟨J(z)J(z′)⟩ = 1

(z − z′)2

J(z)J(z′) =: J(z)J(z′) : + J(z)J(z′)︸ ︷︷ ︸ (10.7)

òîãäà

T (z)J(z′) = 1
2
: J(z)2 : J(z′) = 2 · 1

2
J(z) J(z)J(z′)︸ ︷︷ ︸+1

2
: J(z)2 J(z′) :=

=
J(z)

(z − z′)2
+ 1

2
: J(z′)3 : +O(z − z′) =

J(z′)

(z − z′)2
+

∂J(z′)

z − z′
+ . . .

(10.8)

ãäå ìû îïóñòèëè âñå íåñèíãóëÿðíûå ïðè z → z′ âêëàäû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè áåñêîíå÷íî-
ìàëîì êîîðäèíàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè z → z + ϵ(z)

δϵJ(z) =

∮
zxw

dw

2πi
ϵ(w)T (w)J(z) = ϵ′(z)J(z) + ϵ(z)J ′(z) (10.9)

ò.å. òîê ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ãîëîìîðôíûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò êàê ïîëå åäèíè÷íîé ðàçìåðíî-
ñòè, ò.å. èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ J(z)dz, à ãåíåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ - ðîâíî â óêàçàííîì
âûøå ñìûñëå - òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà. Äëÿ (ïðèìàðíîãî) ïîëÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ðàçìåð-
íîñòÿìè (∆, ∆̄) àíàëîãè÷íûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóåò èç îïåðàòîðíûõ ðàçëîæåíèé

T (z)Φ(z′, z̄′) =
∆

(z − z′)2
Φ(z′, z̄′) +

1

z − z′
∂Φ(z′, z̄′) + . . .

T̄ (z̄)Φ(z′, z̄′) =
∆̄

(z̄ − z̄′)2
Φ(z′, z̄′) +

1

z̄ − z̄′
∂̄Φ(z′, z̄′) + . . .

(10.10)

ñ ãåíåðàòîðàìè ãîëîìîðôíîé è àíòèãîëîìîðôíîé êîíôîðìíîé ñèììåòðèé. Îòñþäà ïðÿìîé
ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì, íàïðèìåð, äëÿ ãîëîìîðôíîãî ñåêòîðà

δϵΦ(z, z̄) =

∮
zxw

dw

2πi
ϵ(w)T (w)Φ(z, z̄) = ∆ϵ′(z)Φ(z, z̄) + ϵ(z)∂Φ(z, z̄) (10.11)

÷òî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòâå÷àåò èíâàðèàíòíîñòè ïðè ãîëîìîðôíûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò
âåëè÷èí Φ(z, z̄)dz∆dz̄∆̄. Â êâàíòîâîé òåîðèè (àíîìàëüíûå!) ðàçìåðíîñòè (∆, ∆̄) íå îáÿçàíû
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áûòü öåëûìè, è çàäà÷à äâóìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè - âû÷èñëèòü ýòè ðàçìåðíîñòè èç
ñâîéñòâ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Âèðàñîðî.

Â òåîðèè ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïðèìàðíûìè ïîëÿìè ÿâëÿþòñÿ

Vα(z, z̄) =: exp(iαX(z, z̄)) : (10.12)

êîíôîðìíûå ðàçìåðíîñòè ∆α = ∆̄α = 1
2
α2 = ∆−α = ∆̄−α êîòîðûõ ïðîùå âñåãî îïðåäåëèòü

èç äâóõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

⟨Vα(z, z̄)V−α(z
′, z̄′)⟩ = exp

(
α2⟨X(z, z̄)X(z′, z̄′)⟩

)
=

= exp
(
−α2 log |z − z′|2

)
=

1

(z − z′)α2(z̄ − z̄′)α2

(10.13)

íî, åñòåñòâåííî, ìîæíî âû÷èñëèòü è èç îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Íàêîíåö, ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ãîëîìîðôíûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò

δϵT (z) = 2ϵ′(z)T (z) + ϵ(z)∂T (z) +
c

12
ϵ′′′(z) (10.14)

ñàìîãî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà T (z) ñëåäîâàëî áû èç îïåðàòîðíîãî ðàçëîæåíèÿ

T (z)T (z′) =
c

2(z − z′)4
+

2T (z′)

(z − z′)2
+

∂T (z′)

z − z′
+ . . . (10.15)

Äåéñòâèòåëüíî

δϵT (z) =

∮
zxw

dw

2πi
ϵ(w)T (w)T (z) =

=

∮
zxw

dw

2πi
ϵ(w)

(
c

2(w − z)4
+

2T (z)

(w − z)2
+

∂T (z)

w − z
+ . . .

)
=

=
c

2
· 1
6
ϵ′′′(z) + 2ϵ′(z)T (z) + ϵ(z)∂T (z)

(10.16)

ò.å. - ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèìàðíûì ïîëåì - ëèøíèé ïîëþñ 4-ãî ïîðÿäêà äàåò àíîìàëüíûé
âêëàä â çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ òåíçîðà. Ïðîâåðèì, íàêîíåö, ôîðìóëó (10.15) äëÿ òåîðèè
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ãäå ïîëó÷èì

T (z)T (z′) = 1
2
: J(z)2 : 1

2
: J(z′)2 :=

= 1
2
J(z) J(z)J(z′)︸ ︷︷ ︸ J(z′)︸ ︷︷ ︸+ : J(z) J(z)J(z′)︸ ︷︷ ︸ J(z′) : +1

4
: J(z)2J(z′)2 :=

= 1
2
⟨J(z)J(z′)⟩2 + ⟨J(z)J(z′)⟩ : J(z)J(z′) : + . . . =

=
1

2(z − z′)4
+

: J(z′)2 :

(z − z′)2
+

: J(z′)∂J(z′) :

z − z′
+ . . . =

=
1

2(z − z′)4
+

2T (z′)

(z − z′)2
+

∂T (z′)

z − z′
+ . . .

(10.17)
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ò.å. îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå èìååò äåéñòâèòåëüíî âèä (10.15), è äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ öåí-
òðàëüíûé çàðÿä àëãåáðû Âèðàñîðî c = 1.

10.3 Êîíôîðìíàÿ bc-ñèñòåìà

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâóìåðíóþ êîíôîðìíóþ ñâîáîäíóþ òåîðèþ ãðàññìàíîâûõ bc-ïîëåé
ñïèíîâ (j, 0) è (1− j, 0) äëÿ ïîëåé c è b ñîîòâåòñòâåííî ñ äåéñòâèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà

S =
1

π

∫
Σ

d2σ b∂̄c (10.18)

è áóäåì ñ÷èòàòü ïîëÿ íîðìèðîâàííûìè òàê, ÷òîáû èõ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ áûëà

⟨b(z)c(z′)⟩ = 1

z − z′
(10.19)

Êàê è â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ââåäåì íîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

: b(z)c(z′) := b(z)c(z′)− ⟨b(z)c(z′)⟩ = b(z)c(z′)− 1

z − z′
(10.20)

êîòîðîå óæå íåñèíãóëÿðíî ïðè z → z′.

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìîæíî ñòðîèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì,
÷òî ãîëîìîðôíàÿ êîìïîíåíòà ∂̄Tbc = 0 âåñà 2 ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî äâà ñëàãàåìûõ

Tbc = α : b∂c : +β : c∂b : (10.21)

è äîëæåí âîñïðîèçâîäèòü îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ

T (z)c(w) =
j

(z − w)2
c(w) +

1

z − w
∂c(w) + . . .

T (z)b(w) =
1− j

(z − w)2
b(w) +

1

z − w
∂b(w) + . . .

(10.22)

ãîâîðÿùèå î òîì, ÷òî äóõîâûå ïîëÿ c è b ÿâëÿþòñÿ ïðèìàðíûìè ïîëÿìè ñ âåñàìè j è (1−j)
ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, ïåðâîå îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå

T (z)c(w) = α : b(z)∂c(z) : c(w) + β : c(z)∂b(z) : c(w) =

= −α
1

z − w
∂c(z)− β

1

(z − w)2
c(z) + . . . =

= −β
1

(z − w)2
c(w)− α + β

z − w
∂c(w) + . . .

(10.23)

îòêóäà ñëåäóåò β = −j, α+ β = −1 èëè

T = (j − 1) : b∂c : −j : c∂b : (10.24)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âòîðîå èç ñîîòíîøåíèé (10.22) ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿåòñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêè.
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10.4 Öåíòðàëüíûé çàðÿä bc-ñèñòåìû

Â äàííûé ìîìåíò îñíîâíîé äëÿ íàñ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ î öåíòðàëüíîì çàðÿäå.
Äëÿ ãðàññìàíîâîé bc-ñèñòåìû åãî ñëåäóåò èñêàòü êàê ñàìûé ñèíãóëÿðíûé ÷ëåí â îïåðà-
òîðíîì ðàçëîæåíèè

T (z)T (w) = (j − 1)2 : b(z)∂c(z) :: b(w)∂c(w) : +j2 : c(z)∂b(z) :: c(w)∂b(w) : −

−j(j − 1) : b(z)∂c(z) :: c(w)∂b(w) : −j(j − 1) : c(z)∂b(z) :: b(w)∂c(w) :
(10.25)

Ñàìûé ñèíãóëÿðíûé ÷ëåí ñâîäèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ ïîïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé.
Ñ ó÷åòîì àíòèêîììóòàòèâíîñòè ïîëåé ïîëó÷àåì

T (z)T (w) = −(j − 1)2⟨b(z)∂c(w)⟩⟨b(w)∂c(z)⟩ − j2 : ⟨∂b(z)c(w)⟩⟨∂b(w)c(z)⟩−

−j(j − 1)⟨b(z)c(w)⟩⟨∂b(w)∂c(z)⟩ − j(j − 1)⟨b(w)c(z)⟩⟨∂b(z)∂c(w)⟩+ . . . =

= −(j − 1)2
1

(z − w)2
1

(w − z)2
− j2

−1

(z − w)2
−1

(w − z)2
−

−j(j − 1)
1

z − w

−2

(w − z)3
− j(j − 1)

1

w − z

−2

(z − w)3
+ . . . =

= − 1

(z − w)4
(
(j − 1)2 + j2 + 4j(j − 1)

)
+ . . . = − 1

(z − w)4
(
6j2 − 6j + 1

)
+ . . .

(10.26)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî öåíòðàëüíûé çàðÿä ãðàññìàíîâîé bc-ñèñòåìû

cbc = −2
(
6j2 − 6j + 1

)
(10.27)

Ýòà ðîâíî òà ôîðìóëà, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíôîðìíîé àíîìàëèè, íà-
ðÿäó ñ óæå âû÷èñëåííûì öåíòðàëüíûì çàðÿäîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ c = 1.

10.5 Êîíôîðìíàÿ àíîìàëèÿ â áîçîííîé ñòðóíå

Âåðíåìñÿ ê êîíòèíóàëüíîìó èíòåãðàëó â áîçîííîé ñòðóíå∫
DgDXe−S =

∫
Dε̄Dε

V

∫
Dφ · J

∫
DXe−

1
2
(X,∆0X) =

=

∫
Dφ det∆−1 (det∆0)

−D/2

(10.28)

ãäå ìû óæå âûáðàëè êîíôîðìíóþ êàëèáðîâêó ds2 = ρ(z, z̄)dzdz̄ = eφ(z,z̄)dzdz̄, â êîòîðîé
ìåðà îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì äåòåðìèíàíòîâ

det∆−1

(det∆0)
D/2

=
det

(
−ρ−2∂ρ∂̄

)
det

(
−ρ−1∂∂̄

)D/2
= e

∫
Σ(b∂̄c+c.c− 1

2
∂X∂X) (10.29)
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è ìû âûÿñíèëè, ÷òî

− gαβ

T
√
g

δ

δgαβ
log

det∆−1

(det∆0)
D/2

= gαβ⟨T (bc)
αβ + T

(X)
αβ ⟩ = cbc +D

6
R + µ2

ren (10.30)

Â êîíôîðìíîé êàëèáðîâêå ýòî ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

δ

δφ
log

det∆−1

(det∆0)
D/2

= −cbc +D

24π
∂̄∂φ+ µ2eφ (10.31)

òî åñòü ìåðà â èíòåãðàëå äëÿ áîçîííîé ñòðóíû ñâîäèòñÿ ê∫
DgDXe−S =

∫
Dφ exp

(∫
Σ

d2σ

(
−cbc +D

24π
φ∂̄∂φ+ µ2

rene
φ

))
=

=

∫
Dφ exp

(
−26−D

48π

∫
Σ

d2σ
(
1
2
∂αφ∂αφ+ µ2eφ

)) (10.32)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè (10.27)

cbc = − 2
(
6j2 − 6j + 1

)∣∣
j=−1

= −26 (10.33)

ïðè j = −1. Òàêèì îáðàçîì

• Ïðè D = 26 êîíôîðìíàÿ àíîìàëèÿ â áîçîííîé ñòðóíå ñîêðàùàåòñÿ, â ñèëó òîãî,
÷òî öåíòðàëüíûé çàðÿä bc-ñèñòåìû, îòâå÷àþùåé ðåïàðàìåòðèçàöèÿì âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå (10.33). Äëÿ ôåðìèîííîé ñòðóíû èëè ñóïåðñòðóíû ïîõîæåå ðàññóæäåíèå
cX+cΨ+cbc+cβγ = D+ D

2
−26+11 = 0 ïðèâîäèò ê êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè D = 10.

• Â íåêðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè âåéëåâñêàÿ ìîäà �îæèâàåò�, è îïèñûâàåòñÿ êâàíòîâîé
òåîðèåé ñ äåéñòâèåì Ëèóâèëëÿ

S =
26−D

48π

∫
Σ

d2σ
(
1
2
∂αφ∂αφ+ µ2eφ

)
(10.34)

è íåëèíåéíîé ìåðîé, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïî íîðìå ∥δφ∥2 =
∫
Σ
d2σeφ(δφ)2. Òåîðèÿ Ëè-

óâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì äâóìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè �îáùåãî âèäà�, ñ áîëåå
èëè ìåíåå ïðîèçâîëüíûì öåíòðàëüíûì çàðÿäîì cL = 26−D, è åå èçó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ
âàæíåéøåé çàäà÷åé ñîâðåìåííîé íàóêè.
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