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Îáùèå ïðàâèëà ñäà÷è çà÷åòà

Îáùèé áàëë, ïîëó÷åííûé íà çà÷åòå, íàáèðàåòñÿ èç ñëåäóþùèõ èñòî÷íèêîâ:

1. Äàåòñÿ ïî 0.5 áàëëà çà êàæäóþ ïîñåùåííóþ ëåêöèþ (âêëþ÷àÿ ñàì çà÷åò);

2. Äî 1.5 áàëëà çà èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêîãî âîïðîñà ïî âûáîðó èç ñïèñêà èëè ëþáîãî
äðóãîãî îòíîñÿùåãîñÿ ê ïðåäìåòó âîïðîñà, íå âîøåäøåãî â ñïèñîê (ëó÷øå çàðàíåå
ñîãëàñîâàòü ñ ïðåïîäàâàòåëåì);

3. Îñòàëüíûå áàëëû íàáèðàþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷ èç ñïèñêà â ïèñüìåííîì âèäå; ìîæ-
íî ïðèñûëàòü ðåøåíèÿ ïî e-mail çàðàíåå, ÷òî íå îòìåíÿåò âçìîæíîãî èõ îáñóæäå-
íèÿ íà çà÷åòå.

Íåöåëîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ â îáùåé ñóììå îêðóãëÿåòñÿ â áîëüøóþ ñòîðîíó.

Âîïðîñû ê çà÷åòó

1. Ìîäåëü ìàãíåòèêà Ãåéçåíáåðãà, åå ðàçíîâèäíîñòè. Ãàìèëüòîíèàíû XXX è XXZ
ìîäåëåé, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé, îïåðàòîð ïîëíîãî ñïèíà, ïðîñòåéøèå èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ.

2. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Áåòå íà ïðèìåðå XXX ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Áåòåâñêèå ñîñòîÿíèÿ, èõ èìïóëüñ è ýíåðãèÿ. Óðàâíåíèÿ
Áåòå.

3. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Áåòå íà ïðèìåðå ìîäåëè áîçå-ãàçà ñ òî÷å÷íûì ïàðíûì âçàè-
ìîäåéñòâèåì è ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Áåòåâñêèå ñîñòîÿíèÿ, èõ
èìïóëüñ è ýíåðãèÿ. Óðàâíåíèÿ Áåòå.

4. Ðåøåíèå óðàâíåíèé Áåòå â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
íà ïðèìåðå àíòèôåððîìàãíèòíîé XXX ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà èëè ìîäåëè áîçå-ãàçà
ñ òî÷å÷íûì ïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì è ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

5. Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ìîäåëè
áîçå-ãàçà ñ òî÷å÷íûì ïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì è ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè; èõ îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áåòå, ñâåäåíèå ê èíòå-
ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ.

6. 6-âåðøèííàÿ ìîäåëü íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå. Ïîíÿòèå òðàíñôåð-ìàòðèöû. Íàõîæ-
äåíèå êîììóòèðóþùåãî ñåìåéñòâà òðàíñôåð-ìàòðèö. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ (ãèïåð-
áîëè÷åñêàÿ) ïàðàìåòðèçàöèÿ áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ.

7. Ñâÿçü 6-âåðøèííîé ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè è êâàíòîâîé XXZ ìîäåëè
ìàãíåòèêà. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êîììóòèðóþùèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ â ìàã-
íåòèêå.



8. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êâàíòîâîãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è: êâàíòîâàÿ ìàòðèöà ìî-
íîäðîìèè, òðàíñôåð-ìàòðèöà, R-ìàòðèöà, óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà, ñïëåòàþùåå
ñîîòíîøåíèå äëÿ êâàíòîâûõ ìàòðèö ìîíîäðîìèè.

9. Àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå íà ïðèìåðå 6-âåðøèííîé ìîäåëè.

Çàäà÷è ê çà÷åòó

1. (0.5 áàëëà) Íàéòè ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà XY Z-ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà äëÿ N = 2:

H = Jxσ
(1)
x σ(2)

x + Jyσ
(1)
y σ(2)

y + Jzσ
(1)
z σ(2)

z

Îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé èçîòðîïíîé XXX-ìîäåëè (Jx = Jy = Jz = J) è
ñðàâíèòü ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì Áåòå.

2. (1 áàëë) Ðàññìîòðèì XXX-ìîäåëü íà N óçëàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè:

Hxxx = − 1

2

N∑
k=1

(
σ⃗(k)σ⃗(k+1) − 1

)
, σ⃗(N+1) ≡ σ⃗(1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S⃗ îïåðàòîð ïîëíîãî ñïèíà: S⃗ =
∑

j σ⃗
(j). Ïóñòü |Ψm⟩ � áåòåâñêèå

ñîñòîÿíèÿ ñ m ìàãíîíàìè (ò.å. Sz |Ψm⟩ = (N−m) |Ψm⟩). Äîêàçàòü, ÷òî S+ |Ψm⟩ = 0
ïðè m = 1, 2, ãäå |Ψm⟩ � áåòåâñêèå ñîñòîÿíèÿ ñ m ìàãíîíàìè (òàêèå, ÷òî áåòåâñêèå
êîðíè λi < ∞).

3. (1 áàëë) Ðàññìîòðèì XXX-ìîäåëü íà N óçëàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè:

Hxxx = − 1

2

N∑
k=1

(
σ⃗(k)σ⃗(k+1) − 1

)
, σ⃗(N+1) ≡ σ⃗(1)

Â ñåêòîðå ñ òðåìÿ ïåðåâåðíóòûìè ñïèíàìè íàéòè îáùèå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ
ãàìèëüòîíèàíà è îïåðàòîðà öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà è âûâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé
Áåòå.

4. (1 áàëë) Íàéòè ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà XXX-ìîäåëè íà 3 óçëàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

Hxxx = − 1

2

3∑
k=1

(
σ⃗(k)σ⃗(k+1) − 1

)
, σ⃗(4) ≡ σ⃗(1)

Îïðåäåëèòü òàêæå êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíåé.

5. (1.5 áàëëà) Íàéòè âîçìîæíî áîëüøåå êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãàìèëüòî-
íèàíà XXX-ìîäåëè íà 4 óçëàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

Hxxx = − 1

2

4∑
k=1

(
σ⃗(k)σ⃗(k+1) − 1

)
, σ⃗(5) ≡ σ⃗(1)

(æåëàòåëüíî íàéòè âñå). Îïðåäåëèòü òàêæå êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíåé.
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6. (1 áàëë) Ðàññìîòðèì ôåððîìàãíèòíóþ XXX-ìîäåëü íà öåïî÷êå áåñêîíå÷íîé äëè-
íû:

Hxxx = − 1

2

∑
k∈Z

(
σ⃗(k)σ⃗(k+1) − 1

)
Äîêàçàòü, ÷òî ýíåðãèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ ìàãíîíîâ E(u+ i

2
, u− i

2
) âñåãäà

ìåíüøå, ÷åì ýíåðãèÿ äâóõ ìàãíîíîâ ñ èìïóëüñàìè p1 è p2 òàêèìè, ÷òî p1 + p2 =
p(u+ i

2
, u− i

2
) = p(u/2).

7. (0.5 áàëëà) Íàéòè ôóíêöèþ ßíãà äëÿ XXX è XXZ-ìîäåëåé.

8. (1 áàëë) Íàéòè ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ è ñïåêòð ýíåðãèé îäíîé è äâóõ áîçå-÷àñòèö
ñ ãàìèëüòîíèàíîì

ĤN = −
N∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ 2c
∑

1≤j<k≤N

δ(xj − xk) (N = 1, 2)

íà îòðåçêå [0, L] ñ íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè (ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â 0, åñëè õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòèö íàõîäèòñÿ íà êðàþ îòðåçêà).

9. (1 áàëë) Äëÿ ñèñòåìû òðåõ òîæäåñòâåííûõ áîçå-÷àñòèö ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ3 = −
3∑

j=1

∂2

∂x2
j

+ 2c
∑

1≤j<k≤3

δ(xj − xk)

íàéòè îáùèå ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà è îïåðàòîðà ïîëíîãî èìïóëüñà

P̂ = −i
3∑

j=1

∂

∂xj

, íàëîæèòü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà îòðåçêå [0, L] è

ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé Áåòå.

10. (0.5 áàëëà) Ðàññìîòðèì ïðîëîãàðèôìèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Áåòå äëÿ ìîäåëè áîçå-
ãàçà èç N ÷àñòèö íà îòðåçêå [0, L] ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

Lλj + 2
N∑
k=1

arctg
λj − λk

c
= 2πnj

Äîêàçàòü, ÷òî â ñîñòîÿíèè, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ öåëûìè èëè ïîëóöåëûìè ÷èñ-

ëàìè nj, ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû ÷àñòèö ðàâåí P =
2π

L

N∑
j=1

nj.

11. (0.5 áàëëà) Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîð |+++ . . .+⟩ ñîáñòâåííûé äëÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû
6-âåðøèííîé ìîäåëè è íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

12. (0.5 áàëëà) Äîêàçàòü, ÷òî òðàíñôåð-ìàòðèöà 6-âåðøèííîé ìîäåëè êîììóòèðóåò ñ
îïåðàòîðîì öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà è îïåðàòîðîì Sz =

∑
j σ

(j)
z .
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13. (1 áàëë) Ðàññìîòðèì 6-âåðøèííóþ ìîäåëü íà êâàäðàòíîé N ×N ðåøåòêå ñ R-
ìàòðèöåé

R = R(u) =


a 0 0 0
0 b c 0
0 c b 0
0 0 0 a


ãäå a = sinh(u+ η), b = sinh u, c = sinh η è êâàíòîâîé ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè

T (u) = R10(u)R20(u) . . .RN0(u) =

(
A(u) B(u)
C(u) D(u)

)
.

Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

⟨Ω|C(v)B(u) |Ω⟩

Ðàññìîòðåòü òàêæå ïðåäåë v → u (êâàäðàò íîðìû âåêòîðà B(u) |Ω⟩). Çäåñü |Ω⟩ =
|+++ . . .+⟩ � ïîðîæäàþùèé âåêòîð.
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