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1. Ââåäåíèå.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ íà êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, íåîãðàíè÷åíà. Äðóãèìè ñëîâàìè, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïî ëîêàëüíûì
ñâîéñòâàì ôóíêöèé (íàïðèìåð ãîëîìîðôíîñòü) ìîæíî ñóäèòü î åå ãëîáàëüíûõ
ñâîéñòâàõ. Âçàèìîñâÿçü ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
ÿâëåíèå â öåëîì ñòàðòóÿ ñ åãî, ëîêàëüíûõ, îáû÷íî ïðîùå êîíòðîëèðóåìûõ, ñâîéñòâ.

Íåîáõîäèìûé äëÿ ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò áûë ñîçäàí â ñåðåäèíå ïðîøëîãî
âåêà. Îí îñíîâàí íà òåîðèè ïó÷êîâ. Ñâîéñòâà ïó÷êîâ àâòîìàòèçèðóþò ñâîéñòâà
òåíçîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïó÷êàì îòâå÷àþò êîììóòàòèâíûå ãðóïïû,
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íàçûâàåìûå ãðóïïàìè êîãîìîëîãèé ñî çíà÷åíèÿìè â ïó÷êå, è ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû
ãðóïï êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ïîñòîÿííîì ïó÷êå, íàçûâàåìûå
êëàññàìè ×åðíà. Ãðóïïû êîãîìîëîãèé è êëàññû ×åðíà îïðåäåëÿþò âàæíåéøèå
ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòè ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ÿçûêîì
âñåõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè. Íàñòîÿùèé êóðñ ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â òåîðèþ
ïó÷êîâ è ñâÿçàííûõ ñ íåé ñòðóêòóð.

Ïåðâàÿ ÷àñòü êóðñà ïîñâÿùåíà êîãîìîëîãèÿì ñî çíà÷åíèÿìè â ïó÷êàõ. Ìû äàåì
íåñêîëüêî ïî âèäó ñîâåðøåííî íå ïîõîæèõ äðóã íà äðóãà êîíñòðóêöèé êîãîìîëîãèé:
ñ ïîìîùüþ àöèêëè÷íûõ ðåçîëüâåíò, ÷åðåç ñåìåéñòâà ïîêðûòèé (êîãîìîëîãèè ×åõà)
è, äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì (êîãîìîëîãèè
äå Ðàìà) è ñèíãóëÿðíûõ êîöåïåé (ñèíãóëÿðíûå êîãîìîëîãèè). Ìû äîêàçûâàåì ÷òî
âñå ýòè êîíñòðóêöèè ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì ãðóïïàì êîãîìîëîãèé (òåîðåìû Ëåðå
è äå Ðàìà). Áîëåå òîãî, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî êîãîìîëîãèè ðåàëèçóþò åäèíñòâåííûé
åñòåñòâåííûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ïó÷êîâ àáåëåâûõ ãðóïï â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ
ãðóïï, ïåðåâîäÿùèé êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ â äëèííóþ òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï.

Âòîðàÿ ÷àñòü êóðñà ïîñâÿùåíà ñàìîìó "ìàññîâîìó"òèïó ïó÷êîâ: ëîêàëüíî
ñâîáîäíûì ïó÷êàì, òî åñòü ïó÷êàì ñå÷åíèé ëîêàëüíî òðèâèàëüíûõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé. Mû îïðåäåëÿåì è èññëåäóåì óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå. Äàëåå ìû
èçó÷àåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïó÷êîâ è ðàññëîåíèé íà êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,
èõ êîãîìîëîãèè Äîëüáî è ÷èñëà Õîäæà. Â çàêëþ÷åíèè ìû ïîäðîáíî îáñóæäàåì
çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèÿ ðàíãà 1 .

2. Ïó÷êè.
2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X ñ ñèñòåìîé ïîäìíîæåñòâ U = {U} òàêîé, ÷òî

1) X, ∅ ∈ U,
2) îáúåäèíåíèå

⋃
Uα ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà Uα ∈ U ïðèíàäëåæèò U,

2) ïåðåñå÷åíèå
⋂
Uα êîíå÷íîãî ÷èñëà Uα ∈ U ïðèíàäëåæèò U.

Ïîäìíîæåñòâà èç U íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Äîïîëíåíèå X − U
ê îòðûòîìó ìíîæåñòâó U ∈ U íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Ïðåäïó÷êîì F íàä òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâîì (X,U) íàçûâàåòñÿ
a) íàáîð ìíîæåñòâ {F(U)|U ∈ U, U 6= ∅}, íàçûâàåìûé ñå÷åíèÿìè íàä U ,
b) íàáîð îòîáðàæåíèé {rUV : F(U) → F(V )| U, V ∈ U, V ⊂ U}, íàçûâàåìûõ

îãðàíè÷åíèÿìè, òàêîé, ÷òî
1)rUU = 1U � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå;
2)rUW = rVW r

U
V ïðè W ⊂ V ⊂ U .

Ïðåäïó÷îê F íàçûâàåòñÿ ïðåäïó÷êîì ãðóïï (êîëåö, ìîäóëåé è ò.ï), åñëè âñå
ìíîæåñòâà F(U) ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè (ñîîòâåòñòâåííî êîëüöàìè, ìîäóëÿìè è ò.ï) è
âñå îòîáðàæåíèÿ rUV ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóð.

Ïó÷êîì íàçûâàåòñÿ ïðåäïó÷îê F , â êîòîðîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:
1) Ïóñòü U =

⋃
Ui, s, t ∈ F(U) è rUUi(s) = rUUi(t) äëÿ âñåõ Ui. Òîãäà s = t.

2) Ïóñòü U =
⋃
Ui, si ∈ F(Ui) è rUiUi∩Uj(si) = r

Uj
Ui∩Uj(sj) äëÿ âñåõ i, j. Òîãäà

ñóùåñòâóåò s ∈ F(U) òàêîå, ÷òî rUUi(s) = si.
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Ïðèìåð 2.1. Ïó÷îê îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y . Çäåñü F(U)
� ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà U â ìíîæåñòâî Y , à rUV �
îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ íà ïîäìíîæåñòâî. Åñëè âñå ìíîæåñòâî Y ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî êîëüöîì, ìîäóëåì è ò.ï), òî âîçíèêàåò ïó÷îê ãðóïï
(ñîîòâåòñòâåííî êîëåö, ìîäóëåé è ò.ï).

Ïðèìåð 2.2. Åñëè â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå â êà÷åñòâå F(U) ðàññìàòðèâàòü
ëèøü ëîêàëüíî ïîñòîÿííûå îòîáðàæåíèÿ, òî âîçíèêàåò ïó÷îê, íàçûâàåìûé
ïîñòîÿííûì. (Íàïîìíèì: ëîêàëüíî ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå � ýòî îòîáðàæåíèå,
ïîñòîÿííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè.)

Ïðèìåð 2.3. Åñëè â ïðèìåðå 2.1 ñ÷èòàòü, ÷òî Y � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
è F(U) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, òî âîçíèêàåò ïó÷îê íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Ïðèìåð 2.4. Åñëè â ïðèìåðå 2.3 ñ÷èòàòü, ÷òî X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, Y �
ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è F(U) � ãëàäêèå ôóíêöèè, òî âîçíèêàåò ïó÷îê ãëàäêèõ
ôóíêöèé.

Ïðèìåð 2.5. Åñëè â ïðèìåðå 2.3 ñ÷èòàòü, ÷òî X � êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, Y
� ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è F(U) � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, òî âîçíèêàåò ïó÷îê
ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ïîñëåäíèå 2 ïó÷êà, íåñìîòðÿ íà ïîõîæåñòü îïðåäåëåíèé îáëàäàþò ïðèíöèïèàëüíî
ðàçíûìè ñâîéñòâàìè.

Ïðèìåð 2.6. Åñëè X � ãëàäêîå èëè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå è F(U) � òåíçîðíûå
ïîëÿ U , òî âîçíèêàåò ïó÷îê òåíçîðíûõ ïîëåé.

Óïðàæíåíèå 2.1. Äîêàæèòå, ÷òî êîíñòðóêöèè, îïèñàííûå â ïðèìåðàõ,
äåéñòâèòåëüíî ïîðîæäàþò ïó÷êè.

Óïðàæíåíèå 2.2. Ïðèäóìàéòå ïðåäïó÷îê, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïó÷êîì.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäïó÷îê A ÿâëÿåòñÿ ïîäïðåäïó÷êîì ïó÷êà B (è ïèøóò A ⊂ B), åñëè
A(U) ⊂ B(U) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U .

Ïóñòü F è G � ïðåäïó÷êè íà X. Èõ ìîðôèçìîì h : F → G
íàçûâàåòñÿ íàáîð îòîáðàæåíèé {hU : F(U) → G(U)|U ∈ U} òàêîé, ÷òî
hV r

U
V = rUV hU . Åñëè F è G ÿâëÿþòñÿ ïðåäïó÷êàìè ãðóïï, êîëåö, ìîäóëåé è ò.ï,

òî ìîðôèçìàìè òàêèõ ïðåäïó÷êîâ ñ÷èòàþòñÿ ëèøü ìîðôèçìû {hU}, ïîðîæäàþùèå
ãîìîìîðôèçìû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóð. Ìîðôèçì íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì,
åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íû. ßäðà è îáðàçû îòîáðàæåíèé hU
ïîðîæäàþò ïîäïðåäïó÷êè Ker(h) ⊂ F è Im(h) ⊂ G.
Óïðàæíåíèå 2.3. Ïóñòü ìíîæåñòâà F(U) èç ïðèìåðà 2.6 ñîñòîÿò èç ãëàäêèõ èëè
ãîëîìîðôíûõ (êîãäà X � êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå) òåíçîðíûõ ïîëåé. Äîêàæèòå,
÷òî òîãäà ìíîæåñòâà F(U) òàêæå îáðàçóþò ïó÷îê, íàçûâàåìûé ïó÷êîì ãëàäêèõ
(ñîîòâåòñòâåííî ãîëîìîðôíûõ) òåíçîðíûõ ïîëåé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ïó÷îê
ìîíîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ â ïó÷îê âñåõ òåíçîðíûõ ïîëåé èç ïðèìåðà 2.6.
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2.2. Íàêðûòèÿ. Ñþðúåêòèâíûé ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ π : F̃ → X íàçîâåì íàêðûòèåì (ýòî îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò
ñòàíäàðòíîãî, íî óäîáíî äëÿ èçó÷åíèÿ ïó÷êîâ).

Ñå÷åíèåì íàêðûòèÿ π : F̃ → X íà ïîäìíîæåñòâå U ⊂ X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
s : U → Y òàêîå, ÷òî πs = 1U � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(U)

ìíîæåñòâî âñåõ ñå÷åíèé è ÷åðåç F(U) ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé íàä U ⊂ X.
Óïðàæíåíèå 2.4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà ñå÷åíèé {E(U)|U ∈ U} è
{F(U)|U ∈ U} âìåñòå ñ åñòåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè îãðàíè÷åíèé ñå÷åíèé íà
ïîäìíîæåñòâà îáðàçóþò ïó÷êè. Îíè íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì âñåõ ñå÷åíèé è ïó÷êîì
íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé íàêðûòèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ñîïîñòàâèòü âñÿêîìó ïðåäïó÷êó F = {F(U), rUV } íà X
íåêîòîðîå íàêðûòèå π : F̃ → X.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñå÷åíèÿ s ∈ F(V ) è t ∈ F(W ) ýêâèâàëåíòíû â òî÷êå x
(îáîçíà÷àåòñÿ s ∈ F(V ) ∼x t ∈ F(W )), åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî
x ∈ U ⊂ V ∩ W òàêîå ÷òî rVU (s) = rWU (t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fx =

⋃
U3xF(U)/ ∼x

ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñå÷åíèé â òî÷êå x.
Ïîëîæèì F̃ =

⋃
x∈X Fx. Ñîïîñòàâèì òî÷êå x ∈ U ∈ U è ñå÷åíèþ s ∈ F(U) êëàññ

ýêâèâàëåíòíîñòè sx ∈ Fx ñå÷åíèÿ s â òî÷êå x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç sU =
⋃
x∈U
⊂ F̃

îáúåäèíåíèå òàêèõ êëàññîâ. Çàäàäèì íà F̃ òîïîëîãèþ, ñ÷èòàÿ, ÷òî îòêðûòûìè
ÿâëÿþòñÿ âñå ìíîæåñòâà âèäà sU è âñå îáúåäèíåíèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ.
Óïðàæíåíèå 2.5. Äîêàçàòü, ÷òî îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ äåéñòâèòåëüíî çàäàåò
ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà F̃ . Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
π : F̃ → X, ãäå π(Fx) = x, ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.

Óïðàæíåíèÿ 2.4 è 2.5 ïîçâîëÿþò ñîïîñòàâèòü ëþáîìó ïðåäïó÷êó F ïó÷îê âñåõ
ñå÷åíèé E è ïó÷îê F íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé íàêðûòèÿ π : F̃ → X.

Ñå÷åíèþ s ∈ F(U) (ìû áóäåì íàçûâàòü åãî àáñòðàêòíûì ñå÷åíèåì) îòâå÷àåò
ìíîæåñòâî sU , îáðàçóþùåå ñå÷åíèå s̄ ∈ F(U) ìû áóäåì íàçûâàòü åãî ãåîìåòðè÷åñêèì
ñå÷åíèåì). Ñîîòâåòñòâèå s 7→ s̄ ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå τU : F(U)→ F(U).

Óïðàæíåíèå 2.6. Äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé F(U)→ F(U) îáðàçóåò
ìîðôèçì ïðåäïó÷êîâ τF : F → F . Áîëå òîãî, åñëè F � ïðåäïó÷îê ãðóïï, òî E è F
� ïó÷êè ãðóïï è τF � ìîðôèçì ïðåäïó÷êîâ ãðóïï.
Óïðàæíåíèå 2.7. Äîêàçàòü, ÷òî ìîðôèçì ïðåäïó÷êîâ h : A → B åñòåñòâåííî
ïîðîæäàåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h̃ : Ã → B̃, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,
åñòåñòâåííî ïîðîæäàåò ìîðôèçì ïó÷êîâ h̄ : A → B òàêîé, ÷òî τBh = h̄τA.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè F � ïó÷îê, òî τF : F → F � èçîìîðôèçì ïó÷êîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. a) Èíúåêòèâíîñòü. Ïóñòü s′, s” ∈ F(U) � àáñòðàêòíûå ñå÷åíèÿ è
τU(s′) = τU(s”) � îòâå÷àþùèå èì ãåîìåòðè÷åñêèå ñå÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó x ∈ U . Òîãäà s′x = s”x è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùåå òî÷êó x
îòêðûòîå ìíîæåñòâî Vx ⊂ U òàêîå, ÷òî rUVx(s′) = rUVx(s”). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò
ïîêðûòèå U =

⋃
x∈X Vx òàêîå, ÷òî rUVx(s′) = rUVx(s”). Ñîãëàñíî ïåðâîé àêñèîìå ïó÷êà

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s′ = s”.
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b) Ñþðúåêòèâíîñòü. Ïóñòü s̄ ∈ F(U) � ãåîìåòðè÷åñêîå ñå÷åíèå è x ∈ U .
Îòîáðàæåíèå π ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Vx ⊂ s̄
òî÷êè s̄x ∈ F(U). ßâëÿÿñü îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, ìíîæåñòâî Vx ñîäåðæèò
"áàçèñíîå"îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî âèäà sxUx ⊂ Vx ⊂ s̄, ãäå x ∈ Ux ⊂ π(Vx) è
sx ∈ F(Ux) � àáñòðàêòíîå ñå÷åíèå. Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå X = ∪x∈XUx.

Íà ïåðåñå÷åíèè Ux ∩ Uy àáñòðàêòíûå ñå÷åíèÿ sx è sy ïîðîæäàþò îäíî è òî
æå ãåîìåòðè÷åñêîå ñå÷åíèå s̄|Ux∩Uy . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî óæå äîêàçàííîìó ñâîéñòâó
èíúåêòèâíîñòè, îãðàíè÷åíèÿ àáñòðàêòíûõ ñå÷åíèé sx è sy íà Ux∩Uy òîæå ñîâïàäàþò.
Ââèäó àêñèîìû 2) ïó÷êà, îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñå÷åíèÿ s ∈ F(U),
ïîðîæäàþùåãî ñå÷åíèå s̄. �

Ñëåäñòâèå 2.1. Êàæäûé ïó÷îê èçîìîðôåí ïó÷êó íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé íåêîòîðîãî
íàêðûòèÿ.

3. Êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êå.
3.1. Êàíîíè÷åñêàÿ ðåçîëüâåíòà ïó÷êà. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå
ðàññìàòðèâàåìûå ïó÷êè ÿâëÿþòñÿ ïó÷êàìè êîììóòàòèâíûõ ãðóïï.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïï A
g→ B

h→ C òî÷íà â
B, åñëè Im(g) = Ker(h). Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîðôèçìîâ A g→ B h→ C
ïó÷êîâ ãðóïï íàä X òî÷íà â B, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï
Ax g→ Bx h→ Cx òî÷íà â Bx. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîðôèçìîâ ãðóïï ïó÷êîâ
íàä X A1

g→ A2
h→ A3 → . . .An → . . . òî÷íà, åñëè îíà òî÷íà â êàæäîì ÷ëåíå

Óïðàæíåíèå 3.1. Äîêàçàòü, ÷òî, äëÿ ïîäïó÷êà B ïó÷êà A, ñîîòâåòñòâèå
U 7→ B(U)/A(U) ïîðîæäàåò ïðåäïó÷îê. Âñåãäà ëè ýòî ïó÷îê?

Ïó÷îê C, ïîðîæäåííûé ïðåäïó÷êîì U 7→ B(U)/A(U), íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ïó÷êîì
B/A.
Óïðàæíåíèå 3.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ïîäïó÷êà â ïó÷îê
âìåñòå ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé ïó÷êà íà ôàêòîð-ïó÷îê ïîðîæäàþò òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ 0→ A→ B → C → 0

Óïðàæíåíèå 3.3. Ïóñòü O � ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà C − 0,
ðàññìàòðèâàåìûé êàê ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, Z � ïîäïó÷îê ïîñòîÿííûõ
öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé è O∗ � ïó÷îê íå îáðàùàþùèõñÿ â 0 ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
íà C − 0, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïó÷êîâ 0→ Z i→ O exp→ O∗ → 0, ãäå exp(f)(z) = e2πif(z), òî÷íà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïï 0→ Z(C− 0)

i→ O(C− 0)
exp→ O∗(C− 0)→ 0 íå òî÷íà.

Ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå äàåò ïðèìåð òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ, ïîðîæäàþùåé íå òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñå÷åíèé.
Íåòî÷íîñòè òàêîãî òèïà õàðàêòåðèçóþò ïó÷îê è ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ïðåäìåòîì
òåîðèè êîãîìîëîãèé.

Òî÷íàÿ (âî âñåõ ÷ëåíàõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ âèäà
0→ F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ... íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé ïó÷êà F .
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Óïðàæíåíèå 3.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï
0 → F(X)

α̃→ F0(X)
α̃0→ F1(X)

α̃1→ F2(X)
α̃2→ ..., èíäóöèðîâàííàÿ ðåçîëüâåíòîé

0 → F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ..., óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì α̃0α̃ = α̃n+1α̃n = 0 è
Ker(α̃0) = Im(α̃)

Ðàññìîòðèì ïó÷îê F è èçîìîðôíûé åìó ïó÷îê F íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé íàêðûòèÿ
π : Y → X. Ðàññìîòðèì ïó÷îê E(U) = {s : U → Y |πs = 1} âñåõ ñå÷åíèé íàêðûòèÿ π.
Åñòåñòâåííîå âëîæåíèå íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé â ïðîèçâîëüíûå ïîðîæäàåò òî÷íóþ â
F ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ 0→ F α→ E(F).

Ïîëîæèì F0 = E(F), F1 = E(F0/Im(α)) è îáîçíà÷èì ÷åðåç
α0 : F0 → F0/Im(α) → E(F0/Im(α)) = F1 êîìïîçèöèþ åñòåñòâåííûõ
ãîìîìîðôèçìîâ. Ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ ïó÷êîâ
0 → F α→ F0 α0→ F1. Ïðîäîëæèì ïðîöåññ, òî åñòü ïîëîæèì Fn+1 = E(Fn/Im(αn−1)),
è îáîçíà÷èì ÷åðåç αn : Fn → Fn/Im(αn−1) → E(Fn/Im(αn−1)) = Fn+1 êîìïîçèöèþ
åñòåñòâåííûõ ãîìîìîðôèçìîâ.

Óïðàæíåíèå 3.5. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ
0→ F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ... ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé.

Ïîñòðîåííàÿ ðåçîëüâåíòà 0→ F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ... íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé
ðåçîëüâåíòîé ïó÷êà F .

3.2. Êîãîìîëîãèè. Ïóñòü F � ïó÷îê íàä X, 0 → F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ... � åãî
êàíîíè÷åñêàÿ ðåçîëüâåíòà è 0 → F(X)

α̃→ F0(X)
α̃0→ F1(X)

α̃1→ F2(X)
α̃2→ ...

� èíäóöèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï. Òîãäà ãðóïïû
H0(X,F) = Ker(α̃0) = F(X), Hn(X,F) = Ker(α̃n)/Im(α̃n−1) íàçûâàþòñÿ n-
òûìè ãðóïïàìè êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êå F . Èõ
ïðÿìàÿ ñóììà H∗(X,F) íàçûâàåòñÿ (ïîëíîé) ãðóïïîé êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X
ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êå F .

Ýòî ïîíÿòèå ïîçâîëÿåò ñîïîñòàâèòü ãðóïïó ïðîèçâîëüíîìó ïó÷êó è èñïîëüçîâàòü
ìåòîäû àëãåáðû äëÿ èçó÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ïðîñòåéøèå ãðóïïû òàêîãî
òèïà (è ìû óâèäèì ýòî äàëåå) ìîæíî îïèñàòü è ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè.
Èìåííî òàê èõ âïåðâûå ïîñòðîèë À. Ïóàíêàðå.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâèå "ïó÷îê" 7→
"êîãîìîëîãèè"ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðèàëüíûì.

Òåîðåìà 3.1. Ìîðôèçì A h→ B ïó÷êîâ íàä X ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçìû ãðóïï
êîãîìîëîãèé hn : Hn(X,A)→ Hn(X,B) òàêèå, ÷òî:

1) h0 = hX : A(X)→ B(X) � ãîìîìîðôèçì ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé;
2) åñëè h � òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì, òî hn � òîæäåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì

äëÿ ëþáîãî n;
3) åñëè A h→ B l→ C � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîðôèçìîâ ïó÷êîâ, òî (lh)n = lnhn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàêðûòèÿ f : Y → X è g : Z → X, ïó÷êè
íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé êîòîðûõ èçîìîðôíû ïó÷êàì A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî
óïðàæíåíèþ 2.7, ìîðôèçì h ïîðîæäàåò ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì, çàìûêàþùèé
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êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó
Y

h̄−−−→ Zyf
yg

X X

.

Äèàãðàììà ïîðîæäàåò ìîðôèçì h0(s) = hs E(A) → E(B) ïó÷êîâ âñåõ ñå÷åíèé
íàêðûòèé. Ýòîò ìîðôèçì çàìûêàåò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

0 −−−→ A α−−−→ A0

yh
yh0

0 −−−→ B β−−−→ B0

ãäå α è β � âëîæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé â ïðîèçâîëüíûå. Òàêèì îáðàçîì,
h0(Imα) ⊂ Imβ.

Ðàññìîòðèì íàêðûòèÿ f 0 : Y 0 → X è g0 : Z0 → X, îòâå÷àþùèå ïó÷êàì A0/Im(α),
è B0/Im(β). Ìîðôèçì h0 : A0 → B0 ïîðîæäàåò ìîðôèçì h0 : A0/Im(α)→ B0/Im(β),
êîòîðûé ïîðîæäàåò ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì h̃0, çàìûêàþùèé êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó

Y 0 h̃0−−−→ Z0

yf0

yg0

X X

.

Ýòà äèàãðàììà ïîðîæäàåò ìîðôèçì h1 : A1 = E(A0/Im(α)) → B1 = E(B0/Im(β)),
çàìûêàþùèé êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

0 −−−→ A α−−−→ A0 α0−−−→ A1

yh
yh0

yh1

0 −−−→ B β−−−→ B0 β0−−−→ B1

.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ìîðôèçìîâ ïó÷êîâ

0 −−−→ A α−−−→ A0 α0−−−→ A1 α1−−−→ . . .An αn−−−→yh
yh0

yh1

yhn
0 −−−→ B β−−−→ B0 β0−−−→ B1 β1−−−→ . . .Bn βn−−−→

.

Îíà ïîðîæäàåò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïï

0 −−−→ A(X)
α̃−−−→ A0(X)

α̃0−−−→ A1(X)
α̃1−−−→ . . .An(X)

α̃n−−−→yh̃
yh̃0

yh̃1

yh̃n

0 −−−→ B(X)
β̃−−−→ B0(X)

β̃0−−−→ B1(X)
β̃1−−−→ . . .Bn(X)

β̃n−−−→

.

Åñëè a ∈ Ker(α̃n) è b = h̃n(a), òî β̃n(b) = β̃n(h̃n(a)) = h̃n+1(α̃n(a)) = 0. Òàêèì
îáðàçîì, h̃n(Ker(α̃n)) ⊂ Ker(β̃n). Êðîìå òîãî, åñëè a ∈ Im(α̃n−1) è b = h̃n(a), òî
a = α̃n−1(â) è b = (β̃n−1(h̃n−1â)) ∈ Im(β̃n−1). Òàêèì îáðàçîì, h̃n(Im(α̃n−1)) ⊂ Im(β̃n−1).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì h̃n ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì
hn : Hn(X,A) → Hn(X,B). Åãî ñâîéñòâà 1) è 2) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç
îïðåäåëåíèé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 3) ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó
ðåçîëüâåíò

0 −−−→ A α−−−→ A0 α0−−−→ A1 α1−−−→ . . .An αn−−−→yh
yh0

yh1

yhn

0 −−−→ B β−−−→ B0 β0−−−→ B1 β1−−−→ . . .Bn βn−−−→yl
yl0

yl1
yln

0 −−−→ C γ−−−→ C0 γ0−−−→ C1 γ1−−−→ . . . Cn γn−−−→

,

ïîðîæäàþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ãðóïï

0 −−−→ A(X)
α̃−−−→ A0(X)

α̃0−−−→ A1(X)
α̃1−−−→ . . .An(X)

α̃n−−−→yh̃
yh̃0

yh̃1

yh̃n

0 −−−→ B(X)
β̃−−−→ B0(X)

β̃0−−−→ B1(X)
β̃1−−−→ . . .Bn(X)

β̃n−−−→yl̃
yl̃0

yl̃1
yl̃n

0 −−−→ C(X)
γ̃−−−→ C0(X)

γ̃0−−−→ C1(X)
γ̃1−−−→ . . . Cn(X)

γ̃n−−−→

.

Èç íàøèõ îïðåäåëåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ìîðôèçì ïó÷êîâ lnhn ïîðîæäàåò
ïðîèçâåäåíèå ãîìîìîðôèçìîâ l̃nh̃n. Òàêèì îáðàçîì, (l̃h)n = l̃nh̃n îòêóäà (lh)n = lnhn

�

4. Òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
4.1. Ìÿãêèå ïó÷êè. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà X íîðìàëüíû è ïàðîêîìïàêòííû.Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X
íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè. Äëÿ
ëþáûõ íå ïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ S, T ⊂ X ñóùåñòâóþò
ñîäåðæàùèå èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà X ⊃ U ⊃ S, X ⊃ V ⊃ T .

Ïàðîêîìïàêòîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî X, â ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå
êîòîðîãî ìîæíî âïèñàòü êîíñåðâàòèâíîå çàìêíóòîå ïîêðûòèå. Îáúÿñíèì ýòè
òåðìèíû. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîêðûòèå X =

⋃
γ∈G Sγ âïèñàíî â ïîêðûòèå X =

⋃
α∈A Uα,

åñëè äëÿ ëþáîãî Uα ñóùåñòâóåò Sγ òàêîå, ÷òî Wγ ⊂ Uα. Ïîêðûòèå çàìêíóòûìè
ìíîæåñòâàìè X =

⋃
γ∈G Sγ íàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ Γ ⊂ G ìíîæåñòâî
⋃
γ∈Γ Sγ � çàìêíóòî.

Âñå ìåòðèçóåìûå ïðîñòðàíñòâà è, â ÷àñòíîñòè, òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ïàðaêîìïàêòîìè. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà
X ïîðîæäàåò ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà ëþáîì çàìêíóòîì
ïîäìíîæåñòâå S ⊂ X. Îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà S � ýòî ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ X ñ S. Âñÿêîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïàðaêîìïàêòà � ïàðaêîìïàêò.

Îòîæäåñòâèì ïðîèçâîëüíûé ïó÷îê F íàä íàä òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
X ñ ïó÷êîì íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé ïîðîæäåííîãî èì íàêðûòèÿ π : F̃ → X
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(òåîðåìà 2.1). Îïðåäåëèì äëÿ çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊂ X ìíîæåñòâî F(S) êàê
ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé π íàä S. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèÿ
îãðàíè÷åíèÿ F(X)→ F(S).

Ïó÷îê F íàä òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì X íàçûâàåòñÿ ìÿãêèì, åñëè
îòîáðàæåíèå F(X) → F(S) ñþðúåêòèâíî, äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà
S ⊂ X, òî åñòü ëþáîå ñå÷åíèå íàä S ïðîäîëæàåòñÿ äî ñå÷åíèÿ íàä X.

Óïðàæíåíèå 4.1. Äîêàçàòü, ÷òî
1. Ïó÷îê E(F) ïðîèçâîëüíûõ ñå÷åíèé íàêðûòèÿ � ìÿãêèé.
2. Ïó÷îê ãëàäêèõ ôóíêöèé íà Rn � ìÿãêèé.
3. Ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà C � íå ìÿãêèé.
4. Ïîñòîÿííûé ïó÷îê (ò.å. ïó÷îê ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé) � íå ìÿãêèé.

Êàê è ðàíüøå, ãîâîðÿ î ïó÷êàõ ìû áóäåì èìåòü â âèäó ïó÷êè íàä ôèêñèðîâàííûì
ïðîñòðàíñòâîì X.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü A � ìÿãêèé ïó÷îê è 0 → A g→ B h→ C → 0
� òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï
0→ A(X)

g→ B(X)
h→ C(X)→ 0 òîæå òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷íîñòü â ÷ëåíàõ A(X) è B(X) ñðàçó ñëåäóåò èç òî÷íîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ â ÷ëåíàõ A,B è àêñèîì 1), 2) ïó÷êà. Äîêàæåì òî÷íîñòü â
÷ëåíå C(X). Ïóñòü c ∈ C(X). Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
x ∈ U è ñå÷åíèå b ∈ B(U) òàêèå, ÷òî h(b) = c|U . Ïîêðîåì ïðîñòðàíñòâî X
ïàðàìè (Uj, bj) òàêîãî òèïà. Ðàññìîòðèì êîíñåðâàòèâíîå ïîêðûòèå {Si}, âïèñàííîå â
ïîêðûòèå {Uj}. Îíî ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî ïàð (Si, si), ãäå si ∈ B(Si) è h(si) = c|Si .
Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî S âñåõ ïàð (S, s), ãäå S � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç
{Si} è h(s) = c|S. Ââåäåì íà S ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, ñ÷èòàÿ, ÷òî (S, s) � (S ′, s′),
åñëè S ⊂ S ′ è s′|S = s. Ëþáàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ öåïî÷êà òàêèõ ïàð èìååò âåðõíþþ
ãðàíèöó � îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ öåïî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå
Öîðíà, ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïàðà (S̄, s̄) ∈ S. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî S̄ = X.

Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà (S0, s0) ∈ S òàêàÿ, ÷òî S0 * S̄, S0∩S̄ 6= ∅ è
h(s̄−s0) = 0 íà S0

⋂
S̄. Îãðàíè÷èì ïó÷êè íà ïðîñòðàíñòâî S0

⋂
S̄. Èç óæå äîêàçàííîé

òî÷íîñòè â ÷ëåíå B(S0

⋂
S̄) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå a ∈ A(S0

⋂
S̄) òàêîå, ÷òî

g(a) = s̄ − s0. Èñïîëüçóÿ ìÿãêîñòü ïó÷êà A, ïðîäîëæèì ñå÷åíèå a äî a0 ∈ A(S0).
Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå s̃ ∈ B(S0

⋃
S̄), òàêîå, ÷òî s̃|S̄ = s̄ è s̃|S0 = s0 + g(a0). Òîãäà

(S0

⋃
S̄, s̃) ∈ S, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè (S̄, s̄). �

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü A, B � ìÿãêèå ïó÷êè è 0 → A g→ B h→ C → 0 � òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ. Òîãäà ïó÷îê C � ìÿãêèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S ⊂ X � ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è c ∈ C(S).
Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå b ∈ B(S) òàêîå, ÷òî h(b) = c.
Èñïîëüçóÿ ìÿãêîñòü ïó÷êà B, ïðîäîëæèì ñå÷åíèå b äî ñå÷åíèÿ b̃ ∈ B(X) è ïîëîæèì
c̃ = h(b̃). Òîãäà c̃|S = c. �

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü 0 → F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ... � òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ìÿãêèõ ïó÷êîâ íà X. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãðóïï 0→ F(X)

α̃→ F0(X)
α̃0→ F1(X)

α̃1→ F2(X)
α̃2→ ... òîæå òî÷íà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì K0 = F0 è Kn = Ker(αn) ïðè n > 0. Ðàññìîòðèì òî÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ 0 → Kn → Fn → Kn+1 → 0. Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ
è òåîðåìó 4.2, íàõîäèì, ÷òî ïó÷êè Kn ìÿãêèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå
4.1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï 0 → Kn(X) → Fn(X) → Kn+1(X) → 0 òî÷íà.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï 0 → F(X)

α̃→ F0(X)
α̃0→ F1(X)

α̃1→ F2(X)
α̃2→ ... ÿâëÿåòñÿ

ñêëåéêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0→ Kn(X)→ Fn(X)→ Kn+1(X)→ 0. �

Ñëåäñòâèå 4.1. Åñëè F � ìÿãêèé ïó÷îê, òî Hn(X,F) = 0 ïðè n > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàíîíè÷åñêàÿ ðåçîëüâåíòà ïó÷êà F ñîñòîèò èç ìÿãêèõ ïó÷êîâ. �

4.2. Äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 4.4. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ 0 → A h→ B l→ C → 0
ïîðîæäàåò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï êîãîìîëîãèé
0 → H0(X,A)

h0→ H0(X,B)
l0→ H0(X, C) δ0→ H1(X,A)

h1→ H1(X,B)
l1→ H1(X, C) δ1→

H2(X,A)..., íàçûâàåìóþ äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, êàíîíè÷åñêèå ðåçîëüâåíòû ïó÷êîâ
ïîðîæäàþò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ãðóïï

0 0 0 0y
y

y
y

0 −−−→ A(X)
α̃−−−→ A0(X)

α̃0−−−→ A1(X)
α̃1−−−→ . . .An(X)

α̃n−−−→yh̃
yh̃0

yh̃1

yh̃n

0 −−−→ B(X)
β̃−−−→ B0(X)

β̃0−−−→ B1(X)
β̃1−−−→ . . .Bn(X)

β̃n−−−→yl̃
yl̃0

yl̃1
yl̃n

0 −−−→ C(X)
γ̃−−−→ C0(X)

γ̃0−−−→ C1(X)
γ̃1−−−→ . . . Cn(X)

γ̃n−−−→y
y

y
y

0 0 0 0

è îòîáðàæåíèÿ hn, ln. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå δn.
Ââèäó òåîðåìû 4.1 âñå ñòîëáöû, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, òî÷íû. Ðàññìîòðèì

c ∈ Ker(γ̃n). Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ Bn(X) òàêîé, ÷òî
l̃n(b) = c. Ïîëîæèì b′ = β̃nb. Òîãäà l̃n+1b

′ = l̃n+1(β̃nb) = γ̃n(l̃nb) = γ̃n(c) = 0. Ââèäó
òî÷íîñòè ñòîëáöà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ An+1(X) òàêîé, ÷òî h̃n+1(a) = b′. Áîëåå
òîãî, h̃n+2(α̃n+1a) = β̃n+1(h̃n+1a) = β̃n+1b

′ = β̃n+1β̃nb = 0. Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α̃n+1a = 0, òî åñòü a ∈ Ker(α̃n+1).

Ïóñòü òåïåðü b̄ ∈ Bn(X) äðóãîé ýëåìåíò ñî ñâîéñòâîì l̃n(b̄) = c. Òîãäà
l̃n(b − b̄) = 0 è ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà, (b − b̄) = h̃(ã), ãäå ã ∈ An(X).
Ïîýòîìó, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè, ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùóþ êîíñòðóêöèþ ê ýëåìåíòó
b̄ ìû ïîëó÷èì ýëåìåíò a + α̃n(ã). Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò a îïðåäåëåí ñ
òî÷íîñòüþ äî Im(α̃n). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâèå 7→ a ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå
δ̃n : Ker(γ̃n)→ Hn+1(X,A).
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Ïóñòü òåïåðü c ∈ Im(γ̃n−1), òî åñòü c = γ̃n−1c
′′ äëÿ íåêîòîðîãî c′′ ∈ Cn−1(X).

Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b′′ ∈ Bn−1(X) òàêîé, ÷òî l̃n−1(b′′) = c′′.
Ïîëîæèì b = β̃n−1b

′′. Ââèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû l̃nb = c. Èñïîëüçóÿ ýòîò b â
îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè, íàõîäèì, ÷òî δ̃nc = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, δ̃n ïîðîæäàåò
ãîìîìîðôèçì δn : Hn(X, C)→ Hn+1(X,A).

Äîêàæåì òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé. Åñëè h̃na ∈ Ker(βn), òî
h̃n+1αna = β̃nh̃na = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ Ker(αn). Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ÷ëåíå Hn(X,B) ñëåäóåò èç òî÷íîñòè ñòîëáöîâ äèàãðàììû
ñå÷åíèé ïó÷êîâ. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ÷ëåíå
Hn(X, C). Äîêàæåì òî÷íîñòü â ÷ëåíå Hn(X,A). Ïóñòü a ∈ Ker(h̃n+1). Òîãäà
h̃n+1a ∈ Im(βn), òî åñòü h̃n+1a = βnb äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ Bn(X). Ïî îïðåäåëåíèþ
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a = δnc, ãäå c = l̃n(b). �

Ó÷àñòâóþùèå â äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðû δi íàçûâàþòñÿ
ñâÿçûâàþùèìè
Óïðàæíåíèå 4.2. Äîêàçàòü, ÷òî ìîðôèçì (ò.å. êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà)
òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïó÷êîâ

0 −−−→ A −−−→ B −−−→ C −−−→ 0y
y

y
0 −−−→ A′ −−−→ B′ −−−→ C ′ −−−→ 0

ïîðîæäàåò ìîðôèçì (ò.å. êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó) äëèííûõ òî÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
0 −−−→ H0(X,A) −−−→ H0(X,B) −−−→ H0(X, C) −−−→ H1(X,A) −−−→ H1(X,B)...y

y
y

y
y

0 −−−→ H0(X,A′) −−−→ H0(X,B′) −−−→ H0(X, C ′) −−−→ H1(X,A′) −−−→ H1(X,B′)...

5. Àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîãîìîëîãèé.
5.1. Àöèêëè÷íûå ðåçîëüâåíòû. ÐåçîëüâåíòàDF = {0→ F δ→ D0 δ0→ D1 δ1→ D2 δ2→ ...}
ïó÷êà F íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷íîé, åñëè Hn(X,Dm) = 0 äëÿ âñåõ n > 0,m ≥ 0.

Ñâÿæåì ñ ðåçîëüâåíòîé DF ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñå÷åíèé
0 → F(X)

δ̃→ D0(X)
δ̃0→ D1(X)

δ̃1→ D2(X)
δ̃2→ .... Ïîëîæèì H0(X,DF) = F(X),

Hn(X,DF) = Ker(δ̃n)/Im(δ̃n−1) äëÿ n > 0.

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåçîëüâåíòû DF = {0→ F δ→ D0 δ0→ D1 δ1→ D2 δ2→ ...}
ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå ãîìîìîðôèçìû γn : Hn(X,DF) → Hn(X,F). Ýòè
ãîìîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè, åñëè DF � àöèêëè÷íàÿ ðåçîëüâåíòà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì K0 = F è Kn = Ker(δn) ïðè n > 0.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 → Kn−1 → Dn−1 δn−1→ Kn → 0
òî÷íà. Ðàññìîòðèì åå äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
0→ H0(X,Kn−1)→ H0(X,Dn−1)

δ̃n−1→ H0(X,Kn)
γ̃n1→ H1(X,Kn−1)→ H1(X,Dn−1)....

Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, Hn(X,DF) = Ker(δ̃n)/Im(δ̃n−1) =

Kn(X)/Im(δ̃n−1) = H0(X,Kn)/Im(δ̃n−1). Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì γ̃n1 ïîðîæäàåò
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ìîíîìîðôèçì γn1 : Hn(X,DF) → H1(X,Kn−1), ÿâëÿþùèéñÿ èçîìîðôèçìîì ïðè
H1(X,Dn−1) = 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îòâå÷àþùóþ òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ 0 → Kn−r → Dn−r δn−r→ Kn−r+1 → 0. Îíà èìååò
ó÷àñòîê ... → Hr−1(X,Dn−r) δ̃n−r→ Hr−1(X,Kn−r+1)

γ̃nr→ Hr(X,Kn−r) → Hr(X,Dn−r)....
Îí äàåò ãîìîìîðôèçì γnr : Hr−1(X,Kn−r+1) → Hr(X,Kn−r), ÿâëÿþùèéñÿ
èçîìîðôèçìîì ïðè Hr−1(X,Dn−r) = Hr(X,Dn−r) = 0.

Òàêèì îáðàçîì ïðîèçâåäåíèå γn = γnnγ
n
n−1γ

n
n−2...γ

n
1 : Hn(X,DF)→ H1(X,Kn−1)→

H2(X,Kn−2) ... → Hn(X,K0) = Hn(X,F) ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè Hn(X,Dm) = 0 äëÿ âñåõ n > 0,m ≥ 0. �

Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ìíîãèå âàæíûå ïó÷êè èìåþò åñòåñòâåííûå àöèêëè÷íûå
ðåçîëüâåíòû. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ òåîðåìà 5.1 äàåò ýôôåêòèâíóþ âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü
êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êàõ.
Óïðàæíåíèå 5.1. Ìîðôèçì ðåçîëüâåíò

AA : 0 −−−→ A −−−→ A0 −−−→ A1 −−−→ ...yf
yf0

yf1

BB : 0 −−−→ B −−−→ B0 −−−→ B1 −−−→ ...

ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçìû ãðóïï f̃n : Hn(X,AA)→ Hn(X,BB). Ýòè ãîìîìîðôèçìû
ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè, åñëè f � èçîìîðôèçì ïó÷êîâ è îáå ðåçîëüâåíòû
àöèêëè÷íû.
5.2. Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1 èñïîëüçóåò ëèøü
äîêàçàííûå íàìè îáùèå ñâîéñòâà ãðóïï êîãîìîëîãèé è íå èñïîëüçóåò êîíñòðóêöèþ,
ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìû èõ îïðåäåëÿëè. Ýòî ïîçâîëÿåò îïèñàòü êîãîìîëîãèè êàê
àêñèîìàòè÷åñêóþ òåîðèþ.
Óïðàæíåíèå 5.2. Äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü F 7→ H̃∗(X,F) � ïðîèçâîëüíîå ñîîòâåòñòâèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ïó÷êó
àáåëåâûõ ãðóïï F íàä òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì X ñåìåéñòâî àáåëåâûõ
ãðóïï H̃∗(X,F) = {H̃n(X,F)|n ≥ 0} òàêèì îáðàçîì, ÷òî H̃0(X,F) = F(X) è
âûïîëíÿþòñÿ 4 àêñèîìû:

I.Íîðìèðîâêà (ñðàâíèòå ñî ñëåäñòâèåì 4.1): Åñëè F � ïó÷îê F ïðîèçâîëüíûõ
ñå÷åíèé íàêðûòèÿ, òî H̃n(X,F) = 0 ïðè n > 0 .

II. Ôóíêòîðèàëüíîñòü ñîîòâåòñòâèÿ (ñðàâíèòå ñ òåîðåìîé 3.1): Ìîðôèçì
A h→ B ïó÷êîâ íàä X ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçìû ãðóïï êîãîìîëîãèé
hn : H̃n(X,A)→ H̃n(X,B) òàêèå, ÷òî:

1) h0 = hX : A(X)→ B(X) � ãîìîìîðôèçì ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé;
2) åñëè h � òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì, òî hn � òîæäåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì

äëÿ ëþáîãî n;
3) åñëè A h→ B l→ C � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîðôèçìîâ ïó÷êîâ, òî (lh)n = lnhn.

III. Äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñðàâíèòå ñ òåîðåìîé
4.4): Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ 0 → A h→ B l→ C → 0
ïîðîæäàåò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï êîãîìîëîãèé
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0 → H̃0(X,A)
h0→ H̃0(X,B)

l0→ H̃0(X, C) δ0→ H̃1(X,A)
h1→ H̃1(X,B)

l1→ H̃1(X, C) δ1→
H̃2(X,A)..., íàçûâàåìóþ äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

IV. Ôóíêòîðèàëüíîñòü äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñðàâíèòå
ñ óïðàæíåíèåì 4.2): Ìîðôèçì (ò.å. êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà) òî÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïó÷êîâ

0 −−−→ A −−−→ B −−−→ C −−−→ 0y
y

y
0 −−−→ A′ −−−→ B′ −−−→ C ′ −−−→ 0

ïîðîæäàåò ìîðôèçì (ò.å. êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó) äëèííûõ òî÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
0 −−−→ H̃0(X,A) −−−→ H̃0(X,B) −−−→ H̃0(X, C) −−−→ H̃1(X,A) −−−→ H̃1(X,B)...y

y
y

y
y

0 −−−→ H̃0(X,A′) −−−→ H̃0(X,B′) −−−→ H̃0(X, C ′) −−−→ H̃1(X,A′) −−−→ H̃1(X,B′)...
.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêòîðèàëüíûå îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìîâ ïó÷êîâ
èçîìîðôèçìû ìåæäó ãðóïïàìè H̃n(X,F) è Hn(X,F).

Ïðîñòîòà àêñèîìàòèêè íàâîäèò íà ìûñëü î ñóùåñòâîâàíèè äðóãèõ êîíñòðóêöèé,
ïðèâîäÿùèõ ê êîãîìîëîãèÿì. Âàæíûå ïðèìåðû òàêèõ êîíñòðóêöèé: êîãîìîëîãèè
×åõà è êîãîìîëîãèè äå Ðàìà (äëÿ ïîñòîÿííûõ ïó÷êîâ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ)
ïðèâîäÿòñÿ íèæå.

6. Êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â R è òåîðåìà äå Ðàìà.
6.1. Ïó÷êè ìîäóëåé. Êðîìå ïó÷êîâ ãðóïï ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïó÷êè êîëåö è
ïó÷êè ìîäóëåé íàä ïó÷êàìè êîëåö. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàäåëèòü ïó÷îê M ñòðóêòóðîé
ïó÷êà ìîäóëåé íàä ïó÷êîì êîëåö R, íàäî íàäåëèòü ñòðóêòóðîé ìîäóëÿ íàä R(U)
ìíîæåñòâà ñå÷åíèéM(U) è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýòè ñòðóêòóðû áûëè ñîãëàñîâàíû ñ
îãðàíè÷åíèÿìè ñå÷åíèé ïó÷êîâ.

Óïðàæíåíèå 6.1. Äàòü ïîëíîå îïðåäåëåíèå ïó÷êà ìîäóëåé íàä ïó÷êîì êîëåö.

Ïðèìåð 6.1. 1. Ïó÷êè ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé íà X ñî çíà÷åíèÿìè â êîëüöå K
(íàïðèìåð, â êîëüöå âåùåñòâåííûõ R èëè êîìïëåêñíûõ C ÷èñåë) ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì
êîëåö.

2. Ïîäïó÷îê C íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è ïîäïó÷îê ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé
ñî çíà÷åíèÿìè â êîëüöå K. Ïîñëåäíèé ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì êîëåö è áóäåò
îáîçíà÷àòüñÿ òîé æå áóêâîé K.

3. Ïó÷îê E ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì êîëåö.
Ïó÷êè ãëàäêèõ òåíçîðíûõ ïîëåé ôèêñèðîâàííîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ ïó÷êàìè ìîäóëåé
íàä E. Âàæíûì äëÿ íàñ ïðèìåðîì áóäåò ïó÷îê Ep âåùåñòâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì ñòåïåíè p.

Òåîðåìà 6.1. Ïó÷îê ìîäóëåé íàä ìÿãêèì ïó÷êîì êîëåö R ñ åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ
ìÿãêèì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M�ïó÷îê ìîäóëåé íàä R. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå
ñå÷åíèå s ∈ M(S) íàä çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì S ⊂ X. Îíî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì
íåêîòîðîãî ñå÷åíèÿ s̃ ∈M(U) íàä íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ U ⊃ S. Â âèäó ìÿãêîñòè,
ïó÷îê R èìååò ñå÷åíèå r ∈ R(X), ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèå 1 íà S è çíà÷åíèå 0 íà
X \ U . Ñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëåíî ñå÷åíèå rs̃ ∈M(X), ñîâïàäàþùåå ñ s íà S. �
Ñëåäñòâèå 6.1. Ïó÷êè ìîäóëåé íàä êîëüöàìè íåïðåðûâíûõ è ãëàäêèõ ôóíêöèé
ìÿãêèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1, íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïó÷êè
íåïðåðûâíûõ è ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè ìÿãêèå. Ýòî ñëåäóåò èç
êëàññè÷åñêîé òåîðåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà A ⊂ Rn è êîìïàêòà B ⊂ Rn ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ϕ : Rn → R
òàêàÿ, ÷òî ϕ(A) = 1 è ϕ(B) = 0. �

6.2. Ñèíãóëÿðíûå êîãîìîëîãèè. ×åðåç Hn(X,R) ìû îáîçíà÷àåì êîãîìîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà X ñî çíà÷åíèÿìè â ïîñòîÿííîì ïó÷êå êîëåö. Â òîïîëîãèè ïîõîæåå
îáîçíà÷åíèå Hn

sin(X,R) èìåþò ñèíãóëÿðíûå êîãîìîëîãèè. Íàïîìíèì èõ îïðåäåëåíèå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆p p-ìåðíûé ñèìïëåêñ ñ óïîðÿäî÷åííûìè âåðøèíàìè.

Ñèíãóëÿðíîé öåïüþ ñòåïåíè p íà X íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ôîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàì íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé∑

i ri{(fi : ∆p → U)}. Îíè îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Lp(U) íàä R.
Ñèíãóëÿðíîé êîöåïüþ ñòåïåíè p íà X íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûé ëèíåéíûé

ôóíêöèîíàë íà Lp(U). Ñòàíäàðòíàÿ â òîïîëîãèè îïåðàöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ
ñèìïëåêñó ∆p = {1, 2, ..., p} ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñèìïëåêñîâ

∑
i(−1)i{1, 2, ..., î, ...p}

(ãäåˆîçíà÷àåò ïðîïóñê âåðøèíû), çàäàåò îïåðàòîð δ̃p−1 : Lp−1(U)→ Lp(U).
Óïðàæíåíèå 6.2. Äîêàçàòü, ÷òî δ̃p+1δ̃p = 0.

Ñîîòâåòñòâèÿ U 7→ Lp(U), âìåñòå ñ åñòåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè îãðàíè÷åíèé,
ïîðîæäàþò ïðåäïó÷îê Lp íà X. Ïðîäîëæèì îïåðàòîð δ̃ íà ïó÷îê Lp ïîðîæäåííûé
ïðåäïó÷êîì Lp. Ôàêòîð-ãðóïïà Hp

sin(X,R) = Ker(δ̃p)/Im(δ̃p−1) íàçûâàåòñÿ p-òîé
ãðóïïîé ñèíãóëÿðíûõ êîãîìîëîãèé. Íå òðóäíî äîêàçàòü, ÷òî Hp

sin(Rn,R) = δp,0.
Òåîðåìà 6.2. Hp

sin(X,R) = Hp(X,R).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïó÷îê L0 èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó êîëüöà, èçîìîðôíîãî
êîëüöó E ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé íà X. Ïó÷êè Lp ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè
íàä êîëüöîì L0, îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ^, äåéñòâóþùèì êàê óìíîæåíèå íà
÷èñëî ïîñëå èçîìîðôèçìà ñ E . Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1 îòñþäà ñëåäóåò âñå ïó÷êè Lp
ìÿãêèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ 0 → R δ→ L0 δ0→ L1 δ1→ L2 δ2→ ... òî÷íà â âèäó
Hp
sin(Rn,R) = δp,0, òî åñòü îáðàçóåò ðåçîëüâåíòó ìÿãêèõ ïó÷êîâ. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ

4.1 è òåîðåìå 5.1 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Hp(X,R) = Ker(δ̃p)/Im(δ̃p−1) = Hp
sin(X,R). �

6.3. Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà. Ïîêàæåì, ÷òî êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â
ïîñòîÿííîì ïó÷êå R íàä ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì X ñîâïàäàþò íå òîëüêî ñ
ñèíãóëÿðíûìè êîãîìîëîãèÿìè íî è ñ êîãîìîëîãèÿìè äå Ðàìà. Íàïîìíèì èõ
îïðåäåëåíèå.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Ep = Ep(X) âåùåñòâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d̃p : Ep → Ep+1 îïåðàòîð
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äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Òîãäà d̃p+1d̃p = 0. Ôàêòîð-ãðóïïà
Hp
Dr(X,R) = Ker(d̃p)/Im(d̃n−1) íàçûâàåòñÿ p-òîé ãðóïïîé êîãîìîëîãèÿìè äå Ðàìà.

Òåîðåìà 6.3. Hp
Dr(X,R) = Hp(X,R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðîæäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïó÷êîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì 0 → R d→ E0 d0→ E1 d1→ E2 d2→ .... Ñîãëàñíî
ëåììå Ïóàíêàðå, óñëîâèå d(f) = 0 ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ f = d(g). Òàêèì
îáðàçîì, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ òî÷íà è ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé. Îíà ìÿãêàÿ
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.1. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.1 è òåîðåìå 5.1 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Hp(X,R) = Ker(δ̃p)/Im(δ̃p−1) = Hp

Dr(X,R). �

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè
Òåîðåìà 6.4. (äå Ðàì) Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà èçîìîðôíû ñèíãóëÿðíûì
êîãîìîëîãèÿì.
Óïðàæíåíèå 6.3. Èñïîëüçóÿ óïðàæíåíèå 5.1, äîêàçàòü, ÷òî èçîìîðôèçì, î
êîòîðîì èäåò ðå÷ü â òåîðåìå, ïîðîæäàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì ïî ñèíãóëÿðíûì öåïÿì.

7. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ.
7.1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé
π : E → X íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì âåêòîðíûì
ðàññëîåíèåì ðàíãà r, åñëè

1) ñëîé Ep = π−1(p) êàæäîé òî÷êè p ∈ X íàäåëåí ñòðóêòóðîé âåùåñòâåííîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè r;

2) ó êàæäîé òî÷êè p ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ⊂ X è ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
h : π−1(U)→ U×Rr, íàçûâàåìîå ëîêàëüíîé òðèâèàëèçàöèåé, òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèå
h|Ex : Ex → x×Cr ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîìïëåêñíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ
ëþáîãî x ∈ U .

Ìíîãîîáðàçèÿ E è X íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâîì è áàçîé
ðàññëîåíèÿ. Äàëåå ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòü îïóñêàòü ñëîâà "âåùåñòâåííîå ëîêàëüíî
òðèâèàëüíîå".

Ïàðà òðèâèàëèçàöèé hα : π−1(Uα)→ Uα × Rr è hβ : π−1(Uβ)→ Uβ × Rr ïîðîæäàåò
îòîáðàæåíèå hαh

−1
β : (Uα

⋂
Uβ) × Rr → (Uα

⋂
Uβ) × Rr, ýêâèâàëåíòíîå ãëàäêîìó

îòîáðàæåíèþ gαβ : (Uα
⋂
Uβ)→ GL(r,R), íàçûâàåìîìó ôóíêöèåé ïåðåõîäà.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü U = {Uα|α ∈ Υ} � ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
X îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Òîãäà ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé
G = {gαβ : (Uα

⋂
Uβ) → GL(r,R)|α, β ∈ Υ}, ãäå gαα = 1, ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì

ôóíêöèåé ïåðåõîäà íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π : E → X, åñëè è òîëüêî
åñëè gαβgβγgγα = 1 íà Uα

⋂
Uβ
⋂
Uγ äëÿ ëþáûõ α, β, γ ∈ Υ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî gαβgβγgγα = 1 äëÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèé ïåðåõîäà
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ î÷åâèäíî. Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì
ñåìåéñòâî ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé G òàêîå, ÷òî gαβgβγgγα = 1 íà Uα

⋂
Uβ
⋂
Uγ äëÿ

ëþáûõ α, β, γ ∈ Υ. Ðàññìîòðèì Ẽ =
⋃
α∈Υ Eα, ãäå Eα = Uα × Rr. Òî÷êè
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(p, v) ∈ Eα = Uα × Rr è (p, w) ∈ Eβ = Uβ × Rr áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
v = gαβw. Ôàêòîðèçàöèÿ ìíîæåñòâà Ẽ ïî ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäàåò íóæíîå
íàì ðàññëîåíèå ñ ëîêàëüíûìè òðèâèàëèçàöèÿìè hα(p, v) = (p, v). �

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàäàâàòü âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä X, óêàçûâàÿ
ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ X è ñåìåéñòâî ôóíêöèé ïåðåõîäà, óäîâëåòâîðÿþùåå ëåììå
7.1.
Ïðèìåð 7.1. 1) Òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå π : X × Rr → X.

2) Óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå íàä ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì. Âåùåñòâåííîå
ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP n � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ îäíîìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn+1 = {(x0, ..., xn)}. Óíèâåðñàëüíûì
ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå π : Rn+1 → RP n, ñîïîñòàâëÿþùåå âåêòîðó
v ∈ Rn+1 ïîðîæäåííîå èì ïîäïðîñòðàíñòâî [v] = {λv|λ ∈ R}.

Ìíîæåñòâî RP n ïîêðûâàåòñÿ ìíîæåñòâàìè Ui = {[(x0, ..., xn)]|xi 6= 0}. Ýòè
ìíîæåñòâà, âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè fi([(x

0, ..., xn)]) = (x
0

xi
, ..., x

i−1

xi
, x

i+1

xi
, ..., x

n

xi
) ∈ Rn

îáðàçóþò ãëàäêèé àòëàñ (Ui, fi), íà RP n. Ñîîòâåòñòâèå (x0, ..., xn) 7→ ([v], xi)
ïîðîæäàåò ïîðîæäàåò ëîêàëüíóþ òðèâèàëèçàöèþ hi : π−1(Ui) → Ui × R. Ôóíêöèè
ïåðåõîäà ìåæäó òðèâèàëèçàöèÿìè hi è hj ðàâíû gij = xi

xj
.

3) Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå π : TX → X íàä ïðîèçâîëüíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì
X. Ðàññìîòðèì àòëàñ ëîêàëüíûõ êàðò {(fα : Uα → Rr)|α ∈ Υ} ìíîãîîáðàçèÿ
X. Ãîìåîìîðôèçì fα ïîçâîëÿåò çàäàòü âåêòîðà { ∂

∂xi
|i = 1, . . . , r} â êàæäîé òî÷êå

x ∈ Uα. Ïîðîæäåííûå èìè âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò ìíîæåñòâî Uα×Rr.
Èõ îáúåäèíåíèå, âìåñòå ñ îòîæäåñòâëåíèåì êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, îáðàçóåò
ëîêàëüíóþ òðèâèàëèçàöèþ ðàññëîåíèÿ, íàçûâàåìîãî êàñàòåëüíûì.
Óïðàæíåíèå 7.1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ïåðåõîäà ìåæäó òðèâèëèçàöèÿìè fα
è fβ ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ßêîáè îòîáðàæåíèÿ fβf−1

α : fα(Uα
⋂
Uβ)→ fβ(Uα

⋂
Uβ).

Ìîðôèçìîì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π : E → X â âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π̃ : Ẽ → X̃
íàçûâàåòñÿ ïàðà ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ϕX : X → X̃ è ϕE : E → Ẽ òàêèõ, ÷òî
π̃ϕE = ϕXπ è îãðàíè÷åíèå ϕE|p îòîáðàæåíèÿ ϕE íà êàæäûé ñëîé E|p = π−1(p)
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Êàê îáû÷íî, îáðàòèìûé â êëàññå ìîðôèçìîâ ìîðôèçì
ðàññëîåíèé íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ðàññëîåíèé. Ïðè X = X̃ è òîæäåñòâåííîì
îòîáðàæåíèè ϕX èçîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ ðàññëîåíèé

E
ϕE−−−→ Ẽyπ

yπ̃
X

ϕX−−−→ X̃

Óïðàæíåíèå 7.2. Äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâà ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé {gα,β} è {g̃α,β}
çàäàþò ýêâèâàëåíòíûå ðàññëîåíèÿ, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî
ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé lα : Uα → GL(r,R) òàêîå, ÷òî g̃α,β = lαgα,βl

−1
β . Äîêàçàòü,

÷òî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, çàâèñÿùåå â íàøåì îïðåäåëåíèè îò àòëàñà ëîêàëüíûõ
êàðò, ïåðåõîäèò â ýêâèâàëåíòíîå ïðè çàìåíå àòëàñà.
Ëåììà 7.2. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π̃ : Ẽ → X̃ è ëþáîãî ãëàäêîãî
îòîáðàæåíèÿ ϕX : X → X̃ ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π : E → X è
îòîáðàæåíèÿ ϕE : E → Ẽ òàêèå, ÷òî (ϕX , ϕE) � ìîðôèçì ðàññëîåíèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ðàññëîåíèå π : E → X è îòîáðàæåíèå ϕE : E → Ẽ,
ñ÷èòàÿ, ÷òî π−1(p) = π̃−1(ϕX(p)). Îïðåäåëèì ãëàäêóþ ñòðóêòóðó íà E, ñ÷èòàÿ, ÷òî
ϕE � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. �

Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π : E → X, óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèÿì ëåììû 7.2,
íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì ðàññëîåíèÿ π̃ : Ẽ → X̃.
Óïðàæíåíèå 7.3. Äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíûé îáðàç ðàññëîåíèÿ îïðåäåëåí
îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Íà âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä X ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âñå îïåðàöèè ìåæäó
âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ïðÿìàÿ ñóììà π1 ⊕ π2 : E1

⊕
E2 → X ðàññëîåíèé

π1 : E1 → X è π2 : E2 → X îïðåäåëÿåòñÿ, íàïðèìåð, óñëîâèåì
(π1 ⊕ π2)−1(p) = π−1

1 (p) ⊕ π−1
2 (p). Ðàññëîåíèå π∗ : E∗ → X íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì

ê ðàññëîåíèþ π : E → X, åñëè ñëîè Ep è E∗p ñîïðÿæåíû, òî åñòü E∗ = Hom(E,RX),
ãäå RX � òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ðàíãà 1. Ðàññëîåíèå, ñîïðÿæåííîå ê êàñàòåëüíîìó
ðàññëîåíèþ, íàçûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì.
Óïðàæíåíèå 7.4. Äàòü òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ è íàéòè ïåðåõîäíûå ôóíêöèè
ðàññëîåíèé E1

⊕
E2 → X, E1⊗E2 → X, Hom(E1, E2)→ X, SnE → X(ñèììåòðè÷íàÿ

òåíçîðíàÿ ñòåïåíü), ΛnE → X (àíòèñèììåòðè÷íàÿ òåíçîðíàÿ ñòåïåíü), E∗ → X
è äëÿ êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

Ñå÷åíèåì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π : E → X íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
s : X → E òàêîå ÷òî πs � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ìíîæåñòâî ñå÷åíèé íàä
U ⊂ X áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ E(U). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå U 7→ E(U) è
î÷åâèäíûå ôóíêöèè îãðàíè÷åíèÿ ïîðîæäàþò ïó÷îê EE, íàçûâàåìûé ïó÷êîì ñå÷åíèé
âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ π : E → X. Ïó÷êè, ïîëó÷àþùèåñÿ òàêèì ñïîñîáîì èç
âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, è èçîìîðôíûå èì ïó÷êè íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíûìè.
Ïðèìåð 7.2. Ïó÷îê ñå÷åíèé àíòèñèììåòðè÷íîé òåíçîðíîé ñòåïåíè ΛpT ∗X
êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ π : T ∗X → X èçîìîðôåí ïó÷êó Ep äèôôåðåíöèàëüíûõ
p-ôîðì.

Ëîêàëüíî ñâîáîäíûå ïó÷êè ÿâëÿþòñÿ ïó÷êàìè ìîäóëåé íàä ìÿãêèì ïó÷êîì
ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.1 âñå îíè ìÿãêèå.
Óïðàæíåíèå 7.5. Êàê ñâÿçàíû ìîðôèçìû ëîêàëüíî ñâîáîäíûõ ïó÷êîâ è ìîðôèçìû
îòâå÷àþùèõ èì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé?
7.2. Óíèâåðñàëüíûå ðàññëîåíèÿ. Ãðàññìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì KGr,n íàä ïîëåì
K íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ r-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Kn. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü âåùåñòâåííûå (K = R) è êîìïëåêñíûå (K = C)
ãðàññìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ.

Óíèâåðñàëüíûì ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèå πr,n : E → KGr,n ðàíãà r,
ñëîé êîòîðîãî Ep íàä òî÷êîé p ∈ KGr,n ñîâïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Kn,
ïðåäñòàâëÿþùèì p.

Ñòðóêòóðà ãëàäêîãî (ñîîòâåòñòâåííî, êîìïëåêñíîãî) ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
íà KGr,n è E ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Mr,n âñåõ ìàòðèö r × n
ðàíãà r ñ ýëåìåíòàìè èç K. Ñòðî÷êè ìàòðèöû m ∈Mr,n áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Kn. Îíè îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà [m] ∈ Kn. Ãðóïïà
GL(r,K) äåéñòâóåò íà Mr,n óìíîæåíèåì ñëåâà, ïåðåâîäÿ ñòðî÷êè ìàòðèöû Mr,n â èõ
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ëèíåéíûå êîìáèíàöèè è òåì ñàìûì ìåíÿÿ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà [m]. Ýòî ïîçâîëÿåò
îòîæäåñòâèòü ïîäïðîñòðàíñòâî [m] ∈ KGr,n ñ îðáèòîé ìàòðèöû m ïîä äåéñòâèåì
ãðóïïû GL(r,K). Ïîëîæèì πr,n(m) = [m] è E[m] = π−1

r,n([m]).
Ìàòðèöå m ∈ Mr,n è íàáîðó ÷èñåë α = {1 ≤ α1 < α2, ..., < αr ≤ n} îòâå÷àåò

ìàòðèöà mα ∈ GL(r,K), ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ α. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eα ìíîæåñòâî
âñåõ ìàòðèö m ∈Mr,n òàêèõ, ÷òî ìàòðèöà mα íåâûðîæäåíà. Èõ îðáèòû [m] îáðàçóþò
îòêðûòîå ìíîæåñòâî [Eα] ⊂ KGr,n. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
ïîêðûòèåì ìíîãîîáðàçèÿ KGr,n. Ñîïîñòàâèì ìàòðèöå m ∈ Eα ìàòðèöó mᾱ ∈Mr,n−r,
ïîëó÷àþùóþñÿ èç ìàòðèöû m−1

α m âûêèäûâàíèåì ñòîëáöîâ α. Ìàòðèöó mᾱ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð fα([m]) ïðîñòðàíñòâà Kr×(n−r). Ïàðû ([Eα], fα) îáðàçóþò
ãëàäêèé àòëàñ ìíîãîîáðàçèÿ KGr,n.

Äëÿ m ∈ Eα îáîçíà÷èì ÷åðåç lα : E[m] → Kr ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé
ñòðîêè ìàòðèöû mα â ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Kr. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå
m 7→ ([m], lα(m)) ïîðîæäàåò òðèâèàëèçàöèþ π−1

r,n(Eα)→ Eα ×Kr.

Óïðàæíåíèå 7.6. Íàéòè ôóíêöèè ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè òðèâèàëèçàöèÿìè.

Òåðìèí "óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå"îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì ôàêòîì

Òåîðåìà 7.1. Âñÿêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå π : E → X ðàíãà r íàä êîìïàêòíûì
ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì X èçîìîðôíî îáðàòíîìó îáðàçó óíèâåðñàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
πr,N : Mr,N → RGr,N äëÿ íåêîòîðîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ Φ : X → RGr,N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1, ..., lr áàçèñ ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà (Rr)∗
òàêîé, ÷òî li(x

1, ..., xr) = xi. Ïîêðîåì X êîíå÷íîé ñèñòåìîé òðèâèàëèçàöèé
hα : π−1(Uα) → Uα × Rr ðàññëîåíèÿ π : E → X. Ôóíêöèîíàëû l1, ..., lr ïîðîæäàþò
ñå÷åíèÿ lα1 , ..., lαr íà Uα îãðàíè÷åíèÿ ñîïðÿæåííîãî ðàññëîåíèÿ π∗ : E∗ → X. Âïèøåì â
îòêðûòîå ïîêðûòèå {Uα} çàìêíóòîå ïîêðûòèå {Vβ}. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ lβ1 , ..., lβr
ñå÷åíèé lα1 , ..., lαr íà ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ {Vβ}. Èñïîëüçóÿ ìÿãêîñòü ïó÷êà, ïðîäîëæèì
ñå÷åíèÿ lβ1 , ..., lβr äî ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé l̃β1 , ..., l̃βr ðàññëîåíèÿ π∗ : E∗ → X. Ïðîäåëàâ
ýòó ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ {Vβ} íàõîäèì íàáîð ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé
(l̃1, ..., l̃N) =

⋃
α(l̃α1 , ..., l̃

α
r ) ðàññëîåíèÿ π∗ : E∗ → X, èìåþùèé ðàíã r â ëþáîé òî÷êå

p ∈ X.
Ñîïîñòàâèì òåïåðü áàçèñó e1, ..., er â ñëîå Ep = π−1(p) ìàòðèöó Wp = {wij}, ãäå

wij = l̃j(ei). Îáîçíà÷èì ÷åðåç [Wp] ⊂ RN âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå
ñòðîêàìè ýòîé ìàòðèöû. Çàìåíà áàçèñà e1, ..., er ýêâèâàëåíòíà óìíîæåíèþ ìàòðèöû
Wp ñëåâà íà íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó. Ïîýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâî [Wp] ∈ RGr,N

íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
Φ : X → RGr,N , ãäå Φ(p) = [Wp]. Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå áàçèñó e1, ..., er
ñòðîêè ìàòðèöû Wp, ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì ìåæäó ðàññëîåíèåì π : E → X è
îãðàíè÷åíèåì óíèâåðñàëüíîãî ðàññëîåíèÿ πr,N : Mr,N → RGr,N íà ïîäìíîæåñòâî
Φ(X). �

Çàìå÷àíèå 7.1. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ñ íå
îáÿçàòåëüíî êîìïàêòíîé áàçîé ìîæåò áûòü ïîêðûòî êîíå÷íîé ñèñòåìîé
òðèâèàëèçàöèé. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 7.1 âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî, íå
îáÿçàòåëüíî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
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8. Êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ è êîãîìîëîãèè Äîëüáî.
8.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû. Âñå åñòåñòâåííûå íå ïîñòîÿííûå ïó÷êè íà
ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè íàä ìÿãêèì êîëüöîì ãëàäêèõ ôóíêöèé
è, ïî-ýòîìó êîãîìîëîãèè ñî çíà÷åíèÿìè â ýòèõ ïó÷êàõ íóëåâûå. Åñòåñòâåííûå
ïó÷êè íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè íå ìÿãêèå è ïîðîæäåííûå èìè êîãîìîëîãèè
ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì
êîãîìîëîãèè ñî çíà÷åíèÿìè â ãîëîìîðôíûõ ïó÷êàõ ÷åðåç ìÿãêèå ðåçîëüâåíòû
ãëàäêèõ ñå÷åíèé âåùåñòâåííûõ ðàññëîåíèé íàä êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèåì.

Êîíñòðóêöèþ íóæíûõ íàì âåùåñòâåííûõ ðàññëîåíèé ìû íà÷íåì ñ êîíñòðóêöèé
ëèíåéíîé àëãåáðû. Êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ïîðîæäàåò âåùåñòâåííîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî VR, ãäå dimR VR = 2 dimC V . Óìíîæåíèå íà i â ïðîñòðàíñòâå
V ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð J : VR → VR. Ñîïîñòàâèì áàçèñó (e1, ..., en)
ïðîñòðàíñòâà V áàçèñ (e1, f1, ..., en, fn) ïðîñòðàíñòâà VR, ãäå fi = ie. Òîãäà J(ek) = fk,
J(fk) = −ek.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
VC = VR

⊗
RC = {αkek + βkfk|αk, βk ∈ C}. Ïðîäîëæèì J äî C-ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà JC : VC → VC. Òîãäà, êàê è ðàíüøå, J2C = −1. Êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî
VC ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó êîìïëåêñíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ V 1,0

⊕
V 0,1,ãäå

V 1,0 = {v ∈ VC|JCv = iv} è V 0,1 = {v ∈ VC|JCv = −iv}. Ïðîåêöèÿ I : VC → V , ãäå
I(ek) = ek, I(fk) = 0, ïîðîæäàåò C-èçîìîðôèçì I : V 1,0 → V .

Ïðîñòðàíñòâî âíåøíèõ ôîðì
∧r VC ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó∧r VC =

∑
p+q=r

∧p,q V , ãäå
∧p,q V ⊂ ∧p+q VC ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå

âíåøíèìè ôîðìàìè âèäà u ∧ v, òàêèìè, ÷òî u ∈ ∧p V 1,0, v ∈ ∧q V 0,1. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Q : VC → VC R-ëèíåéíûé îïåðàòîð Q(αkek + βkfk) = ᾱkek − β̄kfk.
Óïðàæíåíèå 8.1. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð Q íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà
(e1, ..., en) è Q(V 1,0) = V 0,1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå X. Êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
T ∗z â òî÷êå z ∈ X ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Èõ
ñîâîêóïíîñòü îáðàçóåò ðàññëîåíèå

∧r T ∗C → X. Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùóþ êîíñòðóêöèþ
ê êàæäîìó ñëîþ ðàññëîåíèÿ, íàõîäèì åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû ðàññëîåíèé∧r(T ∗z )C =

∑
p+q=r

∧p,q(T ∗z ). Ñå÷åíèÿ ErC(U) =
∑

p+q=r Ep,qC (U) ýòèõ ðàññëîåíèé
íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ïîëíîé ñòåïåíè r.
Îíè îáðàçóþò ìÿãêèå ïó÷êè ìîäóëåé íàä êîëüöîì ãëàäêèõ ôóíêöèé è ñâÿçàíû
äèôôåðåíöèàëàìè d : ErC(U)→ Er+1

C (U).
Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè πp,q : ErC(U)→ Ep,qC (U) è îïåðàòîðû

∂ = πp+1,qd : Ep,qC (U)→ Ep+q+1
C (U)→ Ep+1,q

C (U),

∂̄ = πp,q+1d : Ep,qC (U)→ Ep+q+1
C (U)→ Ep,q+1

C (U).

Óïðàæíåíèå 8.2. Äîêàçàòü, ÷òî Q∂Q = ∂̄.
Îïèøåì òåïåðü äåéñòâèå îïåðàòîðîâ ∂, ∂̄ â ëîêàëüíîé êàðòå z : U → Cn.

Êîìïëåêñíûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû z = (z1, ..., zn) ïîðîæäàþò âåùåñòâåííûå
ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû zk = xk + iyk. Äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé
îáðàçóþò êîâåêòîðíûå ïîëÿ (dz1, ..., dzn), (dx1, ..., dxn, dy1, ..., dyn). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
( ∂
∂z1 , ...,

∂
∂zn

), ( ∂
∂x1 , ...,

∂
∂xn

, ∂
∂y1 , ...,

∂
∂yn

) äâîéñòâåííûå èì âåêòîðíûå ïîëÿ. Òîãäà
dzk = dxk + idyk è ∂

∂zk
= 1

2
( ∂
∂xk
− i ∂

∂yk
). Ïîëîæèì dzk = dxk− idyk è ∂

∂zk
= 1

2
( ∂
∂xk

+ i ∂
∂yk

).
19



Óïðàæíåíèå 8.3. Âåêòîðû { ∂
∂zk
|k = 1, ..., n} è { ∂

∂zk
|k = 1, ..., n} îáðàçóþò áàçèñû

ïðîñòðàíñòâ (Tz)
1,0 è (Tz)

0,1 ñîîòâåòñòâåííî. Êîâåêòîðû {dzk|k = 1, ..., n} è
{dzk|k = 1, ..., n} îáðàçóþò áàçèñû ïðîñòðàíñòâ (T ∗z )1,0 è (T ∗z )0,1 ñîîòâåòñòâåííî.
Ëåììà 8.1. ∂ = dzk ∧ ∂

∂zk
, ∂̄ = dzk ∧ ∂

∂zk
, d = ∂ + ∂̄, ∂2 = ∂̄2 = ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ ∈ Ep,qC (U),
∑

1 = dzk ∧ ∂
∂zk
ξ è

∑
2 = dzk ∧ ∂

∂zk
ξ. Òîãäà

dξ =
∑

1 +
∑

2, ïðè÷åì
∑

1 ∈ Ep+1,q
C (U) è

∑
2 = Ep,q+1

C (U). Òàêèì îáðàçîì,
∂ξ = πp+1,qdξ =

∑
1 = dzk ∧ ∂

∂zk
ξ è ∂̄ξ = πp,q+1dξ =

∑
2 = dzk ∧ ∂

∂zk
ξ. Ñëåäîâàòåëüíî,

∂ = dzk ∧ ∂
∂zk

è ∂̄ = dzk ∧ ∂

∂zk
è d = ∂ + ∂̄. Ââèäó d2 = 0 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

0 = (∂ + ∂̄)2ξ = ∂2ξ + ∂̄2ξ + (∂∂̄ + ∂̄∂)ξ, ïðè÷åì ∂2ξ ∈ Ep+2,q
C (U), ∂̄2ξ ∈ Ep,q+2

C (U),
(∂∂̄ + ∂̄∂)ξ ∈ Ep+1,q+1

C (U). Òàêèì îáðàçîì, ∂2 = ∂̄2 = ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0 . �
Ñëåäóþùàÿ ëåììà àíàëîãè÷íà ëåììå Ïóàíêàðå è äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå

Ëåììà 8.2. (Äîëüáî). Ïóñòü ω ∈ Ep,qC (U) è z ∈ U . Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
V òî÷êè z: 1) óñëîâèÿ ∂ω = 0 è ω ∈ ∂Ep−1,q

C (V ) ýêâèâàëåíòíû; 2) óñëîâèÿ ∂̄ω = 0 è
ω ∈ ∂̄Ep,q−1

C (V ) ýêâèâàëåíòíû.
8.2. Êîãîìîëîãèè Äîëüáî. Ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñíûõ
ìíîãîîáðàçèé π : E → X íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì
ðàíãà r, åñëè

1) ñëîé Ez = π−1(z) êàæäîé òî÷êè z ∈ X íàäåëåí ñòðóêòóðîé êîìïëåêñíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè r;

2) ó êàæäîé òî÷êè z ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü z ∈ U ∈ X è ãîëîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå h : π−1(U) → U × Cr, íàçûâàåìîå ëîêàëüíîé òðèâèàëèçàöèåé, òàêèå,
÷òî îòîáðàæåíèå h|Ex : Ex → x×Cr ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîìïëåêñíûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ äëÿ ëþáîãî x ∈ U .

Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T ∗X ê êîìïëåêñíîìó ìíîãîîáðàçèþ X èìååò
åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ. Âíåøíÿÿ ñòåïåíü
Ωp =

∧p Ω ïó÷êà åãî ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé Ω íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì
ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ñòåïåíè p. Äðóãèìè ñëîâàìè,
Ωp(U) = {ω ∈ Ep,0C (U)|∂̄ω = 0} = {ω =

∑
ai1...ipdz

i1 ∧ ... ∧ dzip |∂ai1...ip
∂z̄ij

= 0}.
Óïðàæíåíèå 8.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ
0→ C→ Ω0 ∂→ Ω1 ∂→ Ω2 ∂→ ...

∂→ Ωn ∂→ 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Òåîðåìà 8.1. (Äîëüáî). Hq(X,Ωp) = Ker(Ep,qC (X)
∂̄→ Ep,q+1

C (X))/Im(Ep,q−1
C (X)

∂̄→
Ep,qC (X))

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ 0→ Ωp in→ Ep,0C ∂̄→ Ep,1C ∂̄→ ...
∂̄→ Ep,nC ∂̄→ 0

ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé ââèäó ëåììû 8.1 è ëåììû Äîëüáî. Îíà àöèêëè÷íà ââèäó
ìÿãêîñòè ïó÷êîâ Ep,qC (ñëåäñòâèÿ 6.1 è 4.1). Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû Äîëüáî
ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1. �

Äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòè êîãîìîëîãèé hp,q = dimHq(X,Ωp)
êîíå÷íû è íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Õîäæà.

Ïóñòü òåïåðü π : E → X � ãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå ðàíãà r íàä
êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì X è EE � ïó÷îê åãî ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé. Òîãäà
ãîëîìîðôíûå ñå÷åíèÿ Ωp

E ðàññëîåíèÿ (
∧p T ∗X)

⊗
CE íàçûâàþòñÿ ãîëîìîðôíûìè
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äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ñòåïåíè p ñ êîýôôèöèåíòàìè â E. Ñå÷åíèÿ
ïó÷êà Ep,qE = Ep,qC

⊗
C EE íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè (p,q)-ôîðìàìè ñ

êîýôôèöèåíòàìè â E. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ∂̄E : Ep,qE → Ep,q+1
E òàêîé, ÷òî

∂̄E(ω ⊗ e) = ∂̄ω ⊗ e.
Óïðàæíåíèå 8.5. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð ∂̄E êîððåêòíî îïðåäåëåí äëÿ ëþáîãî
ãîëîìîðôíîãî ðàññëîåíèÿ E, â òî âðåìÿ êàê îïåðàòîð ∂E(ω ⊗ e) = ∂ω ⊗ e � ëèøü
äëÿ îäíîìåðíîãî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû Äîëüáî, íàõîäèì

Òåîðåìà 8.2. Hq(X,Ωp
E) = Ker(Ep,qE (X)

∂̄E→ Ep,q+1
E (X))/Im(Ep,q−1

C (X)
∂̄E→ Ep,qE (X)).

9. Êîãîìîëîãèè ×åõà.

9.1. Êîãîìîëîãèè ïîêðûòèÿ. Êàê ìû óæå äîêàçàëè, êîãîìîëîãèè ñî çíà÷åíèÿìè
â ïó÷êå � ýòî åäèíñòâåííûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ïó÷êîâ â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ
ãðóïï, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðîñòîé ñèñòåìå àêñèîì. Òàêîé ôóíêòîð ìîæíî ñòðîèòü
ðàçíûìè ñïîñîáàìè, íå îáÿçàòåëüíî ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíò. Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà
è ñèíãóëÿðíûå êîãîìîëîãèè äàþò, êàê ìû âèäåëè, ïðèìåðû òàêèõ êîíñòðóêöèé
äëÿ ïîñòîÿííîãî ïó÷êà R, à êîãîìîëîãèè Äàëüáî � äëÿ ïó÷êîâ ãîëîìîðôíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïèøåì íå ñâÿçàííóþ ñ
ðåçîëüâåíòîé êîíñòðóêöèþ êîãîìîëîãèé ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîèçâîëüíîì ïó÷êå. Ýòà
êîíñòðóêöèÿ îêàçûâàåòñÿ óäîáíîé äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé òåîðèè.

Ïóñòü U = {Uα} � ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X îòêðûòûìè
ìíîæåñòâàìè. Ëþáîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì èç q + 1
ýëåìåíòîâ ýòîãî ïîêðûòèÿ σ = (U0, U1, ..., Uq) íàçîâåì q-ñèìïëåêñîì ïîêðûòèÿ U .
Ïåðåñå÷åíèå |σ| = ⋂q

i=0 Ui íàçîâåì íîñèòåëåì ñèìïëåêñà σ. q-ñèìïëåêñ σ ïîðîæäàåò
(q − 1)-ñèìïëåêñû σi = (U0, U1, ...Ui−1, Ui+1, ..., Uq).

Ðàññìîòðèì ïó÷îê àáåëåâûõ ãðóïï G íàä òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì X.
Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó q-ñèìïëåêñó σ ñå÷åíèå f(σ) ∈ G(|σ|) íàä åãî
íîñèòåëåì, íàçûâàåì q-öåïüþ ïîêðûòèÿ U ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êå G. Ìíîæåñòâî
âñåõ q-öåïåé Cq(U ,G) îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó. Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ
rUV : G(U) → G(V ), îïðåäåëèì êîãðàíè÷íûé îïåðàòîð δ : Cq(U ,G) → Cq+1(U ,G),
ñ÷èòàÿ, ÷òî (δf)(σ) =

∑q+1
i=0 (−1)ir

|σi|
|σ| f(σi) äëÿ ëþáîãî f ∈ Cq(U ,G).

Óïðàæíåíèå 9.1. Äîêàçàòü, ÷òî δ2 = 0.
Ïîëîæèì Zq(U ,G) = Ker(δ : Cq(U , G) → Cq+1(U ,G)), B0(U ,G) = 0 è

Bq(U ,G) = Im(δ : Cq−1(U ,G) → Cq(U ,G)) äëÿ q > 0 . Ôàêòîð-ãðóïïà
Ȟq(U ,G) = Zq(U ,G)/Bq(U ,G) íàçûâàåòñÿ q-òûìè êîãîìîëîãèÿìè ×åõà äëÿ
ïîêðûòèÿ U .
Ëåììà 9.1. Ïóñòü U = {Uα} � ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X
îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè. Òîãäà Ȟ0(U ,G) = G(X) è, åñëè G � ïó÷îê ïðîèçâîëüíûõ
ñå÷åíèé íàêðûòèÿ, òî Ȟq(U ,G) = 0 ïðè q > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî àêñèîìå 2) ïó÷êà, èç óñëîâèÿ f ∈ Z0(U ,G) ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå ñå÷åíèÿ s ∈ G(X) òàêîãî, ÷òî s|U = f(U) äëÿ ëþáîãî U ∈ U .
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Ïóñòü òåïåðü G � ïó÷îê ïðîèçâîëüíûõ ñå÷åíèé íåêîòîðîãî íàêðûòèÿ. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ q-öåïü f ∈ Zq(U ,G) è ïîñòðîèì q − 1-öåïü g òàêóþ, ÷òî δ(g) = f . Ýòà
öåïü îïðåäåëÿåòñÿ ñå÷åíèÿìè g(|σq−1|) íàä íîñèòåëÿìè âñåõ q − 1-ñèìïëåêñîâ σq−1.
Äëÿ êàæäîãî U ∈ U ðàññìîòðèì ñå÷åíèå g(|σq−1|∩U) = (−1)qf(σq−1, U) íàä |σq−1|∩U .
Óñëîâèå δ(f) = 0 ãàðàíòèðóåò ñîâïàäåíèå ýòèõ ñå÷åíèé íà ïåðåñå÷åíèè ðàçëè÷íûõ
U ∈ U . Ïîëîæèì òåïåðü g(|σq−1|) =

⋃
U∈U

g(|σq−1| ∩ U). Òîãäà δ(g) = f . �

9.2. Òåîðåìà Ëåðå.
Òåîðåìà 9.1. (Ëåðå) Ïóñòü G � ïó÷îê àáåëåâûõ ãðóïï íàä X è ïîêðûòèå U
ïðîñòðàíñòâà X òàêîâî, ÷òî Hq(|σ|,G) = 0 ïðè q > 0 äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà σ
ýòîãî ïîêðûòèÿ. Òîãäà Ȟq(U ,G) = Hq(X,G).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ ðåçîëüâåíòó
0 → G γ→ G0 γ→ G1 γ→ G2 γ→ ... ïó÷êà G. Îíà ïîðîæäàåò êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó

0 0 0 0y
y

y
y

0 −−−→ G(X)
γ̃−−−→ G0(X)

γ̃−−−→ G1(X)
γ̃−−−→ . . .Gn(X)

γ̃−−−→yδ
yδ

yδ
yδ

0 −−−→ C0(U ,G)
γ̃−−−→ C0(U ,G0)

γ̃−−−→ C0(U ,G1)
γ̃−−−→ . . . C0(U ,Gn)

γ̃−−−→yδ
yδ

yδ
yδ

0 −−−→ C1(U ,G)
γ̃−−−→ C1(U ,G0)

γ̃−−−→ C1(U ,G1)
γ̃−−−→ . . . C1(U ,Gn)

γ̃−−−→yδ
yδ

yδ
yδ

0 −−−→ C2(U ,G)
γ̃−−−→ C2(U ,G0)

γ̃−−−→ C2(U ,G1)
γ̃−−−→ . . . C2(U ,Gn)

γ̃−−−→yδ
yδ

yδ
yδ

Óñëîâèå Hq(|σ|,G) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
0 → G(|σ|) γ̃→ G0(|σ|) γ̃→ G1(|σ|) γ̃→ G2(|σ|) γ̃→ ... òî÷íà äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà
σ ïîêðûòèÿ U . Îòñþäà ñëåäóåò òî÷íîñòü âñåõ ñòðîê äèàãðàììû êðîìå, áûòü ìîæåò,
ïåðâîé. Èç ëåììû 9.1 ñëåäóåò ñëåäóåò òî÷íîñòü âñåõ ñòîëáöîâ äèàãðàììû êðîìå,
áûòü ìîæåò, ïåðâîãî.

Ñîïîñòàâèì òåïåðü ýëåìåíòó f q ∈ Ker(δ : Cq(U , G) → Cq+1(U ,G)) íåêîòîðûé
ýëåìåíò èç Ker(γ̃ : Gq(X) → Gq+1(X)). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì f̃ q = γ̃f q. Òîãäà
δf̃ q = γ̃δf q = 0. Èñïîëüçóÿ òî÷íîñòü ñòîëáöà, íàõîäèì ýëåìåíò f q−1 ∈ Cq−1(U ,G0)

òàêîé, ÷òî δf q−1 = f̃ q. Ïîëîæèì f̃ q−1 = γ̃f q−1. Òîãäà δf̃ q−1 = γ̃2f q = 0. Èñïîëüçóÿ
òî÷íîñòü ñòîëáöà, íàõîäèì ýëåìåíò f q−2 ∈ Cq−2(U ,G1) òàêîé, ÷òî δf q−2 = f̃ q−1.
Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, íàõîäèì ýëåìåíò f ∈ Gq(X) òàêîé, ÷òî δγ̃f = 0. Ââèäó
ìîíîìîðôíîñòè δ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî γ̃f = 0. Íåòðóäíî ïðîñëåäèòü, ÷òî ïðîèçâîë â
âûáîðå ýëåìåíòîâ f i íå ìåíÿåò êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ f +Im(γ̃ : Gq−1(X)→ Gq(X))
ýëåìåíòà f . Áîëåå òîãî, íàøà êîíñòðóêöèÿ ïåðåâîäèò ãðóïïó Im(δ : Cq−1(U ,
G) → Cq(U ,G)) â ãðóïïó Im(γ̃ : Gq−1(X) → Gq(X)). Òàêèì îáðàçîì, ìû
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ïîñòðîèëè ãîìîìîðôèçì Ȟq(U ,G) → Hq(X,G). Ýïèìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ
äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîé "èíâåðñíîé"êîíñòðóêöèåé, ïîçâîëÿþùåé
ñîïîñòàâèòü ýëåìåíòó èç Gq(X) ýëåìåíò èç Cq(U ,G). Ãðóïïå Im(γ̃ : Gq−1(X)→ Gq(X))
îòâå÷àåò ïðè ýòîì ãðóïïà Im(δ : Cq−1(U , G) → Cq(U ,G)) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ýïèìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì. �

Ïîêðûòèÿ U ñî ñâîéñòâîì Hq(|σ|,G) = 0 äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà σ íàçûâàþòñÿ
ïîêðûòèÿìè Ëåðå äëÿ ïó÷êà G. Òàêèå ïîêðûòèÿ èìåþò áîëüøèíñòâî âàæíûõ
äëÿ ïðèëîæåíèÿ ïó÷êîâ. Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà Ëåðå äàåò ýôôåêòèâíûé ìåòîä
âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé.

Ïîêðûòèå V = {Vα} íàçîâåì èçìåëü÷åíèåì ïîêðûòèÿ U = {Uα}, åñëè
äëÿ ëþáîãî Vα ∈ V ñóùåñòâóåò Uβ ∈ U , ñîäåðæàùåå Vα. Ðàññìîòðèì
ñîîòâåòñòâèå F , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ñèìïëåêñó ς = (V0, V1, ..., Vq) ñèìïëåêñ
σ(ς) = (U0, U1, ..., Uq), ãäå Vi ⊂ Ui äëÿ âñåõ i. Ñîïîñòàâèì êîöåïè f ∈ Cq(U ,G) åå
èçìåëü÷åíèå, òî åñòü êîöåïü ϕ̃F(f) ∈ Cq(V ,G) òàêóþ, ÷òî ϕ̃qF(f)(ς) = r

|σ(ς)|
|ς| f(σ(ς)).

Óïðàæíåíèå 9.2. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ̃F ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì
ϕUV : Ȟq(U ,G)→ Ȟq(V ,G), íå çàâèñÿùèé îò ñîîòâåòñòâèÿ F .

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáúåäèíåíèå âñåõ ãðóïï Ȟq(U ,G), îòâå÷àþùèõ âñåì îòêðûòûì
ïîêðûòèÿì U ìíîæåñòâà X. Ââåäåì ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòèõ ãðóïï îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè, ñ÷èòàÿ, ÷òî u ∈ Ȟq(U ,G) ýêâèâàëåíòåí v ∈ Ȟq(V ,G), åñëè
ϕUW(u) = ϕVW(v) äëÿ íåêîòîðîãî èçìåëü÷åíèÿ W ïîêðûòèé U è V . (Êîíñòðóêöèÿ
òàêîãî òèïà íàçûâàåòñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì ïî ìíîæåñòâó ïîêðûòèé). Êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó Ȟq(X,G), íàçûâàåìóþ q-òîé ãðóïïîé
êîãîìîëîãèé ×åõà ïðîñòðàíñòâà X ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êå G.
Óïðàæíåíèå 9.3. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X
êîãîìîëîãèè ×åõà Ȟq(X,G) èçîìîðôíû êîãîìîëîãèÿì Hq(X,G). Äîêàæèòå ýòî
äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1.Ìîäèôèöèðóÿ ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëåðå.
2. Äîêàçàâ, ÷òî ôóíêòîð G 7→ G óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì àêñèîìà òåîðèè

êîãîìîëîãèé (óïðàæíåíèå 5.2).

Äëÿ ïó÷êîâ, äîïóñêàþùèõ ïîêðûòèå Ëåðå êîíñòðóêöèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû Ëåðå äàåò ÿâíîå îïèñàíèå èçîìîðôèçìà êîãîìîëîãèé ×åõà è êîãîìîëîãèé,
îïðåäåëåííûõ ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíò .

10. Ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ è ïåðâûé êëàññ ×åðíà.
Èçó÷èì áîëåå äåòàëüíî ãîëîìîðôíûå ðàññëîåíèÿ η : E → X ðàíãà 1 íà

êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè X. (Ðàññëîåíèÿ ðàíãà 1 íàçûâàþòñÿ òàêæå ëèíåéíûìè.)
Ðàññìîòðèì ïó÷îê O∗ íåîáðàùàþùèõñÿ â 0 ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà X,
ðàññìàòðèâàåìûé êàê ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ.

Òåîðåìà 10.1. Ìåæäó êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ãîëîìîðôíûõ ëèíåéíûõ
ðàññëîåíèé íàä X è ýëåìåíòàìè ãðóïïû H1(X,O∗) ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå X =
⋃
α

Uα ñòÿãèâàåìûìè îòêðûòûìè
ìíîæåñòâàìè. Íåìíîãî ìîäèôèöèðóÿ ëåììó Ïóàíêàðå, íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî
U = {Uα} ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì Ëåðå äëÿ ïó÷êîâ O è O∗. Î÷åâèäíûì
îáðàçîì ìîäèôèöèðóÿ ëåììó 7.1, íàõîäèì, ÷òî ñåìåéñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
{gα,β : Uα ∩ Uβ → C} ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ôóíêöèé ïåðåõîäà äëÿ íåêîòîðîãî
ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ η : E → X, åñëè è òîëüêî åñëè gα,βgβ,γgγ,α = 1,
òî åñòü {gα,β} ∈ Z1(U ,O∗). Àíàëîãè÷íî, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 7.2, ñåìåéñòâà
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé {gα,β} è {g̃α,β} çàäàþò ýêâèâàëåíòíûå ðàññëîåíèÿ, åñëè è
òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé lα : Uα → C òàêîå, ÷òî
g̃α,β = lαgα,βl

−1
β = lα,βgα,β, ãäå lα,β = lαl

−1
β . C äðóãîé ñòîðîíû, {lα} ∈ C0(U ,O∗) è

{lαβ} = δ({lα}) ∈ B1(U ,O∗). Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëåðå 10.1, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè ãîëîìîðôíûõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä X âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâó Z1(U ,O∗)/B1(U ,O∗) = Ȟ1(U ,O∗) = H1(X,O∗). �
Óïðàæíåíèå 10.1. Èç òåîðåìû 10.1 ñëåäóåò, ÷òî ãîëîìîðôíûå ëèíåéíûå
ðàññëîåíèÿ íàä X îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó. Îïèøèòå åå â òåðìèíàõ
ñàìèõ ðàññëîåíèé.

Ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ 0 → Z i→ O exp→ O∗ → 0,
ãäå O � ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà X, Z � ïîäïó÷îê
ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé è exp(f)(z) = e2πif(z). Îíà
ïîðîæäàåò (òåîðåìû 4.4, 10.1), òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîëîãèé
0 → Ȟ0(U ,Z) → Ȟ0(X,O) → Ȟ0(U ,O∗) b0→ Ȟ1(U ,Z) → Ȟ1(U ,O) → Ȟ1(U ,O∗) b1→
Ȟ2(U ,Z)..., ñî ñâÿçûâàþùèìè ãîìîìîðôèçìàìè bi. (Ýòè ãîìîìîðôèçìû íàçûâàþòñÿ
òàêæå îïåðàòîðàìè Áîêøòåéíà.)

Äëÿ g = {gα,β} ïîëîæèì τ(g)α,β = 1
2πi ln(gα,β), ãäå ln g � ïðîèçâîëüíàÿ âåòâü

ëîãàðèôìà. Òîãäà τ(g) ∈ C1(U ,O)

Ëåììà 10.1. Ïóñòü g = {gα,β} ∈ Z1(U ,O∗). Òîãäà
b1({gα,β}) = δ(τ(g)) = { 1

2πi
(ln gβ,γ − ln gα,γ + ln gα,β)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, δ({τ(g)α,β}) = { 1
2πi(ln gβ,γ − ln gα,γ + ln gα,β)}.

Èñïîëüçóÿ îïèñàíèå ñâÿçûâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà (òåîðåìà 4.4), íàõîäèì, ÷òî
b1({gα,β}) 3 (δτ(g))α,β,γ = { 1

2πi(ln gβ,γ − ln gα,γ + ln gα,β)}.

0 0 0 0 0y
y

y
y

y
0 −−−→ Z δ−−−→ Z0(X)

δ−−−→ Z1(X)
δ−−−→ (δτ)

δ−−−→ Z3(X)yi
yi

yi
yi

yi
0 −−−→ O(X)

δ−−−→ O0(X)
δ−−−→ (τ)

δ−−−→ (δτ)
δ−−−→ O3(X)yexp

yexp

yexp

yexp

yexp

0 −−−→ O∗(X)
δ−−−→ O∗0(X)

δ−−−→ (g)
δ−−−→ O∗2(X)

δ−−−→ O∗2(X)y
y

y
y

y
0 0 0 0 0
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�
Âëîæåíèå ïó÷êîâ Z → R èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì êîãîìîëîãèé

j : H∗(X,Z)→ H∗(X,R), óáèâàþùèé êðó÷åíèå (ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà).
Ïåðâûì êëàññîì ×åðíà (S.S.Chern) ðàññëîåíèÿ η íàçûâàåòñÿ ãîìîëîãè÷åñêèé

êëàññ c1(η) = −j(b1(g(η))) ∈ H2(X,R), ãäå g(η) ∈ H1(X,O∗) ïîñòðîåííûé âûøå
îòâå÷àþùèé ðàññëîåíèþ η êëàññ êîãîìîëîãèé. Â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå åãî
íàçûâàþò òàêæå êëàññîì ×æåíÿ, òðàíñêðèáèðóÿ êèòàéñêèé âàðèàíò ôàìèëèè.

Ñîãëàñíî òåîðåìå äå Ðàìà ãðóïïà êîãîìîëîãèé H2(X,R), ïðåäñòàâëÿåòñÿ êëàññàìè
ýêâèâàëåíòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ 2-ôîðì. Íàéäåì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó,
ïðåäñòàâëÿþùóþ êëàññà ×åðíà c1(η). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ýðìèòîâó
ìåòðèêó íà ðàññëîåíèè η. Ìåòðèêà íà ñëîå öèâèëèçàöèè îïðåäåëÿåò äëèíîé
áàçèñíîãî âåêòîðà. Ýðìèòîâà ìåòðèêà íà ðàññëîåíèè çàäàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì,
ãëàäêèìè êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè {hα : Uα → C} ñ ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà
hβ = gα,β ḡα,βhα, ãäå {gα,β} � ôóíêöèè ïåðåõîäà ðàññëîåíèÿ.
Òåîðåìà 10.2. Äèôôåðåíöèàë 1

2πi∂∂̄ lnhα ïðåäñòàâëÿåò c1(η).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì µα = 1
2πi∂ lnhα. Òîãäà (δµ)α,β = µβ − µα = 1

2πi∂ ln
hβ
hα

=
1

2πi∂ ln(gα,β ḡα,β) = 1
2πi(∂ ln gα,β+∂ ln ḡα,β) = 1

2πid ln gα,β = dτ(g)α,β. Ñîãëàñíî àëãîðèòìó,
ïðèâåäåííîìó â òåîðåìå 9.1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîöèêëó ×åõà δτ(g) = b1(g(η))
îòâå÷àåò äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà dµα = d 1

2πi∂ lnhα = 1
2πi ∂̄∂ lnhα = − 1

2πi∂∂̄ lnhα

0 0 0 0 0y
y

y
y

y
0 −−−→ R(X)

d−−−→ O0(X)
d−−−→ O1(X)

d−−−→ (dµ)
d−−−→ O3(X)yδ

yδ
yδ

yδ
yδ

0 −−−→ C0(U ,R)
d−−−→ C0(U ,O0)

d−−−→ (µ)
d−−−→ (dµ)

d−−−→ C0(U ,O3)yδ
yδ

yδ
yδ

yδ
0 −−−→ C1(U ,R)

d−−−→ (τ)
d−−−→ (dτ = δµ)

d−−−→ C1(U ,O2)
d−−−→ C1(U ,O3)yδ

yδ
yδ

yδ
yδ

0 −−−→ C2(U ,R)
d−−−→ (δτ)

d−−−→ C2(U ,O1)
d−−−→ C2(U ,O2)

d−−−→ C2(U ,O3)yδ
yδ

yδ
yδ

yδ
�

Óïðàæíåíèå 10.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâûé êëàññ ×åðíà òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ðàâåí 0.
Ïðèìåð 10.1. Íàéäåì êëàññ ×åðíà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ñôåðå Ðèìàíà
C = C

⋃∞. Èñïîëüçóåì ñôåðè÷åñêóþ ýðìèòîâó ìåòðèêó, èìåþùóþ âèä
h(z) = 1

(1+|z|2)2 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè {z} = C è òàêîé æå âèä â êîîðäèíàòíîé
êàðòå w = 1

z
íà C \ 0. Òîãäà c1 = 1

2πi∂∂̄ lnhα = i
π(1+|z|2)2dz ∧ dz̄. Â ÷àñòíîñòè,

25



èíòåãðàë
∫
C
c1 = 2 ñîâïàäàåò ñ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ñôåðû Ðèìàíà. Ìîæíî

äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë ïåðâîãî êëàññà ×åðíà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè âñåãäà ðàâåí åå ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå.
Óïðàæíåíèå 10.3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ñôåðå
îáðàùàåòñÿ â 0 â íåêîòîðîé òî÷êå.

Äðóãîå îïèñàíèå ãîëîìîðôíûõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé äàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèâèçîðîâ.
Ðàññìîòðèì ïó÷îê M ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè X,
ðàññìîòðåííûé êàê ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ. Ïó÷îê D = M/O∗ íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì
äèâèçîðîâ, à åãî ñå÷åíèÿ D äèâèçîðàìè íà X.

Ñëîé Mx ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé f1

f2
. Åñëè

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè f1, f2 6= 0, òî � ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèè. Ïîýòîìó â äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x äèâèçîð D ðàâåí 0
âíå ìíîæåñòâà íóëåé íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f1f2.

Òàêèì îáðàçîì, äèâèçîð âûäåëÿåò íåêîòîðîå (âîçìîæíî îñîáîå) êîìïëåêñíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå â X(D) ⊂ X êîðàçìåðíîñòè 2, êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò
öåëî÷èñëåííûå êðàòíîñòè (ñòåïåíè íóëåé/ïîëþñîâ ôóíêöèé f1/f2).

Èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ 0 → O∗ → M → D → 0 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ äèâèçîðà D ∈ H0(X,D) ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå U = {Uα} è ìåðîìîðôíûå
ôóíêöèè fα ∈M(Uα), íóëè è ïîëþñà, êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà X(D), èìåþò òó æå
êðàòíîñòü, ÷òî è D, ïðè÷åì gα,β = fα

fβ
∈ O∗(Uα

⋂
Uβ). Â ÷àñòíîñòè, gα,βgβ,γgγ,α = 1 íà

Uα
⋂
Uβ
⋂
Uγ. Òàêèì îáðàçîì, äèâèçîð D ïîðîæäàåò ëèíåéíîå ðàññëîåíèå ñ êîöèêëîì

{gα,β} ∈ Z1(U ,O∗).
Ýòî ñîîòâåòñòâèå ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ èíäóöèðîâàííîé òî÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãîìîëîãèé H0(X,M) → H0(X,D) → H1(X,O∗). Èç íåå
âèäíî, ÷òî äèâèçîðû îïèñûâàþò ýêâèâàëåíòíûå ðàññëîåíèÿ, åñëè è òîëüêî, åñëè
îíè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà óìíîæåíèåì íà ãëîáàëüíóþ ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ.
Òàêèå äèâèçîðû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûìè.

Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå ñòðîèòñÿ ïî ìåðîìîðôíîìó ñå÷åíèþ s ðàññëîåíèÿ η. Åìó
îòâå÷àåò äèâèçîð D(s), ñîñòîÿùèé èç âçÿòûõ ñ êðàòíîñòÿìè êîìïîíåíò ìíîæåñòâà
íóëåé è ïîëþñîâ ñå÷åíèÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïåðâûé êëàññ ×åðíà ãîëîìîðôíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ
íàä êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì äâîéñòâåííåí îòâå÷àþùåìó ðàññëîåíèþ äèâèçîðó
D â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Äèâèçîð D ⊂ X ïîðîæäàåò ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ
e ∈ H2n−2(X,C). Ñîãëàñíî òåîðåìå äå Ðàìà, êëàññ e ïîðîæäàåò ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë le : H2n−2(X,C)→ C. Òîãäà le(ω) =

∫
X
c1(η) ∧ ω.
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