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11 Ñòðóííàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Âåðíåìñÿ, íàêîíåö, ê ôîðìóëå

F =
∑
p≥0

g2p−2
str

∫
Σp

DgDX exp(−S[X, g]) (11.1)

â êîòîðîé ñóììà ïî �ñâÿçíûì äèàãðàììàì� - ò.å. ïî ìèðîâûì ëèñòàì âñåõ òîïîëîãèé îïðå-
äåëÿåò ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ áîçîííîé ñòðóíû. Äëÿ ãëàâíîãî âêëàäà

F0 =

∫
Σ0

DgDX exp(−S[X, g]) (11.2)

îòâå÷àþùåãî ïîâåðõíîñòÿì ðîäà p = 0 ìû âûÿñíèëè, ÷òî îñíîâíàÿ íåòðèâèàëüíîñòü ñâÿ-
çàíà ñ êîíôîðìíîé àíîìàëèåé, êîòîðàÿ ñîêðàùàåòñÿ äëÿ áîçîííîé ñòðóíû òîëüêî ïðè
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D = 26. Ïîñêîëüêó àíîìàëèÿ ëîêàëüíà íà ìèðîâîì ëèñòå, ò.å.

gαβ⟨Tαβ(P )⟩ = c

6
R(P ), ∀P ∈ Σ (11.3)

òî ýòî óñëîâèå íå çàâèñèò îò ðîäà, è áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îäèíàêîâî äëÿ âñåõ p â ñóììå
(11.1). Òåì íå ìåíåå, äëÿ âñåõ âêëàäîâ êðîìå ãëàâíîãî

Fp =

∫
Σp

DgDX exp(−S[X, g]), p > 0 (11.4)

â ñòðóííîé ìåðå âîçíèêàåò åùå êîíå÷íîìåðíûé èíòåãðàë, àíàëîãè÷íûé èíòåãðàëó ïî äëè-
íàì òðàåêòîðèé äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû.

11.1 Ìèðîâûå ëèñòû ðîäà p = 1

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü îäíîïåòëåâóþ ïîïðàâêó, íóæíî ïîíÿòü êàê óñòðîåíû ìåòðè-
êè íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ðîäà p = 1. Ìåòðèêè êîíôîðìíîãî âèäà íå âûõîäÿò èç
ýòîãî êëàññà ïðè ãîëîìîðôíûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò, ïîýòîìó íóæíî îïèñàòü âñåâîçìîæíûå
êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà äâóìåðíûõ òîðàõ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîíôîðìíàÿ ìåòðèêà íà äâóìåðíîì âåùåñòâåííîì òîðå ñ êîîð-
äèíàòàìè 0 ≤ σ1,2 ≤ 1 âñåãäà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ds2 = eφ(σ1,σ2) |dσ1 + τdσ2|2 = eφ(z,z̄)dzdz̄ (11.5)

ãäå τ - åäèíñòâåííûé êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð, Imτ > 0, ÷òî îòâå÷àåò îäíîìåðíîìó êîì-
ïëåêñíîìó òîðó, ïðåäñòàâëÿåìîìó êàê ôàêòîð êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïî ðåøåòêå Σ =
C/Γ, íàòÿíóòîé íà äâà âåêòîðà (1, τ) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè: Γ = {1 ·Z⊕ τ ·Z}. Î÷åâèä-
íî, ÷òî êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû (z, z̄) = (σ1+τσ2, σ1+ τ̄σ2) è (z′, z̄′) = (σ1+τ ′σ2, σ1+ τ̄ ′σ2)
ïðè τ ̸= τ ′ íå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ãîëîìîðôíîé çàìåíîé.

Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé:

• Òîð ñ ïàðàìåòðîì (ìîäóëåì êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû) τ = Reτ + iImτ = θ + iT åñòå-
ñòâåííî ïðåäñòàâëÿòü êàê öèëèíäð äëèíû T (ðàçäóòóþ ìèðîâóþ ëèíèþ), ñêëååííóþ
ïîñëå ïîâîðîòà èëè òâèñòà íà óãîë θ.

• Âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà òîðå îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî àâòîìîð-
ôèçìîâ ðåøåòêè Γ

τ 7→ aτ + b

cτ + d
,

(
a b

c d

)
∈ SL(2,Z) (11.6)

ãðóïïà êîòîðûõ ãåíåðèðóåòñÿ T : τ 7→ τ + 1 è S : τ 7→ −1/τ ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
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• Íà êîìïëåêñíîì òîðå Σ = C/Γ ìîæíî âûáðàòü äâà íåñòÿãèâàåìûõ öèêëà â H1(Σ,Z),
íàïðèìåð A : (0 ≤ σ1 ≤ 1, σ2 = fixed) è B : (σ1 = fixed, 0 ≤ σ2 ≤ 1), ó êîòîðûõ ôîðìà
ïåðåñå÷åíèé ⟨A,B⟩ = 1. Òîãäà ìîäóëü êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû

τ =

∫ τ

0
dz∫ 1

0
dz

=

∮
B
dz∮

A
dz

(11.7)

ìîæíî îïðåäåëèòü êàê åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìàòðèöû ïåðèîäîâ - îòíîøåíèå äâóõ
ïåðèîäîâ ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà ∂̄dz = 0.

11.2 Ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ñòðóíû íà òîðå

Êàê è äëÿ ñòðóíû íà ñôåðå ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðåïàðàìåòðèçàöèîííî-
èíâàðèàíòíûì íîðìàì

∥δX∥2 =
∫
Σ

d2σ
√
g(δX)2 (11.8)

äëÿ ïîëåé-êîîðäèíàò è

∥δg∥2 =
∫
Σ

d2σ
√
g
(
gαα

′
gββ

′
δgαβδgα′β′ + C(gαβδgαβ)

2
)

(11.9)

äëÿ äâóìåðíîé ìåòðèêè, ãäå òåïåðü Σ = Σ1. Íî òåïåðü âàðèàöèÿ ìåòðèêè

δgαβ = ∇αεβ +∇βεα + gαβδφ+

(
∂gαβ
∂τ

δτ + c.c.

)
=

= ∇αεβ +∇βεα − gαβ∇γεγ +

(
δφ+∇γεγ +

1
2
gαβ

(
∂gαβ
∂τ

δτ + c.c.

))
gαβ+

+(hαβδτ + c.c.) = (L · ε)αβ + gαβδφ̃+ (hαβδτ + c.c.)

(11.10)

âêëþ÷àåò íåçàâèñèìîå ñëàãàåìîå ñ

hαβ =
∂gαβ
∂τ

− 1
2
gαβg

α′β′ ∂gα′β′

∂τ
(11.11)

îòâå÷àþùåå âàðèàöèè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå ñ âû÷èñëåíèåì ÿêîáèàíà ìîæíî íàïèñàòü

1 =

∫
D(δg) exp

(
−1

8
∥δg∥2

)
= J [ρ; τ, τ̄ ]

∫
Dε̄DεD(δφ̃)d2(δτ) exp

(
−1

8
∥δg∥2

)
(11.12)

ãäå òåïåðü

∥δg∥2 =
∫
Σ

d2σ
√
g
(
gαα

′
gββ

′
(L · ε)αβ(L · ε)α′β′ + 2(1 + 2C)(δφ̃)2+

+gαα
′
gββ

′
(hαβδτ + c.c.) (hα′β′δτ + c.c.)

) (11.13)
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ãäå ïåðåêðåñòíûõ ÷ëåíîâ íåò èç-çà áåññëåäîâîñòè è óñëîâèÿ

L† · hαβ = 0 (11.14)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îïåðàòîðà L, äåéñòâóþùåãî èç âåêòîðíûõ ïîëåé íà Σ ñî çíà÷åíèåì â áåñ-
ñëåäîâûõ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðàõ ðàíãà 2, íóëåâûå ìîäû ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà (ÿäðî
L†) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó äîïîëíåíèÿ ê îáðàçó L, ÷òî è ñêàçàíî â ôîðìóëå (11.10).

Âñïîìèíàåì, ÷òî â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ îïåðàòîðà L ìû èìåëè

(L · ε)zz = 2∇zεz = ρ∂ε̄, (L · ε)z̄z̄ = 2∇z̄εz̄ = ρ∂̄ε (11.15)

ò.å.îïåðàòîð

L : (Ω0,−1
ρ∂→ Ω2,0,Ω−1,0

ρ∂̄→ Ω0,2) (11.16)

à ñîïðÿæåííûé åìó

L† : (Ω2,0
ρ−2∂̄→ Ω0,−1,Ω0,2

ρ−2∂→ Ω−1,0) (11.17)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÿäðî îïåðàòîðà L†

kerL† : ∂̄hzz = 0, ∂hz̄z̄ = 0 (11.18)

ñîñòîèò èç ãîëîìîðôíûõ 2-äèôôåðåíöèàëîâ (è èì êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ), è âàðèàöèè
ìåòðèêè, îðòîãîíàëüíûå ðåïàðàìåòðèçàöèÿì èìåþò âèä

δ⊥gzz = δτ̄hzz, δ⊥gz̄z̄ = δτhz̄z̄ (11.19)

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü ñòðóíó êðèòè÷åñêîé - ò.å. âîçüìåì
èìåííî 26 áîçîííûõ ïîëåé êîîðäèíàò, òàê ÷òîáû êîíôîðìíàÿ àíîìàëèÿ ñîêðàòèëàñü, è
çàáóäåì ïîêà âîîáùå ïðî çàâèñèìîñòü îò êîíôîðìíîãî ôàêòîðà ρ = eφ, êîòîðàÿ ëåãêî
âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç óðàâíåíèÿ àíîìàëèè äëÿ ëþáîãî èç äåòåðìèíàíòîâ.

Äëÿ ìåòðèêè íà òîðå (11.5) ëåãêî ïîëó÷èòü

∂

∂τ
ds2 = dσ2dz̄ =

dzdz̄

τ − τ̄
− dz̄2

τ − τ̄
(11.20)

òî åñòü

hzz(dz)
2 =

dz2

τ − τ̄
, hz̄z̄(dz̄)

2 = − dz̄2

τ − τ̄
(11.21)

î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿþùèå (11.18). Ôîðìóëà (11.13) ïðè ýòîì äàåò

1

8
∥δg∥2 =

∫
Σ

d2σ
√

ĝ
(
∂ε̄∂̄ε+ 1

2
(δφ̃)2 + hzzhz̄z̄|δτ |2

)
=

=

∫
Σ

d2σImτ
(
∂ε̄∂̄ε+ 1

2
(δφ̃)2

)
+

|δτ |2

4Imτ

(11.22)
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11.3 Íóëåâûå ìîäû

Âû÷èñëÿÿ ìåðó íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîìíèòü, ÷òî ó îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà âñåãäà åñòü íóëåâàÿ ìîäà - êîíñòàíòà. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî â íîðìó

∥δX∥2 =
∫
Σ

d2σ
√
g(δX)2 = (δX0)

2

∫
Σ

d2σ
√
g +

∫
Σ

d2σ
√
g(δ′X)2 (11.23)

íóëåâàÿ ìîäà ÿâíî âõîäèò, à èç äåéñòâèÿ âûïàäàåò. Ïîýòîìó∫
D(δX)e−

1
2
∥δX∥2 =

∫
d(δX0)e

− 1
2
(δX0)2

∫
Σ d2σ

√
g

∫
D(δ′X)e−

1
2
∥δ′X∥2 =

=

(∫
Σ

d2σ
√
g

)−D/2 ∫
D(δ′X)e−

1
2
∥δ′X∥2 = 1

(11.24)

à çíà÷èò∫
DXe−

1
2
(X,∆0X) =

∫
dX0

∫
DX ′e−

1
2
(X′,∆0X′) = VD

(∫
Σ

d2σ
√
g

)D/2

(det′∆0)
−D/2 (11.25)

Çàìå÷àíèÿ:

• Øòðèõ ó äåòåðìèíàíòà îçíà÷àåò, ÷òî åãî ñëåäóåò âû÷èñëÿòü íà ïðîñòðàíñòâå ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé ñ âûêèíóòîé íóëåâîé ìîäîé;

• Îáúåì ïðîñòðàíñòâà VD =
∫
dX0 åñòåñòâåíåí (ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ è äîëæíà áûòü

ïðîïîðöèîíàëüíà îáúåìó) è íå ñòðàøåí: äëÿ àìïëèòóä ýòîò èíòåãðàë ïðåâðàùàåòñÿ∫
dX0

∏
j

eipjX0 = δ(D)(
∑
j

pj) (11.26)

â çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.

Àíàëîãè÷íàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðîèñõîäèò è ïðè âû÷èñëåíèè ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
ìåòðèêàì. Äëÿ ðåïàðàìåòðèçàöèé (â êîíôîðìíîé ìåòðèêå ρ =

√
ĝ = Imτ)

∥ε∥2 = (ε̄, ε) =

∫
Σ

d2σĝε̄ε∫
Dε̄Dεe−∥ε∥2 =

∫
dε̄0dεe

−ε̄0ε0
∫
Σ d2σĝDε̄′Dε′e−∥ε′∥2 =

= (Imτ)−2

∫
D′εe−∥ε∥2 = 1

(11.27)

ïîýòîìó ∫
Dε̄′Dε′e−(ε̄′,∆−1ε′) = (Imτ)2 (det′∆−1)

−1 (11.28)

5



è èç íîðìû (11.22) ïîëó÷àåì

1 = J [τ, τ̄ ]

∫
Dε̄′Dε′D(δφ̃)d2(δτ) exp

(
−1

8
∥δg∥2

)
=

= J [τ, τ̄ ]

∫
Dε̄′Dε′e−(ε̄′,∆−1ε′)

∫
d2(δτ)e−

|δτ |2
4Imτ =

= J [τ, τ̄ ] (Imτ)2 (det′∆−1)
−1Imτ

(11.29)

Òàêèì îáðàçîì ÿêîáèàí çàìåíû

J [τ, τ̄ ] =
1

Imτ

det′∆−1

(Imτ)2
(11.30)

è ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ êðèòè÷åñêîé ñòðóíû íà òîðå ïðåâðàùàåòñÿ â

F1 =

∫
Σ1

DgDX exp(−S[X, g]) =

∫
M1

d2τ

∫
Dε̄Dε

V
J [τ, τ̄ ] ·

∫
DXe−

1
2
(X,∆0X) =

= VD

∫
M1

d2τ
1

Imτ

det′∆−1

(Imτ)2
· (Imτ)D/2 (det′∆0)

−D/2 =

= VD

∫
M1

d2τ

(Imτ)2

(
det′∆

Imτ

)−D−2
2

(11.31)

Çàìå÷àíèÿ:

• Ìû çàáûëè ïðî êîíôîðìíóþ àíîìàëèþ, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî íà ñàìîì äåëå ñèäèì â
êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè D = 26;

• Â âûáðàííîé ïëîñêîé ìåòðèêå íà òîðå ρ̂ =
√
ĝ äåòåðìèíàíòû îïåðàòîðîâ, äåéñòâó-

þùèå íà ïîëÿ ðàçëè÷íûõ ñïèíîâ det′∆−1 = det′
(
−ρ̂−2∂ρ̂∂̄

)
= det′∆ è det′∆0 =

det′
(
−ρ̂−1∂∂̄

)
= det′∆ ñîâïàäàþò;

• Ïî êàêîìó ìíîãîîáðàçèþ ìû èíòåãðèðóåì ïî ìîäóëÿðíîìó ïðîñòðàíñòâó - íåèçâåñò-
íî, ïîýòîìó ïîêà åãî îáîçíà÷èëè êàê M1.

11.4 Âû÷èñëåíèå äåòåðìèíàíòà

Âû÷èñëÿòü äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà Ëàðëàñà íà îäíîìåðíîì êîìïëåêñíîì òîðå Σ = C/Γ,
(ðåøåòêà Γ íàòÿíóòà íà äâà âåêòîðà (1, τ) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè) ìîæíî ïðîñòî ðàñ-
ñìàòðèâàÿ îïåðàòîð

∆ = − ∂

∂ξ21
− ∂

∂ξ22
(11.32)
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äåéñòâóþùèé íà ôóíêöèè
∆f(ξ1, ξ2) = λf(ξ1, ξ2) (11.33)

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (τ = θ + iT )

f(ξ1 + 1, ξ2) = f(ξ1, ξ2)

f(ξ1 + θ, ξ2 + T ) = f(ξ1, ξ2)
(11.34)

Ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå òðèâèàëüíî, ïðåäñòàâèâ f(ξ1, ξ2) = eiµξ1+iνξ2 , òîãäà λ = µ2+ν2, à ñàìè
�êâàçèèìïóëüñû� µ è ν îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (11.34):

eiµ = 1, eiµθ+iνT = 1

µ = 2πn, µθ + νT = 2πk, n, k ∈ Z
(11.35)

ò.å.

λn,k = 4π2n2 +
4π2

T 2
(k − θn)2 =

4π2

T 2
|k − τn|2 (11.36)

Ñëåäîâàòåëüíî, äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà (11.33) (ñ âûêèíóòîé íóëåâîé ìîäîé!) ðàâåí

det′∆ =
∏
n,k

′
λn,k =

∏
n,k

′4π2

T 2
|k − τn|2 (11.37)

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ÷ëåíà ñ n = k = 0. Ïîñòàðàåìñÿ óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå, ñ
ýòîé öåëüþ ðàçîáüåì ïðîèçâåäåíèå

det′∆ =
∏
n,k

′4π2

T 2
|k − τn|2 =

∏
n,k

′4π2

T 2
· |f(τ)|2

f(τ) =
∏
n,k

′
(k − τn)

(11.38)

Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ìû óæå ïðàêòè÷åñêè âû÷èñëÿëè â òåîðèè ÷àñòèöû, áåç ëèøíèõ
äåòàëåé

log
∏
n,k

′4π2

T 2
= − log T 2

∑
n,k

′
1 + const = − log T 2

(∑
n,k

1− 1

)
+ const =

= log T 2 + const

(11.39)

òàê êàê
∑

k∈Z 1 = −1
2
+ 1− 1

2
= 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

f(τ) =
∏
n,k

′
(k − τn) =

∏
k ̸=0

k ·
∏
n ̸=0

∏
k

(k − τn) ∼
∏
n ̸=0

sin(πnτ) ∼

∼

(∏
n>0

e−iπnτ
∏
n>0

(
1− e2πinτ

))2

∼

(
eiπτ/12

∏
n>0

(
1− e2πinτ

))2

= η(e2πiτ )2
(11.40)
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ãäå ìû îïÿòü èñïîëüçîâàëè
∑

n>0 n = − 1
12
, ôîðìóëó ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ñèíóñà

sin(πx) = πx
∏
k>0

(
1− x2

k2

)
∼
∏
k

(k − x) (11.41)

è ââåëè ôóíêöèþ Äåäåêèíäà

η(q) = q1/24
∏
n>0

(1− qn), η(e2πiτ ) ∼ θ′∗(0|τ)1/3 (11.42)

ãäå θ∗(z|τ) = θ11(z|τ) åäèíñòâåííàÿ íå÷åòíàÿ íà òîðå òýòà-ôóíêöèÿ ßêîáè. Åùå ðàç îòìå-
òèì, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íûõ êîíñòàíò è ïåðåíîðìèðî-
âîê ââåäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ çàòðàâî÷íûõ êîíòð÷ëåíîâ.

11.5 Ðåçóëüòàò äëÿ ìåðû íà òîðå

Òàêèì îáðàçîì

det′∆ ∼ (Imτ)2
∣∣η(e2πiτ )∣∣4 (11.43)

è äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè íà òîðå ïîëó÷èì

F1 =

∫
Σ1

DgDX exp(−S[X, g]) = VD

∫
M1

d2τ

(Imτ)2

(
det′∆

Imτ

)−D−2
2

=

= VD

∫
M1

d2τ

(Imτ)2

(
det′∆

Imτ

)−D−2
2

= VD

∫
M1

d2τ

(Imτ)1+D/2

∣∣η(e2πiτ )∣∣−2(D−2)
=

=
D=26

V26

∫
M1

d2τ

(Imτ)14
∣∣η(e2πiτ )∣∣−48

(11.44)

ãäå, êîíå÷íî, íåîáõîäèìî âñïîìíèòü ÷åìó ðàâíà êðèòè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü, â êîòîðîé ìû
ðåàëüíî ïðîâîäèëè âñå âû÷èñëåíèÿ.

Äëÿ àíàëèçà ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèå ñëåäóåò âñïîìíèòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ÷à-
ñòèöû ñ ìàññîé m2, êàê èíòåãðàë ïî ñîáñòâåííûì äëèíàì çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé èìååò
âèä

Fm2 = VD

∫ ∞

0

dT

T 1+D/2
e−

1
2
m2T (11.45)

÷òî î÷åíü ïîõîæå íà (11.44), òàê êàê ïðè T = Imτ > 0, ýêñïîíåíòà |e2πiτ | = e−2πT < 1, à
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ïîýòîìó

η(e2πiτ ) = eiπτ/12
∏
n>0

(
1− e2πinτ

)
= eiπτ/12

(
1− e2πiτ + . . .

)
∣∣η(e2πiτ )∣∣−48

= e4πT
(
1 + 24(e2πiτ + e−2πiτ̄ ) + 300(e4πiτ + e−4πiτ̄ )+

+576e2πi(τ−τ̄) + . . .
)
= e4πT

(
1 + 24e−2πT (e2πiθ + e−2πiθ) + 300e−4πT (e4πiθ + e−4πiθ)+

+576e−4πT
)
+O(e−4πT )

(11.46)
Ïîäñòàâèâ ýòî ðàçëîæåíèå â (11.44), ïîëó÷èì

F1 = V26

∫
M1

d2τ

(Imτ)14
∣∣η(e2πiτ )∣∣−48

= V26

∫
M1

dT

T 14

∫
dθ e4πT ·

·
(
1 + 24e−2πT (e2πiθ + e−2πiθ) + 300e−4πT (e4πiθ + e−4πiθ) + 576e−4πT + . . .

)
=

= V26

∫
dθ

∫
M1

dT

T 14

(
e4πT + 576e0 +O(e−4πT ) + θ − dependent

)
=

= V26

∫
dθ

∫
M1

dT

T 14

(
e

1
2

4
α′ T + 576e0 +O(e−

1
2

4
α′ T ) + θ − dependent

)
(11.47)

ãäå â ïîñëåäíåé ñòðî÷êå ìû ââåëè α′ (äî òîãî 2πα′ = 1). Òàêèì îáðàçîì, îäíîïåòëåâàÿ ñòàò-
ñóììà (ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ) ñòàíîâèòñÿ ïîõîæà íà ñóììó òàêîâûõ ïî ÷àñòèöàì ñ ìàññàìè
m2 = − 4

α′ , 0,
4
α′ , . . . ò.å. - ïî ôèçè÷åñêîìó ñïåêòðó çàìêíóòîé áîçîííîé ñòðóíû. Ïåðâûé

÷ëåí - òàõèîí ñ ìàññîé m2 = − 4
α′ , ñ åäèíè÷íûìè êîýôôèöèåíòîì, ò.å. îí â ñïåêòðå - îäíè-

åäèíñòâåííûé, à âîò áåçìàññîâûõ ñîñòîÿíèé ñ m2 = 0 öåëûõ 576 = 24 ·24 = (D−2) ·(D−2).
Äåéñòâèòåëüíî, â ñïåêòðå çàìêíóòîé áîçîííîé ñòðóíû ïðèñóòñòâóþò (â êàëèáðîâêå ñâåòî-
âîãî êîíóñà)

|0⟩, αi
−1α̃

j
−1|0⟩, i, j = 1, . . . , D − 2 = 24, . . . (11.48)

ïðè÷åì âòîðóþ ãðóïïó ôîðìèðóþò 1
2
(D− 2)(D− 1)− 1 = 252 ãðàâèòîíà â 26-ìåðèè (äàåò

1
2
(D − 2)(D − 1) − 1 = 2 â ÷åòûðåõìåðèè), 1

2
(D − 2)(D − 3) = 231 ñîñòîÿíèå áåçìàññîâî-

ãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ, è - îäíè-åäèíñòâåííûé áåçìàññîâûé ñêàëÿðíûé
äèëàòîí.

Îòêóäà âçÿëîñü 24 âìåñòî 26-òè? Âñïîìíèì, ÷òî ìåðà áûëà ïîñòðîåíà èç îòíîøåíèÿ
äåòåðìèíàíòîâ

det′∆−1

(det′∆0)D/2
= (det′∆)1−D/2 = (det′∆)−

D−2
2 = (det′∆)−

1
2
(26−2) (11.49)

ò.å. 26 ïðåâðàùàåòñÿ â 24 çà ñ÷åò ÷àñòè÷íîãî ñîêðàùåíèÿ âêëàäîâ äåòåðìèíàíòà ∆0 ñêà-
ëÿðíûõ ïîëåé äåòåðìèíàíòîì

det′∆−1 ∼
∣∣∣∣∫ DbDc exp

1

2π

∫
Σ

b∂̄c

∣∣∣∣2 (11.50)
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ò.å. - íà ÿçûêå êîíôîðìíîé òåîðèè - âêëàäîì äóõîâ Ôåéíìàíà-Ôàääååâà-Ïîïîâà.

11.6 Ìîäóëÿðíàÿ îáëàñòü

Íî âåäü åñòü åùå èíòåãðàë ïî Reτ = θ è çàãàäî÷íàÿ îáëàñòü M1. Âñïîìíèì, ÷òî â êâàíòî-
âîé òåîðèè ìû äîëæíû èíòåãðèðîâàòü ïî âñåì ðàçëè÷íûì ôèçè÷åñêèì êîíôèãóðàöèÿì, à
êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà òîðå çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì (ìîäóëåì) τ ñ Imτ > 0 ñ òî÷íîñòüþ äî
àâòîìîðôèçìîâ ðåøåòêè, ãåíåðèðóåìûìè T : τ 7→ τ +1 è S : τ 7→ −1/τ ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèÿ îòîæäåñòâëÿåò θ ∼ θ + 1, ïîýòîìó â èíòåãðàëå (11.44), (11.47)
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîëîñîé −1

2
≤ θ ≤ 1

2
, à çíà÷èò

F1 = V26

∫
dT

T 14

∫ 1
2

− 1
2

dθ e4πT ·

·
(
1 + 24e−2πT (e2πiθ + e−2πiθ) + 300e−4πT (e4πiθ + e−4πiθ) + 576e−4πT + . . .

)
=

= V26

∫
M1

dT

T 14

(
e4πT + 576e0 +O(e−4πT )

) (11.51)

ò.å. âñå çàâèñÿùèå îò θ âêëàäû â èíòåãðàíä ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïðîïàäàþò.

Äðóãîå ïðåîáðàçîâàíèå S : τ 7→ −1/τ îñòàâëÿåò íà ìåñòå îêðóæíîñòü |τ | = 1, ïåðåâî-
äÿ äðóã â äðóãà òî÷êè èç ïîëîñû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íåå. Òàêèì îáðàçîì ìû ñòðîèì
ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé òîðà

M1 = T1/SL(2,Z), T1 = {τ ∈ C : Imτ > 0}

M1 = {τ ∈ C : −1
2
≤ Reτ ≤ 1

2
, |τ | > 1}

(11.52)

èçâåñòíîå òàêæå êàê ìîäóëÿðíàÿ ôèãóðà.

11.7 Ñòðóíû â óëüòðàôèîëåòå è èíôðàêðàñèè

Â âûðàæåíèè (11.45) èíòåãðàë î÷åâèäíî ñõîäèòñÿ íà âåðõíåì ïðåäåëå (â èíôðàêðàñèè)
ïðè m2 > 0, íî ðàñõîäèòñÿ äëÿ òàõèîíà, è ïðè ýòîì âñåãäà ðàñõîäèòñÿ íà íèæíåì ïðåäåëå,
ò.å. â óëüòðàôèîëåòå. ×òî ïðîèñõîäèò â òåîðèè ñòðóí?

Â áîçîííîé ñòðóíå âñåãäà ïðèñóòñòâóåò èíôðàêðàñíàÿ òàõèîííàÿ ðàñõîäèìîñòü, íî â
òåîðèè ñóïåðñòðóí, ãäå òàõèîí îòñóòñòâóåò, ýòîé ðàñõîäèìîñòè áûòü íå äîëæíî. ×òî êàñà-
åòñÿ óëüòðàôèîëåòà - òî ýòà îáëàñòü â ïðèíöèïå îòñóòñòâóåò â èíòåãðàëå ïî ïðîñòðàíñòâó
ìîäóëåé. Ïîýòîìó èíîãäà ãîàîðÿò, ÷òî ñòðóíû óëüòðàôèîëåòîâî êîíå÷íû.

Áåçóñëîâíî â òàêîì ñïîñîáå ðàññóæäåíèÿ ïðèñóòñòâóåò ëóêàâñòâî. Óëüòðàôèîëåòîâàÿ
îáëàñòü îòñóòñòâóåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé êàê ðàç â ñèëó ìîäóëÿð-
íîé èíâàðèàíòíîñòè - åå ó÷åò ïðèâåë áû ê �äâîéíîìó ñ÷åòó� êîíôèãóðàöèé â èíòåãðàëå
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Ïîëÿêîâà ýêâèâàëåíòíûõ ôèçè÷åñêè. Ïîýòîìó âêëàä óëüòðàôèîëåòà â êàêîì-òî ñìûñëå
�ìîäåëèðóåòñÿ� âêëàäîì èíôðàêðàñèÿ, à èíôðàêðàñíàÿ îáëàñòü äàåò ðàñõîäèìîñòü â èí-
òåãðàë áîçîííîé ñòðóíû èç-çà òàõèîíà. Ýòî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî â ñàìîñîãëàñîâàííîé
òåîðèè ñòðóí áåç òàõèîíà (ñóïåðñòðóíå) ðàñõîäèìîñòåé íåò.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð θ = Reτ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â èí-
òåãðàëå íà òîðå êàê ðåçóëüòàò ñêëåèâàíèÿ öèëèíäðà ñî ñêðóòêîé èëè òâèñòîì. Ïîýòîìó,
èç èíòåãðàëà íà öèëèíäðó (â êîòîðîì, êàê è â ñëó÷àå ÷àñòèöû, îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ
0 < T < ∞) ïðè ñêëåèâàíèè âîçíèêàåò èíòåãðàë íà òîðå, â êîòîðîì óëüòðàôèîëåòîâî-
îïàñíàÿ îáëàñòü T → 0 îêàçûâàåòñÿ âûêèíóòîÿ èç-çà ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ñèììåò-
ðèè SL(2,Z). Òåì ñàìûì, ïåòëåâûå ïîïðàâêè â òåîðèè ñòðóí ïëîõî ñîãëàñóþòñÿ ñ íàèâíûì
ïðàâèëîì ñêëåèâàíèÿ - èç êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, è ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò ïîëåâîé èëè
âòîðè÷íî-êâàíòîâàííîé òåîðèè çàìêíóòûõ ñòðóí.

11.8 Ñòàðøèå ïåòëè

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñòàðøèõ ïåòëåâûõ ïîïðàâîê ìîæíî íàïèñàòü

Fp =

∫
Σp

DgDX exp(−S[X, g]) = VD

∫
Mp

dµ(y)
det′∆−1

detN2

(
detN0

det′∆0

)D/2

=

= V26

∫
Mp

dµ(y)
det′∆−1

detN2

(
detN0

det′∆0

)13

, p > 1

(11.53)

ãäå (Nj)AB =
∫
Σp

d2σĝ(y)
1−j
2 h̄AhB, à ìåòðèêà íà ïîâåðõíîñòè â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ

ìîæåò áûòü (ëîêàëüíî!) âûáðàíà â âèäå ds2 = ĝ(y)1/2dzdz̄ (ñðàçó èñïîëüçóåì îïÿòü, ÷òî
êîíôîðìíàÿ àíîìàëèÿ ñîêðàùàåòñÿ).

Òåîðåìà (Ðèìàí-Ðîõ) Äëÿ bc-ñèñòåìû ñî ñïèíàìè (j, 0) è (1− j, 0) íà êðèâîé ðîäà g

dimC ker ∂̄j − dimC ker ∂̄1−j = (2j − 1)(g − 1) (11.54)

Ñëåäñòâèå: ïîñêîëüêó
dimC ker ∂̄−1 = 3, p = 0

dimC ker ∂̄−1 = 1, p = 1

dimC ker ∂̄−1 = 0, p > 1

(11.55)

òî ïðè p > 1
dimCMp = dimC Tp = dimC ker ∂̄2 = 3p− 3 (11.56)

ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî - êàê ìû óæå âèäåëè íà òîðå - âàðèàöèè ìåòðèêè îðòîãîíàëüíûå ðå-
ïàðàìåòðèçàöèÿì èìåþò âèä

δ⊥gzz =
∑
A

δȳAh
(A)
zz ,

(
L · h(A)

)
zz

= ∂̄h(A)
zz = 0 (11.57)
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ãäå òåïåðü A = 1, . . . , 3p− 3.

Òåîðåìà (Áåëàâèí-Êíèæíèê) Ìåðà â áîçîííîé ñòðóíå (11.53) ÿâëÿåòñÿ ìåðîé Ìàì-
ôîðäà, ò.å.

dµ(y)
det′∆−1

detN2

(
detN0

det′∆0

)13

= dv ∧ dv̄ (det ImTij(y))
−13 |F (y)|2 (11.58)

ãäå dv = dy1 ∧ . . . ∧ dy3p−3, Tij =
∮
Bi

dωj - ìàòðèöà ïåðèîäîâ Σp, à

F (y) =
det ∂̄−1

(det ∂̄0)13
(11.59)

ìåðîìîðôíîå ñå÷åíèå íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé Mp ñ òàõèîííîé
îñîáåííîñòüþ.

Äëÿ ðîäîâ p = 2, 3 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 3p− 3 = 1
2
p(p+ 1) è â êà÷åñòâå êîîðäèíàò y

íà Mp ìîæíî âûáðàòü ñàìè ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðèîäîâ Tij = Tij(y). Òîãäà

Fp = V26

∫
Mp

∏
i≤j

i

2
dTij ∧ dT̄ij (det ImTij)

−13 |χ12−p(T )|−2 , p = 2, 3 (11.60)

ãäå χk(T ) - ìîäóëÿðíàÿ ôîðìà

χk(T ) 7→ (det(CT +D))k χk(T ), T 7→ AT +B

CT +D
(11.61)

Äëÿ ðîäà p = 1 â ôîðìóëå (11.44) ó íàñ áûëî

χ(τ) = η(e2πiτ )12 ∼ θ′∗(0|τ)4 =
∏

e even

θe(0|τ)4 (11.62)

Äëÿ ðîäà p = 2

χ10 ∼
∏

e even

θe(0|T )2 (11.63)

è àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó ìîæíî íàïèñàòü äëÿ ðîäà p = 3.
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