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Ýòî òîëüêî êîíñïåêò îáçîðíîé ëåêöèè, è îí íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì ÷òåíèåì
äëÿ îñâîåíèÿ êóðñà. Ïîñëå ïåðâîé ëåêöèè ñëåäóåò èçó÷àòü ïåðâóþ ïîëîâèíó ( ��1�
7, êðîìå 2.2, 2.3 è 6.2) ó÷åáíèêà À. È. Áóôåòîâà, Í. Á. Ãîí÷àðóê, Þ. Ñ. Èëüÿøåíêî
http://www.dyn-sys.org/public/ODE-notes/ODEprint.pdf

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n � çàïèñü âèäà

x(n) = f(x(n−1), x(n−2), . . . , x′, x, t), (∗)

ãäå f : Rn+1 → R � ôóíêöèÿ îò n+ 1 ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ x′′ = 2x′ − x, x′ = x− t2, x′′ = sinx.

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (∗) íà èíòåðâàëå (a, b)
� ôóíêöèÿ x : (a, b)→ R îò ïåðåìåííîé t ∈ (a, b), òàêàÿ, ÷òî ðàâåíñòâî

x(n)(t) = f
(
x(n−1)(t), x(n−2)(t), . . . , x′(t), x(t), t

)
âåðíî ïðè ëþáîì t ∈ (a, b) (íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç x(k)(t) îáîçíà÷àåòñÿ k-ÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ôóíêöèè x(·) â òî÷êå t).

Ïðèìåð. Íåêîòîðûå ðåøåíèå óðàâíåíèé èç ïðîøëîãî ïðèìåðà: x(t) = tet, x(t) =
t2 + 2t+ 2, x(t) = 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð. Ïðîñòåéøåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå x′(t) = f(t) � çàäà÷à î
ïîèñêå ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f (ò. å. åå èíòåãðèðîâàíèÿ). Ïîýòîìó ïðîöåññ ðå-
øåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé åùå íàçûâàåòñÿ èõ èíòåãðèðîâàíèåì.

Ïðîéäÿ �îáû÷íûå� óðàâíåíèÿ, Âû â ïåðâóþ î÷åðåäü èçó÷èëè ñëåäóþùèå âî-
ïðîñû:

1) Çà÷åì íóæíû óðàâíåíèÿ: çàïèñü �æèçíåííûõ� çàäà÷ óðàâíåíèÿìè.

2) Ñèìâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé: x+ 3 = 5 ⇒ x = 5− 3.

3) Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé: åñëè ôóíêöèÿ f : [a, b] → R
íåïðåðûâíà è f(a) < 0 < f(b), òî óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò ðåøåíèå.

4) Êà÷åñòâåííîå èçîáðàæåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà
êîðíåé óðàâíåíèé: óçíàéòå, íå ðåøàÿ óðàâíåíèå x3 − 3x + 1 = 0, ñêîëüêî ó íåãî
êîðíåé.

Íàø ïåðâûé ìîäóëü áóäåò ïîñâÿùåí ðåàëèçàöèè ýòîé ïðîãðàììû äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à âòîðîé ìîäóëü � èõ ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè.

1. Çàïèñü �æèçíåííûõ� çàäà÷ óðàâíåíèÿìè.

Ïðèìåð. Çàêîí �ñêîðîñòü ðîñòà ïîïóëÿöèè çàéöåâ ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçìåðó
ïîïóëÿöèè ñ êîýôôèöèåíòîì a� çàïèñûâàåòñÿ äèôôåðíöèàëüíûì óðàâíåíèåì òàê:
x′ = ax, ãäå x � âåëè÷èíà ïîïóëÿöèè. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
x : R→ R, âûðàæàþùàÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ïîïóëÿöèè îò âðåìåíè: ÷èñëî x(t)
� âåëè÷èíà ïîïóëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè t.

Åñëè, ïîìèìî ðàçìíîæåíèÿ, íà ðîñò çàéöåâ âëèÿåò äðóãîé ôàêòîð � ñêàæåì,
îõîäíèê áüåò c çàéöåâ â ìåñÿö, òî ýòè ôàêòîðû ñêëàäûâàþòñÿ: x′ = ax− c.
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Ïðèìåð. Ïðîøëûé ïðèìåð ïðåäïîëàãàë îòñóòñòâèå âîëêîâ. Ïóñòü â ëåñó åñòü
çàéöû â ÷èñëå x, ðàñòóùèå â èçîëÿöèè ïî çàêîíó x′ = ax, è âîëêè â ÷èñëå y,
ìðóùèå â èçîëÿöèè ïî çàêîíó y′ = −by, à âñòðå÷è âîëêîâ ñ çàéöàìè ñëó÷àþòñÿ
ñ ÷àñòîòîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé xy. Åñëè ñêîðîñòü óáûëè çàéöåâ â ðåçóëüòàòå ýòèõ
âñòðå÷ ïðîïîðöèîíàëüíà ÷àñòîòå âñòðå÷ xy ñ êîýôôèöèåíòîì p, à ñêîðîñòü ïðèðî-
ñòà âîëêîâ � ñ êîýôôèöèåíòîì q, òî ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé: x′ = ax− pxy, y′ = −by + qxy, íàçûâàåìàÿ ìîäåëüþ Ëîòêà�Âîëüòåððà
ñèñòåìû õèùíèê�æåðòâà.

Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ïðèìåðå ïîëó÷èëîñü óæå íå îäíî óðàâíåíèå, à ñèñòåìà
óðàâíåíèé. Ïàðà ÷èñåë (x, y) (ò. å. óêàçàíèå êàêîé-ëèáî ÷èñëåííîñòè âîëêîâ è
çàéöåâ) íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèåì ýòîé ñèñòåìû, êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü R2 � ïðî-
ñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ðåøåíèå ñèñòåìû � ïàðà ôóíêöèé x : R → R è
y : R → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îáîèì óðàâíåíèÿì � îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
îäíî îòîáðàæåíèå (x, y) : R → R2, ïîñûëàþùåå êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ R â
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû

(
x(t), y(t)

)
∈ R2. Îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, ò. å. ìíîæåñòâî ñî-

ñòîÿíèé
(
x(t), y(t)

)
âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé êðèâîé ñèñòåìû.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó x′ = x, y′ = y (ïîïóëÿöèè çàéöåâ íà äâóõ ìà-
òåðèêàõ). Îäíî èç åå ðåøåíèé � x = et, y = et (îäèíàêîâûå ïîïóëÿöèè), è ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè R2 � ëó÷ x = y > 0. Äðóãîå
ðåøåíèå � x = 2et, y = 2et (îäèíàêîâûå ïîïóëÿöèè, íî âäâîå ìíîãî÷èñëåííåå), è
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè R2 � òîò æå ñàìûé ëó÷
x = y > 0. Òðåòüå ðåøåíèå � x = et, y = 0 (íà îäíîì èç ìàòåðèêîâ çàéöû íå æè-
âóò), è ôàçîâàÿ êðèâàÿ � äðóãîé ëó÷ x > 0, y = 0. ×åòâåðòîå ðåøåíèå � x = y = 0
(çàéöåâ íåò), è ôàçîâàÿ êðèâàÿ � òî÷êà (0, 0).

2. Ñèìâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèå ðàçìíîæåíèÿ çàéöåâ x′ = ax îïèñûâàåò òàêæå è äðóãèå âàæíûå
ïðèðîäíûå ïðîöåññû, ïîýòîìó áûëî ðåøåíî óæå â XVII âåêå, ïðè÷åì äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè.

Ñïîñîá 1 (ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé): áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âè-
äå ðÿäà x(t) = p0 + p1t + p2t

2 + . . . (ëþäè òîãäà íå çàäóìûâàëèñü, ïðåäñòàâèìà
ëè ôóíêöèÿ òàêèì ðÿäîì � ñòåïåííûå ðÿäû íàçâàëèñü �íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿ-
ìè�, è äðóãèå ôóíêöèè ïðîñòî íå èçó÷àëèñü). Äèôôåðåíöèðóÿ ðÿä ïî t ïî÷ëåííî,
ïîëó÷èì: p1 + 2p2t + 3p3t

2 . . . = ap0 + ap1t + ap2t
2 + . . .. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöè-

åíòû ïðè ñòåïåíÿõ t, ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ ipi = api−1, i ∈ N, èç êîòîðûõ
pi = p0

ai

i!
. Ïîýòîìó ëþáîå ðåøåíèå èìååò âèä x(t) = p0

∑
i
ai

i!
ti = p0e

at, ãäå p0 �
ëþáàÿ êîíñòàíòà.

Ñïîñîá 2 (ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ): Äîìíîæèâ óðàâíåíèå dx
dt

=
ax íà dt

x
, ïîëó÷èì dx

x
= a dt (ëþäè òîãäà åùå íå çíàëè, ÷òî dx

dt
� íåäåëèìûé ñèìâîë).

Ýòî äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ, òàê êàê òåïåðü x òîëüêî â
ïðàâîé ÷àñòè, à t òîëüêî â ëåâîé. Ïðèïèñàâ çíàê èíòåãðàëà ê îáåèì ÷àñòÿì è
ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷èì lnx = at+C, òî åñòü x(t) = Ceat, ãäå C � ëþáîå ÷èñëî.

Êîíå÷íî, ðåøåíèå x(t) = Ceat óðàâíåíèÿ x′ = ax ìîæíî ïðîñòî óãàäàòü, íî
Ñïîñîáû 1 è 2 ïîçâîëÿþò äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò, à òàêæå ðåøèòü àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì ìíîæåñòâî äðóãèõ âàæíûõ óðàâíåíèé. Èçëîæèòå îáà ñïîñî-
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áà íà ìàòåìàòè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè!

4à. Êà÷åñòâåííîå èçîáðàæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íà ñåìèíàðàõ Âû ðàçáåðåòå ìíîãî ïðèåìîâ ñèìâîëüíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîìèìî ñïîñîáîâ 1 è 2. Íî, êàê è â ñëó÷àå ñ îáû÷íûìè óðàâ-
íåíèÿìè, íå âñå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ðåøèòü ñèìâîëüíî, òî åñòü
ïðåäñòàâèòü ðåøåíèÿ â ôîðìå âûðàæåíèé, ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé,
êîíñòàíò è ïåðåìåííîé t. Íàïðèìåð, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ ðàçìíîæåíèÿ çàéöåâ,
ìîäåëü Ëîòêà-Âîëüòåððà íå ïîääàåòñÿ ñèìâîëüíîìó ðåøåíèþ.

Íàä ÷àñòíûìè ïðèåìàìè ñèìâîëüíîãî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñòî-
èò òåîðèÿ Ãàëóà (Àëãåáðà-2, 3 ìîäóëü), ïîçâîëÿþùàÿ ðàçîáðàòüñÿ ñ ëþáûì êîí-
êðåòíûì óðàâíåíèåì: ðåøèòü åãî èëè äîêàçàòü, ÷òî â ðàäèêàëàõ îíî íå ðåøàåòñÿ.
Òî÷íî òàê æå, íàä óïîìÿíóòûìè ÷àñòíûìè ïðèåìàìè ñèìâîëüíîãî ðåøåíèÿ äèôó-
ðîâ ñòîèò äèôôåðåíöèàëüíàÿ òåîðèÿ Ãàëóà, ïðèäóìàííàÿ Ëè, Ïèêàðîì è Âåññèî
â êîíöå XIXâ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íå ðåøàþòñÿ ñèìâîëüíî, îñòàåòñÿ
òîëüêî èññëåäîâàòü êà÷åñòâåííî. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìîäåëè Ëîòêà-Âîëüòåððà,
âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé êà÷åñòâåííûé âîïðîñ: Ok, ïóñêàé ìû íå ìîæåì âûðàçèòü
ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè çàâèñèìîñòü ÷èñëåííîñòè æèâîòíûõ îò âðåìåíè. Íî
õî÷åòñÿ õîòÿ áû ïîíÿòü, ê ÷åìó ïðèäåò ñèñòåìà ÷åðåç ìèëëèîí ëåò: âûìðóò ëè
âîëêè, èëè âûìðóò çàéöû (à çàòåì íåèçáåæíî âîëêè), èëè îáà âèäà îñòàíóòñÿ
ñîóùåñòâîâàòü?

Êàê è â ñëó÷àå ñ îáû÷íûìè óðàâíåíèÿìè, äëÿ ïîäîáíîãî êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàì íóæíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ, òî åñòü ñïî-
ñîáû èçîáðàæàòü äèôôåðåíèöàëüíûå óðàâíåíèÿ ãðàôè÷åñêè. Ìû îïèøåì òàêîé
ñïîñîá äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì äâóõ óðàâíåíèé

x′ = u(x, y), y′ = v(x, y), (∗∗)

ò. å. òàêèõ, ó êîòîðûõ â ïðàâóþ ÷àñòü íå âõîäèò ïåðåìåííàÿ t (òàêîé âèä, íàïðèìåð,
èìååò ìîäåëü Ëîòêà-Âîëüòåððà). Ýòîò ñïîñîá � èçîáðàæåíèå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè
âñåõ ôàçîâûõ êðèâûõ ñîñòåìû; ò. å. åå ôàçîâîãî ïîðòðåòà.

Ïðèìåð. Âñå ðåøåíèÿ ðàíåå ðàçîáðàííîé ñèñòåìû x′ = x, y′ = y èìåþò âèä
x(t) = aet, y(t) = bet ñ ïðîèçâîëüíûìè âåùåñòâåííûìè a è b (âåäü ýòè äâà óðàâíå-
íèÿ ìîæíî ðåøèòü íåçàâèñèìî), ïîýòîìó åå ôàçîâûé ïîðòðåò ñîñòîèò èç ñëåäóþ-
ùèõ òðàåêòîðèé: òî÷êà (0, 0), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøåíèþ ñ êîíñòàíòàìè a = b = 0,
è âñå âûõîäÿùèå èç íåå ëó÷è (îáúÿñíèòå ýòî óòâåðæäåíèå!).

Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû x′ = −y, y′ = x èìåþò âèä x(t) = r cos(t + a), y(t) =
r sin(t+ a) ñ ïðîèçâîëüíûìè âåùåñòâåííûìè a è r (ðåøèòå ýòó ñèñòåìó îäíèì
èç ðàçîáðàííûõ âûøå ñïîñîáîâ!), ïîýòîìó åå ôàçîâûé ïîðòðåò ñîñòîèò èç
ñëåäóþùèõ òðàåêòîðèé: òî÷êà (0, 0) è âñå îêðóæíîñòè ñ ýòèì öåíòðîì.

Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû x′ = −2y, y′ = 2x èìåþò âèä x(t) = r cos(2t + a), y(t) =
r sin(2t+ a), ïîýòîìó åå ôàçîâûé ïîðòðåò áóäåò òî÷íî òàêèì æå, êàê è ó ïðåäûäó-
ùåé ñèñòåìû, õîòÿ ðåøåíèÿ ó ñèñòåì ðàçíûå: îäíà è òà æå ôàçîâàÿ îêðóæíîñòü
âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîáåãàåòñÿ òðàåêòîðèåé â äâà ðàçà áûñòðåå, ÷åì â ïåðâîì.

Ïîðòðåò ïåðâîé ñèñòåìû èçîáðàæåí ñëåâà, ïîðòðåòû îñòàëüíûõ äâóõ � ñïðàâà:
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Ýòè êàðòèíêè íàãëÿäíî ïîêàçûâàþò ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåì: íàïðèìåð, ðå-
øåíèÿ ïåðâîé ñèñòåìû, êîòîðûå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áûëè ñêîëü óãîäíî
áëèçêè, ÷åðåç äîñòàòî÷íî ìíîãî âðåìåíè ðàçîéäóòñÿ ñêîëü óãîäíî äàëåêî (ò. å.
ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû), ðåøåíèÿ æå âòîðîé ñèñòåìû óñòîé÷èâû.

Çàìå÷àíèå. Êîíå÷íî, íà êàðòèíêå íåëüçÿ èçîáðàçèòü âñå ôàçîâûå êðèâûå. Îò
èçîáðàæåíèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû íàðèñîâàííûå ôàçîâûå
êðèâûå ïðåäñòàâëÿëè âñå ïðèñóòñòâóþùèå â ñèñòåìå òèïû êà÷åñòâåííîãî ïîâåäå-
íèÿ. Íàïðèìåð, íà âûøåïðèâåäåííûõ êàðòèíêàõ áûëî áû îøèáêîé íå íàðèñîâàòü
ôàçîâóþ êðèâóþ � òî÷êó ðàâíîâåñèÿ, íî íå áûëî áû îøèáêîé íàðèñîâàòü ìåíüøå
ëó÷åé è îêðóæíîñòåé.

Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ðèñîâàòü ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåì, êîòîðûå ìû ðåøèëè
ñèìâîëüíî (êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå). Íàøà æå çàäà÷à � íàó÷èòüñÿ ïðèáëèçè-
òåëüíî ðèñîâàòü ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåì, êîòîðûå ñèìâîëüíî íå ðåøàþòñÿ. Äëÿ
ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå çàìå÷àíèå.

Íàïîìèíàíèå èç Àíàëèçà-1. Òðàåêòîðèåé, èëè ïàðàìåòðèçîâàííîé êðè-
âîé, íà ïëîñêîñòè R2 íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå èíòåðâàëà â ïëîñêîñòü c = (c1, c2) :
R → R2, çàäàííîå ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ci : R → R, i = 1, 2. Âåêòîðîì ñêîðîñòè
ýòîé òðàåêòîðèè, èëè êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ýòîé ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé, â
òî÷êå c(t) íàçûâàåòñÿ âåêòîð c′(t) =

(
c′1(t), c′2(t)

)
. Åñëè âåêòîð ñêîðîñòè íåíóëåâîé,

òî îí çàäàåò íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè, òî åñòü íàïðàâëåíèå âåêòî-
ðà c′(t) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì íàïðàâëåíèé õîðä, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó c(t) ñ áëèçêîé
òî÷êîé c(t + ε) êðèâîé c ïðè ε → 0. Àêêóðàòíî ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæè-
òå ýòî óòâåðæäåíèå! Áåç åãî ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøèå ïîïûòêè ïîíÿòü
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áåññìûñëåííû!

Çàìå÷àíèå. Êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (∗∗)
â òî÷êå (x0, y0) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

(
u(x0, y0), v(x0, y0)

)
. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ

(x, y) : R→ R2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (x0, y0), åñëè x(t) = x0 è y(t) = y0 äëÿ íåêîòîðîãî t. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ

x(t) è y(t) â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû x′(t) = u
(
x(t), y(t)

)
, y′(t) = v

(
x(t), y(t)

)
, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè x è y,

ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî: x′(t) = u(x0, y0), y′(t) = v(x0, y0).

Ïîýòîìó ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (∗∗) ìîæíî ïðèáëèæåííî ðèñîâàòü òàê:
íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè ìíîãî òî÷åê (xi, yi), i = 1, . . . , 1000, è îò êàæäîé òî÷êè
(xi, yi) îòëîæèòü âåêòîð

(
u(xi, yi), v(xi, yi)

)
. À ïîòîì ïîïûòàòüñÿ ðèñîâàòü ëèíèè,

êîòîðûå âáëèçè êàæäîé èç íàðèñîâàííûõ òî÷åê èìåþò íàïðàâëåíèå, áëèçêîå ê
îòëîæåííîìó îò ýòîé òî÷êè âåêòîðó. Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ ëèíèè
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áóäóò áëèçêè ê ôàçîâûì êðèâûì ñèñòåìû.

Ïðèìåð. Ïîïðîáóåì íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò ìîäåëè Ëîòêà-Âîëüòåððà,
äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèâ âñå êîýôôèöèåíòû åäèíè÷íûìè: x′ = x−xy, y′ = −y+xy.
Íà÷íåì ðèñîâàòü âåêòîðû ñêîðîñòè.

1) Â òî÷êå x = y = 1 âåêòîð ñêîðîñòè (x − xy, −y + xy) íóëåâîé, ò. å. x(t) =
y(t) = 1 � ïîñòîÿííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (îäèí âîëê è îäèí çàÿö, âîëê ïîñòîÿííî
îòêóñûâàåò ïî êóñî÷êó çàéöà, ÷òîáû íå õóäåòü, à çàÿö ïîñòîÿííî òîëñòååò, â òî÷-
íîñòè óñïåâàÿ ðåãåíåðèðîâàòü îòêóøåííûå êóñî÷êè). Ýòó òî÷êó ðàâíîâåñèÿ ìû
íàøëè, ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé x− xy = −y + xy = 0.

2) Âî ëþáîé òî÷êå ëó÷à x = 1, y > 1 âåêòîð ñêîðîñòè ñìîòðèò âëåâî, â òî÷êàõ
ëó÷à x < 1, y = 1 � âíèç, â òî÷êàõ x = 1, y < 1 � âïðàâî, â òî÷êàõ x > 1, y =
1 � ââåðõ. Â îáðàçîâàííûõ ýòèìè ëó÷àìè ÷åòûðåõ êâàäðàíòàõ âåêòîðû ìîæíî
äîðèñîâàòü ïî íåïðåðûâíîñòè. Ïîëó÷èâøèåñÿ âåêòîðû ïîêàçàíû íà ñëåäóþùåì
ðèñóíêå ñëåâà.

3) Ïîñòàâèâ ðó÷êó â êàêóþ óãîäíî òî÷êó ëó÷à x = 1, y > 1, ïîâåäåì êðèâóþ
â íàïðàâëåíèè çäåøíåãî âåêòîðà ñêîðîñòè, ò. å. âëåâî, äàëüøå êðèâàÿ âìåñòå ñ
âåêòîðàìè ñêîðîñòè çàãíåòñÿ âíèç, ïåðåñå÷åò ëó÷ x < 1, y = 1 âåðòèêàëüíî è ò. ä. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èâøàÿñÿ êðèâàÿ ñäåëàåò ïîëíûé îáîðîò âîêðóã òî÷êè ðàâíîâåñèÿ
(1, 1) è âåðíåòñÿ â êàêóþ-òî òî÷êó ëó÷à x = 1, y > 1, ïðèìåðíî êàê ñèíÿÿ è çåëåíàÿ
ëèíèè íà ðèñóíêå ñïðàâà.

Ýòî õóäîæåñòâåííîå ðàññóæäåíèå íèêîèì îáðàçîì íå ïðèãîäíî äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ íàøåãî êóðñà. Ìû èçó÷èì ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå äåëàòü è äîêàçûâàòü óòâåð-
æäåíèÿ î ôàçîâûõ ïîðòðåòàõ íà ìàòåìàòè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè. Òåì íå ìåíåå,
êîãäà ÷åëîâåê ñòîëêíóëñÿ ñ íîâîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, è åìó
õî÷åòñÿ èíòóèòèâíî ïîíÿòü, êàêèå óòâåðæäåíèÿ î åå ôàçîâîì ïîðòðåòå îí ñîáèðà-
åòñÿ äåëàòü è äîêàçûâàòü, îí ïåðâûì äåëîì íàðèñóåò õóäîæåñòâåííóþ êàðòèíêó,
êàê îïèñàíî âûøå (âîçìîæíî, ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà).

Îïðåäåëåíèå. Ýòîò ñïîñîá âèçóàëèçàöèè àâòîíîìíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ïðè-
âåë ê òîìó, ÷òî àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà (∗∗) íàçûâàåòñÿ òàêæå âåêòîðíûì ïîëåì (u, v)
íà ïëîñêîñòè.

Ïîçæå ìû äàäèì áîëåå èíâàðèàíòíîå, áåñêîîðäèíàòíîå îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî
ïîëÿ (îíî óäîáíî ïî òåì æå ïðè÷èíàì, êîòîðûå ïîáóäèëè íàñ ïåðåéòè îò àðèô-
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ìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rn ê àáñòðàêòíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâàì â êóðñå
àëãåáðû).

4á. Êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Çàìå÷àíèå. Íàðèñîâàííûé íàìè ýñêèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû Ëîòêà�
Âîëüòåððà, óâû, íå ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà ïðîñòåéøèå êà÷åñòâåííûå âîïðîñû. ×òî,
íàïðèìåð, ïðîèçîéäåò ñ èíòåãðàëüíîé êðèâîé çà áîëüøîå âðåìÿ? Íàïðàøèâàþòñÿ
íåñêîëüêî âàðèàíòîâ îòâåòà:

1) Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, ñäåëàâ âûøåîïèñàííûé âèòîê âîêðóã òî÷êè ðàâíîâå-
ñèÿ è âåðíóâøèñü íà ëó÷ x = 1, y > 1, îêàæåòñÿ äàëüøå îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ, ÷åì
áûëà (ñèíÿÿ êðèâàÿ íà ïðîøëîì ðèñóíêå). Ñäåëàâ âòîðîé âèòîê, îíà îêàæåòñÿ åùå
äàëüøå, è ò. ä. Ïðè÷åì äàæå ýòî �è ò. ä.� ìîæåò îçíà÷àòü äâà ðàçíûõ èñõîäà: ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ áóäåò ïåðåñåêàòü ëó÷ x = 1, y > 1 â òî÷êàõ,
îðäèíàòû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ëèáî ê áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî ê êàêîìó-òî êîíå÷íîìó
÷èñëó.

2) Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, îáîãíóâ òî÷êó ðàâíîâåñèÿ è âåðíóâøèñü íà ëó÷ x =
1, y > 1, îêàæåòñÿ áëèæå ê òî÷êå ðàâíîâåñèÿ, ÷åì áûëà (çåëåíàÿ êðèâàÿ). Ñ ðîñòîì
÷èñëà âèòêîâ çäåñü òàêæå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

3) Ñäåëàâ âèòîê, èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ÷óäåñíûì îáðàçîì ïîïàëà â òó æå òî÷êó
ëó÷à x = 1, y > 1, èç êîòîðîé âûøëà (ìîíåòêà âñòàëà íà ðåáðî). Òîãäà âñå íîâûå
âèòêè ñîâïàäóò ñ ïåðâûì, ò. å. ðåøåíèå ñèñòåìû îêàæåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì.

Óòâåðæäåíèå. Èìååò ìåñòî âàðèàíò (3), ò. å. êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè çàéöåâ
è âîëêîâ âñåãäà ïåðèîäè÷åñêèå, è íèêòî íå âûìðåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ íà ïëîñêîñòè f(x, y) = x+y− lnx−
ln y (êàê ìû äî íåå äîãàäàëèñü � ïîòîì îáñóäèì îòäåëüíî). Íàðèñóåì åå ëèíèè
óðîâíÿ, ò. å. ëèíèè

x+ y − lnx− ln y = c (1)

äëÿ âñåâîçìîæíûõ ÷èñåë c (ñëåâà íà ðèñóíêå):

Äîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ (x, y) ñèñòåìû Ëîòêà-Âîëüòåððà

x′ = u(x, y) = x− xy, y′ = v(x, y) = −y + xy,

èìåþùàÿ õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó ñ êðèâîé (1), öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ýòîé
êðèâîé. Èíûìè ñëîâàìè, íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(t) = f

(
x(t), y(t)

)
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ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Äëÿ ýòîãî íàéäåì åå ïðîèçâîäíóþ ïî ôîðìóëå äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè: ϕ′(t) = ∂f

∂x

(
x(t), y(t)

)
x′(t) + ∂f

∂y

(
x(t), y(t)

)
y′(t) =

∂f
∂x

(x, y)u(x, y) + ∂f
∂y

(x, y)v(x, y). Âòîðîå ðàâåíñòâî â öåïî÷êå èìååò ìåñòî ïîòîìó,
÷òî ôóíêöèè x è y óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå. Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå
äàííûå íàì f, u è v, ïîëó÷èì (1− 1/x)(x− xy) + (1− 1/y)(−y + xy), ò. å. 0.

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî âûøåïðèâåäåííàÿ êàðòèíà ëèíèé óðîâíÿ ôóíê-
öèè f(x, y) = x + y − lnx − ln y è ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïîðòðåòîì ñèñòåìû Ëîòêà-
Âîëüòåððà, ò. å. ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f ÿâëÿþòñÿ ôàçîâûìè êðèâûìè ñèñòåìû
(ñïðàâà íà ðèñóíêå). 2

Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî ñèìâîëüíîå îïèñàíèå ôàçîâûõ êðèâûõ åùå íå äàåò ñèì-
âîëüíîãî îïèñàíèÿ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé. Èíûìè ñëîâàìè, ìû òåïåðü èìååì
ôîðìóëó, îòâå÷àþùóþ íà âîïðîñ: �Ñêîëüêî çàéöåâ áóäåò â ëåñó ïðè 30 âîëêàõ,
åñëè ïðè 20 âîëêàõ â ýòîì ëåñó áûâàåò 20 çàéöåâ?�, íî ïî-ïðåæíåìó íå èìååì ôîð-
ìóëû, îòâå÷àþùåé íà íà âîïðîñ: �Ñêîëüêî çàéöåâ áóäåò â ëåñó ê êîíöó ãîäà, åñëè
â íà÷àëå ãîäà áûëî 20 çàéöåâ è 20 âîëêîâ?�. Áîëåå òîãî, íàïîìèíàþ, ÷òî òàêîé
ôîðìóëû äëÿ ìîäåëè Ëîòêà�Âîëüòåððà è íå ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f , òàêàÿ ÷òî

∂f

∂x
(x, y)u(x, y) +

∂f

∂y
(x, y)v(x, y) = 0 (2)

ïðè âñåõ x è y, íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (∗∗). Îíà âàæíà òåì, ÷òî,
êàê ìû ïîêàçàëè, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (∗∗), òî åñòü
ϕ(t) = f

(
x(t), y(t)

)
� êîíñòàíòà, òî åñòü ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû (∗∗) ñîäåðæàòñÿ

â ëèíèÿõ óðîâíÿ ôóíêöèè f .

Êàê ìû óâèäåëè íà ïðèìåðå ìîäåëè Ëîòêà-Âîëüòåððà, ïåðâûé èíòåãðàë ïî-
ìîãàåò ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû è îòâåòèòü íà ìíîãèå êà÷åñòâåííûå
âîïðîñû î ïîâåäåíèè åå ðåøåíèé. Ïîýòîìó âàæíî óìåòü íàõîäèòü ïåðâûå èíòåãðà-
ëû. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî óðàâíåíèå (2) íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
åì, ïîòîìó ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ f çàâèñèò íå îò îäíîé ïåðåìåííîé t, à îò äâóõ,
è â óðàâíåíèå âõîäÿò îáå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ). Ìû íå îáñóæäàåì â ýòîì êóðñå, êàê ðåøàòü
òàêèå óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó è ïåðâûå èíòåãðàëû áóäåì èñêàòü íå ïî îïðåäåëåíèþ
(2), à äðóãèì ñïîñîáîì, êîòîðîìó ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ ëåêöèÿ.
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Êîíñïåêò ëåêöèè 2

Ïðåäóïðåæäåíèå. Â òåêñòå áóäåò ìíîãî òàâòîëîãè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé (è íè
îäíîãî ñîäåðæàòåëüíîãî). Ïðè òàêîì ðàñêëàäå ïèñàòü äîêàçàòåëüñòâà áåññìûñëåí-
íî: èõ ÷òåíèå íå ïðîÿñíÿåò ñóòü è íå ïðèâîäèò ê âûðàáîòêå íàâûêîâ. ×òîáû âûðà-
áàòûâàòü íàâûêè è êîíòðîëèðîâàòü ïîíèìàíèå, ÷èòàòåëü äîëæåí ñàìîñòîÿòåëüíî
ïðîâåðÿòü òàâòîëîãèè. Äëÿ ïîìîùè â ýòîì íåëåãêîì äåëå òàâòîëîãèè, òðåáóþùèå
ïðîâåðêè, óêàçàíû æèðíûì øðèôòîì.

Ïðîÿñíèì îñòàâøóþñÿ ñ ïðîøëîé ëåêöèè íåÿñíîñòü: êàê ìû äîãàäàëèñü, ÷òî
ñèñòåìà Ëîòêà-Âîëüòåððà x′ = u(x, y) = x−xy, y′ = v(x, y) = −y+xy èìååò ïåðâûé
èíòåãðàë x+ y− lnx− ln y, ò. å. ôàçîâûå êðèâûå èìåþò âèä x+ y− lnx− ln y = c?
Îòâå÷àÿ íà ýòîò âîïðîñ, ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ñïîñîá, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè
ïåðâûå èíòåãðàëû è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ âàæíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå dx
dt

= u(x, y), dy
dt

= v(x, y), à çàòåì, âûðàçèâ
dt èç îáîèõ ðàâåíñòâ, â âèäå

dx

u(x, y)
= dt =

dy

v(x, y)
⇒ dx

u(x, y)
=

dy

v(x, y)
⇒ v(x, y)dx = u(x, y)dy. (3)

Êàê è â ïðèìåðå ñ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ, ýòî ÷èñòî ìíåìîíè÷åñêîå äåéñòâèå ñ
íåÿñíîé ïîêà ñìûñëîâîé íàãðóçêîé ïðèâåäåò íàñ ê âåðíîìó îòâåòó. Ïðè u(x, y) =
x−xy è v(x, y) = −y+xy ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèìåò âèä y(x−1)dx = x(1−y)dy,
è â íåì ìîæíî ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå: x−1

x
dx = 1−y

y
dy. Ïðèïèñàâ çíàê èíòåãðàëà

ê îáåèì ÷àñòÿì, ïîëó÷èì x − lnx = ln y − y + c, ò. å. èñêîìîå óðàâíåíèå ôàçîâîé
êðèâîé ñèñòåìû Ëîòêà-Âîëüòåððà.

Â ñòàðûõ ó÷åáíèêàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýòè âû÷èñëåíèÿ áåç çàçðå-
íèÿ ñîâåñòè çàïèñûâàþò è êîììåíòèðóþò áóêâàëüíî êàê èçëîæåíî âûøå. Íî ìû,
êîíå÷íî, íà ýòîì íå îñòàíîâèìñÿ, è ñåãîäíÿ ïðèäàäèì ýòèì ìíåìîíè÷åñêèì äåé-
ñòâèÿì ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë. Ìû íà÷íåì ñ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â öåïî÷êå (3),
êîòîðîå òðàäèöèîííî çàïèñûâàþò â âèäå v(x, y)dx − u(x, y)dy = 0 è íàçûâàþò
�óðàâíåíèåì â äèôôåðåíöèàëàõ�.

1-ôîðìû

Ñåé÷àñ ìû îïðåäåëèì 1-ôîðìû è äåéñòâèÿ ñ íèìè. Íà÷àëî èñòîðèè áóäåò âû-
ãëÿäåòü êàê ðàññêàç ïðî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà çàóìíîì ÿçûêå, íî ïîòîì
ñòàíåò ÿñíî, çà÷åì ýòî íóæíî. Ïóñòü N � n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå. Ðîñòîê ôóíêöèè â òî÷êå x ∈ N � ýòî ôóíêöèÿ f : U → R,
îïðåäåëåííàÿ íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå U 3 x.

×àñòî ðîñòêîì ôóíêöèè â x ∈ N íàçûâàþò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òàêèõ ôóíêöèé, ñ÷èòàÿ f : U → R è
g : V → R ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè f = g íà U∩V . Äëÿ íàøèõ öåëåé ýòà òåðìèíîëîãè÷åñêàÿ ðàçíèöà íåñóùåñòâåííà,
òàê êàê ìû ââåäåì äðóãîå, áîëåå ñèëüíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ðîñòêàõ.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ðîñòêè ôóíêöèé f è g â òî÷êå a ∈ N ýêâèâàëåíòíûìè
â òî÷êå a, åñëè f(x) − g(x) = f(a) − g(a) + o(|x − a|). (Ýòî îïðåäåëåíèå òðåáóåò
âûáîðà íîðìû | · | â N , íî íå çàâèñèò îò ýòîãî âûáîðà � ïðîâåðüòå!)

Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f � ôóíêöèÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ ëèíåéíîé.
Â ïðîøëîì ãîäó ìû íàçûâàëè ýòó ëèíåéíóþ ôóíêöèþ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè
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f â òî÷êå x0, íî òåïåðü íàì áóäåò óäîáíåå íàçûâàòü òàê âåñü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
ôóíêöèè f (ìû áóäåì ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àòü åãî dfa).

Îïðåäåëåíèå. 1-ôîðìà â òî÷êå a ∈ N � äèôôåðåíöèàë ëèíåéíîé ôóíêöèè
â ýòîé òî÷êå (òî åñòü êëàññ ðîñòêîâ ôóíêöèé, ýêâèâàëåíòíûõ â ýòîé òî÷êå íåêî-
òîðîé ëèíåéíîé ôóíêöèè). Ìíîæåñòâî 1-ôîðì â òî÷êå a îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç T ∗aN
è íàçûâàåòñÿ êîêàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê N â òî÷êå a. Îíî ïî îïðåäåëå-
íèþ íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíûõ
ôóíêöèé íà N , ò. å. ñ äâîéñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì N∗.

Ýòî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå çàäàåò íà T ∗aN ñòðóêòóðó âåùåñòâåííîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ò. å. 1-ôîðìû â òî÷êå a ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü
íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Äðóãèìè ñëîâàìè ñóììó 1-ôîðì α è β ìîæíî îïðåäåëèòü
òàê: âûáåðåì ôóíêöèè f è g ñ äèôôåðåíöèàëàìè α è β ñîîòâåòñòâåííî, è îïðåäå-
ëèì ñóììó α+β êàê äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f+g â òîé æå òî÷êå. Ýòî îïðåäåëåíèå
íå çàâèñèò îò âûáîðà f è g � ïðîâåðüòå ýòî è îïðåäåëèòå àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì óìíîæåíèå ôîðìû íà ÷èñëî!

Îïðåäåëåíèå. Êîêàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì îáëàñòè U ⊂ N íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõ 1-ôîðì âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè U , ò. å. îáúåäèíåíèå êîêàñàòåëüíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ T ∗aN âî âñåõ òî÷êàõ a ∈ U . Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå îáîçíà÷àåò-
ñÿ ÷åðåç T ∗U . Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå t : T ∗U → U×N∗, îòîáðàæàþùåå
1-ôîðìó α â òî÷êå a â ïàðó

(a, ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ α) ∈ U ×N∗,

íàçûâàåòñÿ òðèâèàëèçàöèåé êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Òðèâèàëèçàöèÿ çàäàåò
íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ãëàäêóþ ñòðóêòóðó: îòîáðàæåíèå èç âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà M â êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå (èëè îáðàòíî) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåí-
öèðóåìûì èëè íåïðåðûâíûì, åñëè åãî êîìïîçèöèÿ ñ òðèâèàëèçàöèåé t ÿâëÿåò-
ñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì èëè íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
M → N ×N∗ (èëè N ×N∗ →M).

1-ôîðìû â êîîðäèíàòàõ

×òîáû ðàçîáðàòü âûøåïåðå÷èñëåííûå àáñòðàêòíûå ïîíÿòèÿ íà ïðèìåðàõ,
íàì íóæíû êîîðäèíàòû. Âûáåðåì ãëàäêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (êîîðäèíàòíûõ
ôóíêöèé) x1, . . . , xn íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå N , òî åñòü äèôôåîìîðôèçì
(x1, . . . , xn) : N → Rn (âñïîìíèòå, ÷òî ýòî òàêîå!), ïåðåâîäÿùèé êàæäóþ òî÷êó

a ∈ N â òî÷êó
(
x1(a), . . . , xn(a)

)
∈ Rn.

Ñåé÷àñ ìû ïî ýòîé ãëàäêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîñòðîèì êîîðäèíàòû â êîêàñà-
òåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗N . Êàæäàÿ êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ xi : N → R îïðåäåëÿåò
ôóíêöèþ xi : T ∗N → R, ñîïîñòàâëÿþùóþ 1-ôîðìå â òî÷êå a ÷èñëî xi(a), è îáî-
çíà÷àåìóþ ïîýòîìó òîé æå áóêâîé xi. Òàêæå äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n îïðåäåëèì
ôóíêöèþ ∂

∂xi
: T ∗N → R, çíà÷åíèå êîòîðîé íà 1-ôîðìå α â òî÷êå a îïðåäåëÿ-

åòñÿ òàê: âûáåðåì ôóíêöèþ f ñ äèôôåðåíöèàëîì α è îïðåäåëèì çíà÷åíèå ∂
∂xi

íà α êàê ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∂f
∂xi

(a). Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà f

� ïðîâåðüòå! Òàêæå ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèè x1, . . . , xn,
∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn
îáðàçóþò

ãëàäêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗N .

Çàìå÷àíèå. Åñëè ó Âàñ ïîëó÷èëîñü äîêàçàòü ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå, òî
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Âû îøèáëèñü. Óêàçàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè áóäåò
ãëàäêîé, åñëè ôóíêöèè x1, . . . , xn äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû, ïðîâåðüòå ýòî!
(Òåïåðü óæ áåç îáìàíà.)

Ïðèìåð. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî íå âåðíî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ
x(t) = t(1+ |t|) íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R1. Ýòà ôóíêöèÿ îáðàçóåò íà ïðÿìîé ãëàäêóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò (ïðîâåðüòå ýòî!); òåì íå ìåíåå, ôóíêöèè x è ∂

∂x
íå îáðàçóþò

ãëàäêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè T ∗R1 � óêàæèòå, â êàêèõ òî÷êàõ
íàðóøàåòñÿ ãëàäêîñòü!

Ïðèìåð. Ïóñòü (x, y) ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè íà R2, òîãäà T ∗R2

� ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, ∂
∂x
, ∂
∂y

). Â ýòîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò 1-ôîðìà d(x2 + y2)(1,3) (òî åñòü äèôôåðåíöèàë ðîñòêà ôóíêöèè x2 + y2 â
òî÷êå (1, 3)) èìååò êîîðäèíàòû (1, 3, 2, 6) � ïðîâåðüòå ýòî!

Ïðèìåð. Åñëè äâå 1-ôîðìû â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xn) èìåþò êîîð-
äèíàòû (x1, . . . , xn, u1, . . . , un) è (x1, . . . , xn, v1, . . . , vn) ñîîòâåòñòâåííî, òî èõ ñóììà
èìååò êîîðäèíàòû (x1, . . . , xn, u1 + v1, . . . , un + vn).

Ââåäÿ êîîðäèíàòû íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè, íóæíî íàó÷èòüñÿ äåëàòü çà-
ìåíû êîîðäèíàò. Ïóñòü u1 = f1(x1, . . . , xn), . . . , un = fn(x1, . . . , xn) � ãëàäêàÿ çà-
ìåíà êîîðäèíàò â îáëàñòè U (âñïîìíèòå, ÷òî ýòî òàêîå!); êàê íîâûå êîîðäè-
íàòû u1, . . . , un,

∂
∂u1
, . . . , ∂

∂un
íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗U âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ñòàðûå x1, . . . , xn,
∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn
? Çàïèøåì ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé

ôóíêöèè:
∂

∂x1

=
∂u1

∂x1

· ∂

∂u1

+ . . .+
∂un
∂x1

· ∂

∂un
. . .

∂

∂xn
=
∂u1

∂xn
· ∂

∂u1

+ . . .+
∂un
∂xn
· ∂

∂un
.

Íî ìû õîòèì ïîíèìàòü ýòè ðàâåíñòâà íå â ñìûñëå ïðîøëîãî ãîäà (ò. å. êàê ðà-
âåíñòâî îïðåàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé íà îáëàñòè U), à â ñìûñëå ýòîé
ëåêöèè (ò. å. êàê ðàâåíñòâî ôóíêöèé íà T ∗U). Îñóùåñòâèòå ýòîò ïåðåõîä!

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J(a) ìàòðèöó ßêîáè çàìåíû êîîðäèíàò u = f(x) â òî÷êå a ∈ U
(êîìïîíåíòû ýòîé ìàòðèöû � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂ui

∂xj
(a)). Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü

ïðèâåäåííûå âûøå ðàâåíñòâà â ìàòðè÷íîé ôîðìå:
∂
∂x1
...
∂
∂xn

 = J(x) ·


∂
∂u1
...
∂
∂un

 ,

ïîýòîìó èñêîìàÿ çàìåíà êîîðäèíàò âûãëÿäèò òàê:

u1 = f1(x)

. . .

un = fn(x)
∂
∂u1
...
∂
∂un

 = J(x)−1


∂
∂x1
...
∂
∂xn

 .
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì çàìåíó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ñ âûêèíóòîé îñüþ îðäè-
íàò, íàçûâàåìóþ �ðàçäóòèåì� (�blowup�): u = x, v = y/x. Äëÿ íåå èìååì

∂

∂x
= 1 · ∂

∂u
− y

x2
· ∂
∂v
,

∂

∂y
= 0 · ∂

∂u1

+
1

x
· ∂
∂v

Îáðàùàÿ ìàòðèöó ßêîáè J(x, y) =
(

1
0
−x/y2

1/x

)
, ïîëó÷èì çàìåíó êîîðäèíàò íà êîêà-

ñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå:

u = x, v = y,
∂

∂u
=

∂

∂x
+
y

x
· ∂
∂y
,

∂

∂v
= x · ∂

∂y

Óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà, èëè ïîëå 1-ôîðì â îáëàñòè U ⊂
N � îòîáðàæåíèå ω : U → T ∗U , ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå a ∈ U 1-ôîðìó â
ýòîé òî÷êå: ω(a) ∈ T ∗aN .

Ïðèìåð. Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f : U → N íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ ôîðìà íà U , çíà÷åíèå êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå a ∈ U ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöè-
àëîì ôóíêöèè f â ýòîé òî÷êå. Äèôôåðåíöèàë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç df .

Ñóììîé ôîðì ω1 è ω2 íà îáëàñòè U ⊂ N íàçûâàåòñÿ ôîðìà ω, òàêàÿ ÷òî
ω(a) = ω1(a) + ω2(a) â êàæäîé òî÷êå a ∈ U . Ïðîèçâåäåíèåì ôîðìû ω è ôóíêöèè
f íà îáëàñòè U íàçûâàåòñÿ ôîðìà ω′ òàêàÿ, ÷òî ω′(a) = f(a)ω(a) â êàæäîé òî÷êå
a ∈ U .

Ýòè îïåðàöèè îïðåäåëÿþò íà ìíîæåñòâå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ñòðóêòóðó ìîäóëÿ íàä êîëüöîì ôóíêöèé.

Âûøåïåðå÷èñëåííûå îïåðàöèè íàä ôîðìàìè ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ëþáóþ
äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äèôôåðåíöèàëîâ êîîð-
äèíàòíûõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè x1, . . . , xn � ãëàäêèå êîîðäèíàòû â îáëàñòè U , òî

ω = f1 · dx1 + . . .+ fn · dxn, (4)

ãäå fi : U → R � ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé â òî÷êå a ðàâíî ∂
∂xi

(
ω(a)

)
, è äèô-

ôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà dxi � äèôôåðåíöèàë êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè xi. (Ôóíêöèè
f1, . . . , fn íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè ôîðìû ω â êîîðäèíàòàõ x1, . . . , xn.)

Ïðèìåð. y2dx−2dy � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà íà ïëîñêîñòè R2 ñî ñòàíäàðò-
íûìè êîîðäèíàòàìè (x, y). Åå êîìïîíåíòû â ýòèõ êîîðäèíàòàõ � y2 è 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ∂
∂xi

(dxj) =
{

1 | i=j
0 | i 6=j . Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðå-

äåëåíèþ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ∂
∂xi

ýòî ýêâèâàëåíòíî î÷åâèäíîìó ðàâåíñòâó

∂
∂xi

(xj) =
{

1 | i=j
0 | i 6=j . Ðàçëîæèâ 1-ôîðìó ω(a) ïî áàçèñó dx1, . . . , dxn â n-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå T ∗xN , ïîëó÷èì ω(a) = b1dx1 + . . .+ bndxn. Ïðèìåíèâ
∂
∂xi

ê îáåèì ÷àñòÿì

ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ∂
∂xi

(
ω(a)

)
= b1

∂
∂xi

(dx1) + . . .+ bn
∂
∂xi

(dxn) = bi. 2

Ïðèìåð. Â ñëó÷àå, êîãäà ω = dg � äèôôåðåíöèàë, âûøåóêàçàííûå ôîðìóëû
äëÿ êîìïîíåíò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû äàþò:

dg =
∂g

∂x1

dx1 + . . .+
∂g

∂xn
dxn (5)
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(ïðîâåðüòå, ÷òî îíè äåéñòâèòåëüíî ýòî äàþò!)

Ôîðìà ω ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé (ñîîòâåòñòâåííî, äèôôåðåíöèðóåìîé), åñëè
åå êîìïîíåíòû â ãëàäêèõ êîîðäèíàòàõ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè (ñîîòâåòñòâåííî,
äèôôåðåíöèðóåìûìè) ôóíêöèÿìè. Çàìåòüòå, ÷òî ýòî íå îïðåäåëåíèå, à óòâåðæäå-
íèå; äàâàòü îïðåäåëåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò â ãåîìåòðèè � mauvais ton. Íàé-
äèòå âûøå ïî òåêñòó îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîãî/äèôôåðåíöèðóåìîãî
îòîáðàæåíèÿ â êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, ðàçáåðèòåñü, ÷òî îíî îçíà÷àåò
ïðèìåíèòåëüíî ê äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, è äîêàæèòå ýòî óòâåðæäå-
íèå!

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèåì â äèôôåðåíöèàëàõ, èëè óðàâíåíèåì Ïôàôôà íà-
çûâàåòñÿ çàïèñü ω = 0, ãäå ω � äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà.

Îñòàëîñü îáúÿñíèòü, ÷òî íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ.
Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â N íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå ïîäìíîãî-
îáðàçèå â N ðàçìåðíîñòè n− 1. Áîëåå ïîäðîáíî:

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî H ⊂ N íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â
N , åñëè â êàæäîé òî÷êå a ∈ H ñóùåñòâóåò ðîñòîê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè
f : U → R, òàêîé ÷òî dfa 6= 0 è H ∩ U = {x | f(x) = 0} (òî åñòü ìíîæåñòâî
H â îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî íóëåé
ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé íîëü � ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå). Ôóíêöèÿ f â ýòîì ñëó÷àå
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì óðàâíåíèåì ãèïåðïîâåðõíîñòè â òî÷êå a.

Ïðèìåð. Èíòåðâàë íà ïëîñêîñòè � ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, à îòðåçîê íà
ïëîñêîñòè � íåò. Ñôåðà â ïðîñòðàíñòâå � ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, à èíòåðâàë â
ïðîñòðàíñòâå � íåò. (Äîêàæèòå ýòè î÷åâèäíûå óòâåðæäåíèÿ!)

Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüH íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì, èëè èíòå-
ãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ ω = 0, åñëè â êàæäîé òî÷êå
a ∈ H 1-ôîðìà ω(a) êðàòíà äèôôåðåíöèàëó íåêîòîðîãî ëîêàëüíîãî óðàâíåíèÿ H
â ýòîé òî÷êå (à òîãäà è ëþáîãî ëîêàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîòîìó ÷òî âñå ëîêàëüíûå
óðàâíåíèÿ äàííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â äàííîé åå òî÷êå èìåþò îäèí äèôôåðåíöè-
àë � äîêàæèòå ýòî!). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ
îïðåäåëÿåìûì èì ñëîåíèåì.

Ïðèìåð. Îêðóæíîñòü x2 + y2 = 1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ â äèôôåðåí-
öèàëàõ xdx+ ydy = 0, ïîòîìó ÷òî äèôôåðåíöèàë óðàâíåíèÿ x2 + y2 − 1 â êàæäîé
òî÷êå îêðóæíîñòè ðàâåí 2xdx+ 2ydy, à çíà÷èò ôîðìà xdx+ ydy åìó êðàòíà. Ñëî-
åíèå, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì xdx + ydy = 0, ñîñòîèò èç âñåõ îêðóæíîñòåé ñ
öåíòðîì â 0.

Ïðèìåð. Ïðÿìàÿ y = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ xdy − ydx = 0, ïîòîìó
÷òî ôîðìà xdy − ydx = xdy êðàòíà äèôôåðåíöèàëó dy â êàæäîé òî÷êå ýòîé ïðÿ-
ìîé. Ñëîåíèå, îïðåäåëÿåìîå óðàâíåíèåì xdx + ydy = 0, ñîñòîèò èç âñåõ ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íîëü.
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Êîíñïåêò ëåêöèè 3

Â ïðîøëûé ðàç ìû îïðåäåëèëè óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ è èõ èíòåãðàëü-
íûå ïîâåðõíîñòè, â ýòîò ðàç ðàçáåðåì äâà åñòåñòâåííûõ âîïðîñà: êàê èõ ðåøàòü,
è êàê îíè ñâÿçàíû ñ îáû÷íûìè äèôóðàìè. Îòâåòèâ íà ýòè äâà âîïðîñà, ìû, íà-
êîíåö, îáúÿñíèì ñìûñë âûêëàäîê òèïà âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà â ñèñòåìå
Ëîòêà-Âîëüòåððà.

Ñâÿçü óðàâíåíèé â äèôôåðåíöèàëàõ ñ äèôóðàìè

Âûÿñíèì, ÷òî îçíà÷àåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ â êîîðäèíàòàõ.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü â îáëàñòè U çàäàíà ôîðìà ω = udx + vdy, êîòîðàÿ
íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, è ãëàäêàÿ êðèâàÿ C : (a, b) → U, C ′(t) 6= 0. Îáðàç
êðèâîé C ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ω = 0 åñëè è òîëüêî åñëè âåêòîð C ′(t)
êðàòåí âåêòîðó

(
v(C(t)),−u(C(t))

)
ïðè êàäîì t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îáðàç êðèâîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè a = C(t0) çàäà-
åòñÿ óðàâíåíèåì f = 0, ãäå f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî df(a) 6= 0. Äèôôåðåí-
öèðóÿ òîæäåñòâî f(C(t)) = 0 ïî t ïðè t = t0, ïîëó÷èì, ÷òî âåêòîð C ′(t0) êðàòåí

âåêòîðó
(
∂f
∂y

(a), −∂f
∂x

(a)
)
(ïðîâåðüòå ýòî!). Îïðåäåëåíèå æå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ω = 0 ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåêòîð
(
∂f
∂x

(a), ∂f
∂y

(a)
)
êðàòåí (u(a), v(a)). 2

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåò (îáúÿñíèòå, êàê!) ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó ðåøåíè-
ÿìè óðàâíåíèé â äèôôåðåíöèàëàõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè.

Ñëåäñòâèå. Ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè
x′ = −v(x, y), y′ = u(x, y) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ
u(x, y)dx+ v(x, y)dy = 0.

Ïðèìåð. Ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû x′ = −y, y′ = x (îêðóæíîñòè) ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ xdx+ ydy = 0.

Íàñ îñîáåííî èíòåðåñóåò ÷àñòíûé ñëó÷àé: îêàçûâàåòñÿ, êàæäîå íåàâòîíîìíîå
óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

y′ = f(y, x) (∗)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó äâóõ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

y′ = f(y, x), x′ = 1 (∗∗).

Áîëåå òî÷íî, ãðàôèêè ðåøåíèé y = y(x) óðàâíåíèÿ (∗) ÿâëÿþòñÿ ôàçîâûìè êðè-
âûìè ñèñòåìû (∗∗), äîêàæèòå ýòî!

Çàìå÷àíèå. Â ñèñòåìå (∗∗) è x, è y îáîçíà÷àþò ôóíêöèè x = x(t), y = y(t) îò
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t, â òî âðåìÿ êàê â óðàâíåíèè (∗) ÷åðåç y îáîçíà÷àåòñÿ
ôóíêöèÿ y = y(x) îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x.

Ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå ê ñèñòåìå (∗∗), ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå. Ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ dx/dt = u(x, t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ-
ìè óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ dx− u(x, t)dt = 0.

Ïðèìåð. Ãðàôèêè ðåøåíèé dx/dt = x (ýêñïîíåíò) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâ-
íåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ dx = xdt.
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Ñëåäñòâèå. Ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ dy/dx = v(x, y)/u(x, y) ñîäåðæàòñÿ
â ôàçîâûõ êðèâûõ ñèñòåìû óðàâíåíèé x′ = u(x, y), y′ = v(x, y).

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì äâóì ñëåäñòâèÿì, è òå, è äðóãèå ÿâëÿ-
þòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ v(x, y)dx − u(x, y)dy = 0, è ïðè
ýòîì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû.

Ïðèìåð. Ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ dy/dx = −x/y (ôóíêöèé âèäà y =√
c− x2) ñîäåðæàòñÿ â ôàçîâûõ êðèâûõ ñèñòåìû x′ = −y, y′ = x (îêðóæíîñòÿõ).

Èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì

Îïðåäåëåíèå. Ïåðâîîáðàçíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ω íà îáëàñòè U ⊂
N íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : U → R, òàêàÿ ÷òî df = ω. Ïåðâîîáðàçíàÿ îáîçíà÷àåòñÿ∫
ω. Ôîðìà, èìåþùàÿ ïåðâîîáðàçíóþ, íàçûâàåòñÿ òî÷íîé. Åñëè ó ôîðìû ω íà

ëèíåéíî ñâÿçíîé îáëàñòè U åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ f , òî èíòåãðàë
∫ b
a
ω îïðåäåëÿåòñÿ

êàê f(b)− f(a) äëÿ ëþáûõ a è b ∈ U .

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âûáîðà ïåðâîîáðàçíîé, òàê êàê ëþáûå
äâå ïåðâîîáðàçíûå ðàçëè÷àþòñÿ íà êîíñòàíòó (äîêàæèòå ýòî!)

Çàìå÷àíèå. Åñëè f � ïåðâîîáðàçíàÿ ôîðìû ω, êîòîðàÿ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â
U , òî âñå ìíîæåñòâà óðîâíÿ ïåðâîîáðàçíîé {x | f(x) = c}∩U ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ ω = 0.

Óòâåðæäåíèå. Â 1-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôîðìà òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ íà R1, è ôîðìà ω â ýòèõ
êîîðäèíàòàõ èìååò âèä udx, òîãäà ôóíêöèÿ f(t) =

∫ x
x0
u(s)ds áóäåò ïåðâîîáðàçíîé:

åå ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x ðàâíà u(x), çíà÷èò df(x) = u(x)dx = ω(x). 2

Çàìå÷àíèå. Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íå ëþáàÿ ôîðìà òî÷íà, íî, ëþáàÿ
ôîðìà, êîòîðàÿ íèãäå íå îáíóëÿåòñÿ, êðàòíà òî÷íîé (ìû ïîçæå äîêàæåì ýòî). Â
ïðîñòðàíñòâå æå áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé íå âåðíî è ýòî � ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðèìåðû ïðåäëîæåíî ïîñòðîèòü â Ëèñòêå 2.

Ñëåäñòâèå. Åñëè íåïðåðûâíàÿ ôîðìà ω íà ïðÿìîé èìååò â êîîðäèíàòàõ âèä
udx, òî

∫ b
a
ω =

∫ b
a
u(s)ds.

Çàìå÷àíèå. Ýòî ðàâåíñòâî � íå òàâòîëîãèÿ: â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò èíòåãðàë
1-ôîðìû (ñì. îïðåäåëåíèå âûøå), à â ïðàâîé � èíòåãðàë Ðèìàíà íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè u, è ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû äëÿ ïåðâîîáðàçíîé, ïîëó÷åííîé â
ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå.

Òåïåðü îáúÿñíèì íà ïðèìåðå ñèñòåìû Ëîòêà-Âîëüòåððà x′ = u(x, y) = x −
xy, y′ = v(x, y) = −y + xy, êàê âûøåñêàçàííîå ïîìîãàåò ñâîäèòü ïîèñê ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê óðàâíåíèÿì â äèôôåðåíöèàëàõ, è
êàê ðåøàòü ïîñëåäíèå.

1) Ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû x′ = u(x, y) = x− xy, y′ = v(x, y) = −y + xy � ýòî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ (y − xy)dx+ (x− xy)dy = 0.

2) Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ íå èçìåíÿòñÿ, åñëè äîìíîæèòü åãî
íà íåíóëåâóþ ôóíêöèþ. Ðàçäåëèâ íà xy, ïîëó÷èì (1/x− 1)dx+ (1/y − 1)dy = 0.

3) Ïîëó÷èâøàÿñÿ ôîðìà òî÷íà, íàéäåì åå ïåðâîîáðàçíóþ:
∫ (

(1/x−1)dx+(1/y−
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1)dy
)

=
∫

(1/x− 1)dx+
∫

(1/y − 1)dy = (lnx− x) + (ln y − y) + C.
4) Ëèíèè óðîâíÿ ïåðâîîáðàçíîé ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ â äèôôåðåí-

öèàëàõ, ò. å. ôàçîâûìè êðèâûìè èñõîäíîé ñèñòåìû.

Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå è âåêòîðíûå ïîëÿ

Òàê æå êàê ìû îïðåäåëèëè óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ è åãî ðåøåíèÿ â àá-
ñòðàêòíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, íå ââîäÿ â íåì êîîðäèíàòû, ò. å. èíâàðèàíòíî,
îïðåäåëèì ñåé÷àñ èíâàðèàíòíî ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (àâòîíîì-
íûõ, ïåðâîãî ïîðÿäêà). Â ñëó÷àå ñ ôîðìàìè íàì ïîíàäîáèëîñü äëÿ ýòîãî êîêà-
ñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, à ñåé÷àñ ïîíàäîáèòñÿ êàñàòåëüíîå. Òàê êàê èñòîðèÿ ïàðàë-
ëåëüíà ïðåäûäóùåé, ìû ïîçâîëèì ñåáå ðàññêàçàòü åå áîëåå ñæàòî.

Îïðåäåëåíèå. t-Ðîñòîê êðèâîé â òî÷êå x âåêòîðíîãî n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
N � ýòî îòîáðàæåíèå C : (a, b) → N , òàêîå ÷òî C(t) = x. t1-ðîñòîê C1 è t2-ðîñòîê
C2 â òî÷êå x íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè C1(t+ t1)−C2(t+ t2) = o(t). t1-Ðîñòîê
C â òî÷êå x íàçîâåì äèôôåðåíöèðóåìûì, åñëè îí ýêâèâàëåíòåí 0-ðîñòêó ïðÿìîé
C0(t) = x+ t · v, v ∈ N .

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð â òî÷êå x ∈ N (íå ïóòàòü ñ âåêòîðîì ïðîñòðàíñòâà
N) � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äèôôåðåíöèðóåìûõ ðîñòêîâ êðèâûõ â ýòîé òî÷êå.
Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêà êðèâîé C íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì åãî ñêîðîñòè è
îáîçíà÷àåòñÿ C ′. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ â òî÷êå x ∈ N íàçûâàåòñÿ êàñàòåëü-
íûì ïðîñòðàíñòâîì â x è îáîçíà÷àåòñÿ TxN . Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âî âñåõ òî÷êàõ
íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì è îáîçíà÷àåòñÿ TN .

Çàìå÷àíèå. Ñîïîñòàâëåíèå

(âåêòîð ñêîðîñòè 0-ðîñòêà ïðÿìîé x+ t · v) ↔ v ∈ N

çàäàåò áèåêöèþ TxN = N , êîòîðàÿ èíäóöèðóåò íà TxN ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (ïîçâîëÿåò ñêëàäûâàòü è äîìíîæàòü íà ÷èñëî âåêòîðà â äàííîé òî÷êå).
Ñîïîñòàâëåíèå

(âåêòîð ñêîðîñòè 0-ðîñòêà ïðÿìîé x+ t · v) ↔ (x, v) ∈ N ×N

çàäàåò áèåêöèþ TN = N × N , êîòîðàÿ èíäóöèðóåò íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè
òîïîëîãèþ: äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà M îòîáðàæåíèå M → TN èëè TN →M
íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì (à òàêæå äèôôåðåíöèðóåìûì, ãëàäêèì è ò. ä.), åñëè
òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñ áèåêöèåé TN = N ×N .

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïîëåì, èëè ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé íà îáëàñòè U ⊂ N íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå v : U → TN , òàêîå ÷òî v(x) ∈ TxN
äëÿ êàæäîãî x. Êðèâàÿ C : (a, b) → N íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, èëè òðà-
åêòîðèåé, èëè èíòåãðàëüíîé êðèâîé ïîëÿ, åñëè t-ðîñòîê êðèâîé C èìååò âåêòîð
ñêîðîñòè v(C(t)) ïðè êàæäîì t ∈ (a, b).

Îïðåäåëåíèå. Áèåêöèè T ∗xN = N∗ è TxN = N èíäóöèðóþò äâîéñòâåííîñòü
ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè T ∗xN è TxN , òî åñòü äëÿ 1-ôîðìû α ∈ T ∗xN è âåêòîðà v ∈
TxN îïðåäåëåíî ñïàðèâàíèå α·v ∈ R. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè 1-ôîðìó α ïðåäñòàâèòü
êàê äèôôåðåíöèàë dfx, à âåêòîð v � êàê âåêòîð ñêîðîñòè C ′ äëÿ 0-ðîñòêà êðèâîé
C, òî ÷èñëî α · v îïðåäåëÿåòñÿ êàê çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé d

dt
f(C(t)) ïðè t = 0.
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Ýòî ñïàðèâàíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïîëÿ 1-ôîðì êàê ôóíêöèè íà TN :
çíà÷åíèå ïîëÿ 1-ôîðì ω íà âåêòîðå v â òî÷êå x îïðåäåëÿåòñÿ êàê ω(x) · v. Àíàëî-
ãè÷íî, âåêòîðíûå ïîëÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè íà T ∗N .

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíîé Ëè ôóíêöèè f âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ v íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèÿ Lvf(x) = v(x) · df(x). Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì
âåêòîðíîãî ïîëÿ v, åñëè Lvf = 0.

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè âåäåò ñåáÿ êàê îáû÷íàÿ:

Lv(f + g) = Lv(f) + Lv(g), Lv(fg) = f · Lv(g) + g · Lv(f), ïðîâåðüòå!

Âåêòîðíûå ïîëÿ â êîîðäèíàòàõ

Ââåäåì êîîðäèíàòû íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè è óâèäèì, ÷òî â êîîðäèíàòàõ
âåêòîðíîå ïîëå, åãî òðàåêòîðèè è åãî ïåðâûå èíòåãðàëû ïðåâðàùàþòñÿ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, â ñèñòåìó àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà,
åå ðåøåíèÿ è åå ïåðâûå èíòåãðàëû.

Ïóñòü (x1, . . . , xn) � ãëàäêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàN . Òîãäà ôóíêöèè (x1, . . . , xn,
dx1, . . . , dxn) îáðàçóþò ñèñòåìó êîîðäèíàò íà TN (çäåñü ïîëÿ 1-ôîðì dxi ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèè íà TN , ñì. îïðåäåëåíèå âûøå).

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðîì ∂
∂x1

â òî÷êå a = (a1, . . . , an) íàçûâàåòñÿ âåêòîð ñêî-
ðîñòè ðîñòêà êðèâîé C(t) = (a1 + t, a2, . . . , an), àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðû
∂
∂x2
, . . . , ∂

∂xn
. Ýòè âåêòîðû îáðàçóþò â TaN áàçèñ, äâîéñòâåííûé áàçèñó dx1, . . . , dxn

â T ∗aN (ïðîâåðüòå!).

Âåêòîðíîå ïîëå, çíà÷åíèå êîòîðîãî â êàæäîé òî÷êå ðàâíî ∂
∂xi

, òàêæå îáîçíà-

÷àåòñÿ ∂
∂xi

è íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûì. Åñëè åãî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ íà
êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T ∗N , ýòà ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ îäíîèìåííîé êîîðäè-
íàòíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà ïðîøëîé ëåêöèè, (ïðîâåðüòå!).

Çàìå÷àíèå. Òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå ∂
∂xi

îáìàí÷èâî: ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî
îíî íàìåêàåò, áóäòî i-å êîîðäèíàòíîå ïîëå îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî êî-
îðäèíàòíîé ôóíêöèè xi. Îäíàêî ýòî íå òàê: â åãî îïðåäåëåíèè ó÷àñòâóþò âñå êî-
îðäèíàòíûå ôóíêöèè (x1, . . . , xn). Çàìåíà êîîðäèíàò íå ñîõðàíÿåò ïîëå ∂

∂xi
, äàæå

åñëè ñîõðàíÿåò ôóíêöèþ x1, ñì. ïðèìåð ñ ðàçäóòèåì òî÷êè íà ïðîøëîé ëåêöèè.

Ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå v ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
v1

∂
∂x1

+ . . . + vn
∂
∂xn

: ÷òîáû ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿëîñü, ôóíêöèþ vi íóæíî ïîëî-
æèòü ðàâíîé ïðîèçâîäíîé Ëè i-é êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè, vi = Lvxi (ïðîâåðüòå
àíàëîãè÷íî êîîðäèíàòíîé çàïèñè 1-ôîðì!). Ôóíêöèè v1, . . . , vn íàçûâàþòñÿ
êîìïîíåíòàìè ïîëÿ v â êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xn), òàêæå ïèøóò v = (v1, . . . , vn).

Êðèâàÿ C = (c1, . . . , cn) ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ïîëÿ v, åñëè è òîëüêî åñëè ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

c′1 = v1(c1, . . . , cn), . . . , c′n = vn(c1, . . . , cn). (∗)

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè ôóíêöèè f âäîëü ïîëÿ v âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ïîëÿ òàê:
Lvf = v1

∂f
∂x1

+ . . .+ vn
∂f
∂xn

. Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî Lvf = 0 îçíà÷àåò, ÷òî f �ïåðâûé
èíòåãðàë ñèñòåìû (∗). Ïðîâåðüòå ýòè óðâåðæäåíèÿ!
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Îáðàòíûå îáðàçû 1-ôîðì è ïðÿìûå îáðàçû âåêòîðîâ

Ïóñòü F : M → N äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå. 1-ôîðìà α â òî÷êå x ∈ M íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì îáðàçîì
(pullback) 1-ôîðìû β â òî÷êå y = F (x) ∈ N è îáîçíà÷àåòñÿ f ∗β, åñëè äëÿ ôóíêöèè
f , äèôôåðåíöèàë êîòîðîé â y ðàâåí β, äèôôåðåíöèàë êîìïîçèöèè f ◦F â x ðàâåí
α.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð v â òî÷êå y = F (x) ∈ N íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì îáðàçîì
âåêòîðà u â òî÷êå x ∈M è îáîçíà÷àåòñÿ f∗ω, åñëè äëÿ 0-ðîñòêà êðèâîé C, âåêòîð
ñêîðîñòè êîòîðîãî ðàâåí u, âåêòîð ñêîðîñòè êîìïîçèöèè F ◦ C ðàâåí v.

Îáà ýòèõ îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíû, òî åñòü íå çàâèñÿò îò âûáîðà f ñ äàííûì
äèôôåðåíöèàëîì η è C ñ äàííûì âåêòîðîì ñêîðîñòè u, ïðîâåðüòå!

Ëåììà. (1) Åñëè u � âåêòîð â òî÷êå x ∈ M è β � 1-ôîðìà â òî÷êå y = F (x),
òî β · F∗u = (F ∗β) · u.

Åñëè x1, . . . , xn � êîîðäèíàòû âM , è y1, . . . , yn � â N , è îòîáðàæåíèå F : M → N
çàïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíàòàõ êàê y1 = F1(x1, . . . , xn), . . . , yn = Fn(x1, . . . , xn), òî

(2) F ∗(dyi) =
∂Fi
∂x1

dx1+. . .+
∂Fi
∂xn

dxn è (3) F∗

( ∂

∂xi

)
=
∂F1

∂xi
· ∂
∂y1

+. . .+
∂Fn
∂xi
· ∂
∂yn

.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ïðåäñòàâèì u êàê âåêòîð ñêîðîñòè 0-ðîñòêà êðèâîé C â
òî÷êå x, à β � êàê äèôôåðåíöèàë dgy. Òîãäà îáå ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà
ïî èõ îïðåäåëåíèþ ðàâíû d

dt
g ◦ F ◦ C(0).

2) Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò (ïðîâåðüòå!), ÷òî F ∗(dyi) = d(yi ◦ F ) = d(Fi).
Âû÷èñëÿÿ äèôôåðåíöèàë Fi â êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷àåì ïåðâóþ èç ôîðìóë.

3) Ïóñòü F∗

(
∂
∂xi

)
= g1 · ∂∂y1 +. . .+gn · ∂

∂yn
, òîãäà êîìïîíåíòà gj ðàâíà dyj ·F∗

(
∂
∂xi

)
.

Ýòî ïî ïóíêòó 1 ðàâíî (F ∗dyj) · ∂
∂xi

, ÷òî ïî ïóíêòó 2 ðàâíî
∂Fj

∂xi
. 2

Îïðåäåëåíèå. Îáðàòíûì îáðàçîì, èëè ïðîîáðàçîì äèôôåðåíöèàëüíîé 1-
ôîðìû η íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå N ïðè äèôôåðåíöèðóåìîì îòîáðàæåíèè
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ F : M → N íàçûâàåòñÿ ôîðìà ω íà M , îïðåäåëÿåìàÿ â
êàæäîé òî÷êå b ∈M êàê F ∗η(F (b)). Îíà äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç F ∗η.

Ýòà îïåðàöèÿ íàä ïîëÿìè 1-ôîðì õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíûìè:

F ∗(η1 + η2) = F ∗(η1) +F ∗(η2), F ∗(g · η) = (g ◦F ) ·F ∗(η), F ∗(df) = d(f ◦F ) (∗)

(äîêàæèòå ýòè òàâòîëîãèè!)

Â êîîðäèíàòàõ ïðîîáðàç äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû âû÷èñëÿåòñÿ êðàéíå ïðî-
ñòî: ïóñòü (u1, . . . , un) è (x1, . . . , xm) � ãëàäêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïðîñòðàí-
ñòâàõ N è M ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì â ýòèõ êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå F è ôîð-
ìó η ïîêîìïîíåíòíî:

u1 = F1(x1, . . . , xm), . . . , un = Fn(x1, . . . , xm) è

η(u1, . . . , un) = f1(u1, . . . , un)du1 + . . .+ fn(u1, . . . , un)dun,

òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîîáðàçà F ∗η íóæíî çàìåíèòü âñå ui âî âòîðîé ôîðìóëå
ñîãëàñíî ïåðâîé ôîðìóëå:

F ∗η(x1, . . . , xm) =
(
f1 ◦ F

)
(x1, . . . , xm)dF1 + . . .+

(
fn ◦ F

)
(x1, . . . , xm)dFn
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(äîêàæèòå ýòî ðàâåíñòâî ñ ïîìîùüþ (∗)!), ãäå dFi = ∂Fi

∂x1
dx1 + . . . + ∂Fi

∂xm
dxm

äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Fi : M → R.

Ïðèìåð. Ïóñòü f : R → R2, f(t) = (t2, 1) � îòîáðàæåíèå ïðÿìîé â ïëîñêîñòü,
òîãäà f ∗(xdx + ydy) = t2 · dt2 + 1 · d1 = 2t3dt. Àíàëîãè÷íî, äëÿ g : (−1, 1) →
R2, g(t) = (t,

√
1− t2), ïîëó÷èì g∗(xdx+ ydy) = tdt− tdt = 0.

Ïîñëåäíåå îáíóëåíèå íå ñëó÷àéíî, ïîòîìó ÷òî g ïàðàìåòðèçóåò ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ xdx + ydy = 0 (òî åñòü îáðàç g ñîäåðæèòñÿ â ðåøåíèè
ýòîãî óðàâíåíèÿ). Ñôîðìóëèðóåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü â ïîëíîé îáùíîñòè.

Óòâåðæäåíèå. Ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå N , ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ îáðàçîì (n − 1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà M ïðè ãëàäêîì îòîáðàæåíèè
F : M → N , áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ ω = 0, åñëè è òîëüêî
åñëè F ∗ω = 0.

Ìû ôàêòè÷åñêè óæå äîêàçàëè ýòî óòâåðæäåíèå â íà÷àëå ëåêöèè äëÿ n = 2.
Ïîëåçíîå (íî íå ñòðîãî îáÿçàòåëüíîå) óïðàæíåíèå � íàéòè è èçëîæèòü äîêàçà-
òåëüñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n.

Àíàëîãè÷íî ðàñïðîñòðàíåíèþ ïîíÿòèÿ ïðîîáðàçà ñ 1-ôîðì íà ïîëÿ 1-ôîðì,
ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå ïðÿìîãî îáðàçà âåêòîðîâ íà âåêòîð-
íûå ïîëÿ. Íî ïðè ýòîì âîçíèêíåò ïðîáëåìà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü F : M → N � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå äèôôåðåíöèðóåìîå
îòîáðàæåíèå. Ïðÿìûì îáðàçîì ïîëÿ u íàM íàçûâàåòñÿ ïîëåN , çíà÷åíèå êîòîðîãî
â êàæäîé òî÷êå y = F (x) ∈ N îïðåäåëÿåòñÿ êàê F∗u(x). Ýòî ïîëå îáîçíà÷àåòñÿ
F∗u.

Áîëåå êîðîòêî,
(
F∗u

)
(y) = F∗u(F−1(y)). Â êîîðäèíàòàõ ýòà ôîðìóëà çàïèñû-

âàåòñÿ òàê: ïóñòü x1, . . . , xn � êîîðäèíàòû â M , è y1, . . . , yn � â N , îòîáðàæåíèå
çàïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíàòàõ êàê y1 = F1(x1, . . . , xn), . . . , yn = Fn(x1, . . . , xn), à
âåêòîðíîå ïîëå � u(x) = u1(x) ∂

∂x1
+ . . .+ un(x) ∂

∂xn
, òî(

F∗u
)

(y) =
∑
i

ui(F
−1(y))

(∂F1

∂xi
(F−1(y)) · ∂

∂y1

+ . . .+
∂Fn
∂xi

(F−1(y)) · ∂

∂yn

)
(âûâåäèòå ýòî èç ïóíêòà 3 ïðåäûäóùåé ëåììû!)

Ïðèìåð. Ïðÿìîé îáðàç âåêòîðíîãî ïîëÿ ex ∂
∂x

ïðè îòîáðàæåíèè f : R1 →
R1, f(x) = x3, â òî÷êå y ðàâåí e

3
√
y ∂f
∂x

( 3
√
y) · ∂

∂y
= 3y

2
3 e

3
√
y · ∂

∂y
. Çàìåòèì, ÷òî ãëàäêîå

ïîëå ïåðåøëî â íåãëàäêîå, è ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ ïîëå îáðàùàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
â íîëü, õîòÿ èñõîäíîå íå îáðàùàëîñü. Åñëè áû f áûëî äèôôåîìîðôèçìîì, òàêîãî
áû áûòü íå ìîãëî (ïðîâåðüòå!).

18



Êîíñïåêò ëåêöèè 4

Îâëàäåâ ÿçûêîì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ëåêöèÿõ è ïðèåìàìè èõ
ðåøåíèÿ íà ñåìèíàðàõ, ïåðåéäåì ê ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòè. Ýòà ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà
ñóùåñòâîâàíèþ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé.

Ïðèíöèï äåòåðìèíèçìà

Îí ãëàñèò, ÷òî, åñëè ìû çíàåì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû è çàêîí,
ïî êîòîðîìó îíà ìåíÿåòñÿ, òî ìîæåì îäíîçíà÷íî ïðåäñêàçàòü åå ñîñòîÿíèå â ëþáîé
ïîñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðèìåíèòåëüíî ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè ìû çíàåì óðàâíåíèå x′ = f(x, t) è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå åãî
ðåøåíèÿ x(t0) = x0, òî âïðàâå îæèäàòü, ÷òî ìîæåì îäíîçíà÷íî ïðåäñêàçàòü ïî
èìåþùèìñÿ äàííûì è âñå ïîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ x(t), t > t0.

Ïðèìåð. Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 â ëåñó áûëî 10 çàéöåâ, ÷èñëåííîñòü
êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó x′ = x, òî ñêîëüêî çàéöåâ áóäåò â ìîìåíò t = 5?
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä x(t) = Cet è ïðè t = 1 óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ 10 = Ce1, ïîýòîìó êîíñòàíòà C ðàâíà 10/e, ïîýòîìó èñêîìàÿ âåëè÷èíà
x(10) ðàâíà 10/e · e5 = 10e4 ≈ 546 çàéöåâ.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à î ïîèñêå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x′ = f(x, t), óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0) = x0, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè.

Çàìå÷àíèå. Âñå âûøåîïèñàííîå ïðèìåíèìî íå òîëüêî ê óðàâíåíèÿì x′ =
f(x, t), x : R → R, f : R × R → R, íî è ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé, çàïèñàííûì â
âåêòîðíîé ôîðìå x′ = f(x, t), x : Rn → R, f : Rn × Rn → R. Íàïðèìåð, ñèñòåìà
x′ = y, y′ = −x çàïèñûâàåòñÿ â âåêòîðíîé ôîðìå òàê: (x, y)′ = (−y, x).

Ïðèìåð. Âîïðåêè îæèäàåìîìó äåòåðìèíèçìó, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äàëåêî íå
âñåãäà ñóùåñòâóåò è äàëåêî íå âñåãäà åäèíñòâåííî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, óðàâ-
íåíèå x′ = x2 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 1. Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðìåííûõ
íàõîäèì âñå åãî ðåøåíèÿ: x(t) = − 1

t−c äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû c ∈ R. Íà÷àëüíîå
óñëîâèå x(0) = 1 îïðåäåëÿåò êîíñòàíòó c = 1, íî ïîëó÷èâøååñÿ ðåøåíèå x(t) = 1

1−t
îïðåäåëåíî íå ïðè âñåõ t ∈ R, à òîëüêî íà ëó÷å (−∞, 1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñ-

ñìîòðèì óðàâíåíèå x′ = 3x
2
3 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 0. Ó òàêîé çàäà÷è Êîøè

åñòü êàê íóëåâîå ðåøåíèå x(t) = 0, òàê è íåíóëåâîå x(t) = t3.

Ïåðâàÿ èç äâóõ îáíàðóæåííûõ íåïðèÿòíîñòåé íà ñàìîì äåëå íå ñóùåñòâóåò: ðå-
øåíèå îïðåäåëåíî è ïðè t = 1, ïðîñòî îíî òàì ðàâíî∞. Ïîçæå ìû ïðèäàäèì ýòîìó
óòâåðæäåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë. Âòîðàÿ íåïðèÿòíîñòü îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
ôóíêöèÿ f(x) = 3x

2
3 â ïðàâîé ÷àñòè íå ãëàäêàÿ, è ïîýòîìó �íå èìååò ôèçè÷åñêî-

ãî ñìûñëà�. Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòè ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè âñåãäà åäèíñòâåííî. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f = f(x, t), x ∈ Rn, t ∈ Rm, íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîé
ïî ïåðåìåííîé x â îáëàñòè U × V ⊂ Rn×Rm, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C, òàêàÿ
÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê a è b â U è t ∈ V èìååì |f(a, t)− f(b, t)| < C|a− b|.

Ïðèìåð. Ëèïøèöåâîñòü ôóíêöèé f : R1 → R1. Ëþáàÿ íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ëèïøèöåâà íà ëþáîì îòðåçêå (äîêàæèòå ýòî!), íî íå
ëþáàÿ � íà R (íàïðèìåð, f(x) = x2 � äîêàæèòå ýòî!). Ôóíêöèÿ f(x) = |x| íå
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äèôôåðåíöèðóåìà, íî íà ëèïøèöåâà íà R (äîêàæèòå ýòî!). Ëþáàÿ ðàçðûâíàÿ
ôóíêöèÿ íå ëèïøèöåâà (äîêàæèòå ýòî!). Ôóíêöèÿ f(x) =

√
x íåïðåðûâíà, íî íå

ëèïøèöåâà íà (0,+∞) (äîêàæèòå ýòî!).

Òåîðåìà Ïèêàðà-Ëèíäåë¼ôà

Òåîðåìà. Åñëè f = f(x, t), x ∈ Rn, t ∈ R, íåïðåðûâíà è ëèïøèöåâà ïî x â
îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, t0), òî çàäà÷à Êîøè x′ = f(x, t), x(t0) = x0, èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå íà èíòåðâàëå [t0 − ε, t0 + ε] ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòüòå, ÷òî â ïðèìåðå íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
ïðàâàÿ ÷àñòü íå ëèïøèöåâà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñ ëèïøè-
öåâîñòüþ íå ñâÿçàíî: òåîðåìà Ïåàíî óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíîñòè ïðàâîé ÷àñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà îñíîâàíî íà ïðèíöèïå
ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûé ìû ñíà÷àëà ïðîäåìîíñòðèðóåì íà �èãðóøå÷-
íîì� ïðèìåðå.

Ïðèìåð. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R → R ñæèìàþùàÿ, òî åñòü ëèïøèöåâà ñ êîí-
ñòàíòîé C < 1. Òîãäà óðàâíåíèå x = f(x) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è ê ýòîìó

ðåøåíèþ ïðè ëþáîì x0 ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = f
(
f
(
. . . f(︸ ︷︷ ︸
n

x0) . . .
))
.

Äåéñòâèòåëüíî:
1) åñëè áû áûëè äâà ðåøåíèÿ a 6= b, â íèõ áû íàðóøàëàñü Ëèïøèöåâîñòü:

|a− b| = |f(a)− f(b)| ïðîòèâîðå÷èò |f(a)− f(b)| < C|a− b|.
2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ñõîäèòñÿ, òàê êàê ôóíäàìåíòàëüíà: íåðàâåíñòâî

|xn+1 − xn| < |x1 − x0|Cn ñëåäóåò ïî èíäóêöèè èç |xn+1 − xn| < C|xn − xn−1|.
3) ïðåäåë a = limn→∞ xn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì:

f(a) = f(limn→∞ xn) = limn→∞ f(xn) = limn→∞ xn+1 = a.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé èäåè ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè ñëåäóþùåãî àâòîìîðôèçìà Ïèêàðà ïðîñòðàíñòâà C([t0 − ε, t0 + ε], U)
(íåïðåðûâíûå ôóíêöèè èç [t0 − ε, t0 + ε] â U):

F (ϕ) = ψ, òàêàÿ ÷òî ψ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, ϕ(s))ds.

Ýòî äîêàæåò è òåîðåìó Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà, ïîòîìó ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
â åå ôîðìóëèðîâêå � ýòî íåïîäâèæíûå òî÷êè F (äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
çàìåíÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì F (ϕ) = ϕ).

Áîëåå ïîäðîáíî, íàø ïëàí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ
f â óñëîâèè òåîðåìû Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà íåïðåðûâíà è ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé
C ïî ïåðåìåííîé x â îáëàñòè U × [t0 − r, t0 + r], ãäå U � ýòî R-îêðåñòíîñòü òî÷êè
x0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìàêñèìóì |f | íà U × [t0 − r, t0 + r].

I) Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε àâòîìîðôèçì Ïèêàðà ïåðåâîäèò ïðîñòðàíñòâî
C([t0 − ε, t0 + ε], U) â ñåáÿ.

II) Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε àâòîìîðôèçì Ïèêàðà ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîá-
ðàæåíèåì.

20



III) Åñëè ε òàêîâî, ÷òî àâòîìîðôèçì Ïèêàðà F ñæèìàþùèé, òî óðàâíåíèå
F (ϕ) = ϕ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ïðåäåëîì èòåðàöèé Ïèêàðà

ϕk = F
(
F
(
. . . F (︸ ︷︷ ︸
k

x0) . . .
))
. (∗)

IV) Óðàâíåíèå F (ϕ) = ϕ è çàäà÷à Êîøè x′ = f(x, t), x(t0) = x0, èìåþò îäíè è
òå æå ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî (I). Åñëè ε 6 min(R/M, r), òî ïðè ϕ ∈ C([t0 − ε, t0 + ε], U)

è |t − t0| < ε ïîëó÷èì
∣∣∣∫ tt0 f(ϕ(s), s)ds

∣∣∣ < Mε < R, òî åñòü F
(
ϕ
)
(t) = x0 + (íå÷òî,

ìåíüøåå R) ∈ U . Çíà÷èò, F (ϕ) òàêæå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ϕ ∈ C([t0−ε, t0 +
ε], U).

Äîêàçàòåëüñòâî (II). Àâòîìîðôèçì F : S → S íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà S ñ íîðìîé | · | íàçûâàåòñÿ C-ñæèìàþùèì îòíîñèòåëüíî ýòîé íîðìû, C ∈
(0, 1), åñëè |F (a)− F (b)| < C|a− b| ïðè ëþáûõ a è b.

Ïðè óñëîâèè ε 6 1/L äîêàæåì, ÷òî àâòîìîðôèçì Ïèêàðà áóäåò ñæèìàþùèì
îòíîñèòåëüíî íîðìû |ϕ|∞ = sup|t−t0|<ε |ϕ(t)| íà ïðîñòðàíñòâå C([t0 − ε, t0 + ε], U):

|F (ϕ)(t)−F (ψ)(t)| = |
∫ t

t0

(
f(ϕ(s), s)−f(ψ(s), s)

)
ds| 6

∫ t

t0

∣∣f(ϕ(s), s)−f(ψ(s), s)
∣∣ds 6

6
∫ t

t0

L
∣∣ϕ(s)− ψ(s)

∣∣ds 6 εL|ϕ− ψ|∞.

Çíà÷èò |F (ϕ) − F (ψ)|∞ < L|ϕ − ψ|∞, òî åñòü àâòîìîðôèçì F ÿâëÿåòñÿ (εL)-
ñæèìàþùèì.

Äîêàçàòåëüñòâî (III). Åñëè F : S → S � C-ñæèìàþùèé àâòîìîðôèçì íîð-
ìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà, ó íåãî ìîæåò íå áûòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ïðèâåäèòå
ïðèìåð! Îäíàêî,

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ïðîñòðàíñòâî S ïîëíîå (òî åñòü ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè â íåì ñõîäÿòñÿ), òî åãî C-ñæèìàþùèé àâòîìîðôèçì èìååò ðîâíî
îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ê êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk = F (xk−1) ñõîäèòñÿ
áûñòðåå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

∑
k C

k ïðè ëþáîì x0.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïîâòîðÿåò èãðóøå÷íûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé è áûëî äàíî â êóðñå Àíàëèçà-1. Â òîì æå êóðñå áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C([t0 − ε, t0 + ε], U) ïîëíî îòíîñèòåëüíî íîðìû |ϕ|∞.
Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå ê àâòîìîðôèçìó Ïèêàðà, ïîëó÷èì,
÷òî îí èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ê êîòîðîé ñõîäÿòñÿ èòåðàöèè
Ïèêàðà (∗), ïðè÷åì áûñòðåå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

∑
k(εL)k.

Äîêàçàòåëüñòâî (IV). Èíòåãðèðóÿ ïî îòðåçêó [t0, t] îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà x
′ =

f(x, t) (ïðàâàÿ ÷àñòü íåïðåðûâíà, ïîýòîìó îáå èíòåãðèðóåìû!), ïîëó÷èì x(t)+C =∫ t
t0
f(x(s), s)ds, à ïîäñòàâëÿÿ â îáå ÷àñòè t = t0 � ïîëó÷èì èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

x(t0) = x0, ÷òî C = −x0, òî åñòü x = F (x). Îáðàòíî, äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà x = F (x) (ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè,
çíà÷èò îáå ÷àñòè äèôôåðåíöèðóåìû!), ïîëó÷èì x′ = f(x, t), à ïîäñòàâëÿÿ â îáå
÷àñòè t = t0 � ïîëó÷èì íà÷àëüíîå óñëîâèå x(t0) = x0.
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Ñôîðìóëèðóåì åùå ðàç áîëåå ïîäðîáíî äîêàçàííóþ íàìè òåîðåìó:

Òåîðåìà. (Ïèêàð-Ëèíäåë¼ô) Ïóñòü f = f(x, t), x ∈ Rn, t ∈ R, íåïðåðûâíà è
ëèïøèöåâà ïî x â îáëàñòè U × [t0 − r, t0 + r], ãäå U � ýòî R-îêðåñòíîñòü òî÷êè
x0. Îáîçíà÷èì ëèïøèöåâó êîíñòàíòó è ìàêñèìóì ìîäóëÿ ôóíêöèè f íà óêàçàííîé
îáëàñòè ÷åðåç L è M ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε 6 min(r, M/R, 1/L)
çàäà÷à Êîøè x′ = f(x, t), x(t0) = x0, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà èíòåðâàëå
[t0 − ε, t0 + ε]. Ïðè ýòîì èòåðàöèè Ïèêàðà (∗) ñõîäÿòñÿ ê ýòîìó ðåøåíèþ áûñòðåå
ïðîãðåññèè

∑
k(εL)k, òî åñòü sup |ϕk − ϕk−1| < (εL)k.

Çàìå÷àíèå. ×àñòü ïðåäïîëîæåíèé â ýòîé òåîðåìå ìîæíî îïóñòèòü. Âî-
ïåðâûõ, âñå óòâåðæäåíèÿ, êðîìå ñõîäèìîñòè èòåðàöèé Ïèêàðà, îñòàþòñÿ âåðíûìè
äëÿ ε 6 min(r, M/R) (âåðõíÿÿ ãðàíèöà íå çàâèñèò îò êîíñòàíòû Ëèïøèöà ôóíê-
öèè f). Âî-âòîðûõ, óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ îñòàåòñÿ âåðíûì äëÿ
âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f (íå òîëüêî äëÿ Ëèïøèöåâûõ). Ìû íå áóäåì äîêà-
çûâàòü ýòè óòî÷íåíèÿ.
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Áèëåò ê êîëëîêâèóìó çà 1 ìîäóëü ñîñòîèò èç äâóõ âîïðîñîâ (îöåíêà 0�4 çà
êàæäûé) è ïðèìåðà (îöåíêà 0�3).

Âàðèàíòû ïåðâîãî âîïðîñà ê êîëëîêâèóìó

(Ñì. òàêæå ��7, 14, 11 â www.dyn-sys.org/public/ODE-notes/ODEprint.pdf)

1. Îïðåäåëåíèå ïîëÿ 1-ôîðì â âåùåñòâåííîì êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Îïåðàöèè íàä ïîëÿìè 1-ôîðì (ñóììà, óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ, îáðàò-
íûé îáðàç). Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè.

2. Êîìïîíåíòû ïîëÿ 1-ôîðì â ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êîìïîíåíòû ñóììû ôîðì,
îáðàòíîãî îáðàçà ôîðìû, äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè.

3. Îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ â âåùåñòâåííîì êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Îïåðàöèè íàä âåêòîðíûìè ïîëÿìè (ñóììà, óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ,
ïðÿìîé îáðàç ïðè äèôôåîìîðôèçìå). Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè âäîëü ïîëÿ.

4. Êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êîìïîíåíòû ñóììû ïî-
ëåé, ïðÿìîãî îáðàçà ïîëÿ ïðè äèôôåîìîðôèçìå, ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè âäîëü ïîëÿ â êîîðäèíàòàõ.

5. Ôàçîâàÿ êðèâàÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èíòåãðàëüíàÿ ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ. Ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû x′ =
u, y′ = v ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ vdx− udy = 0.

Âàðèàíòû âòîðîãî âîïðîñà ê êîëëîêâèóìó

(Ñì. òàêæå www.dyn-sys.org/public/ODE-notes/existUnique.pdf)

1. Ëèïøèöåâû ôóíêöèè. Ëèïøèöåâîñòü äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Ôîðìó-
ëèðîâêà òåîðåìû Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà.

2. Àâòîìîðôèçì Ïèêàðà. Ñâåäåíèå çàäà÷è Êîøè ê ïîèñêó íåïîäâèæíûõ òî÷åê
àâòîìîðôèçìà Ïèêàðà.

3. Àâòîìîðôèçì Ïèêàðà � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå.

Âàðèàíòû ïðèìåðà ê êîëëîêâèóìó (Âû äîëæíû óìåòü îáúÿñíèòü ìàòåìà-
òè÷åñêèé ñìûñë âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé â îáîñíîâàíèè ïðèìåðà).

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷à-
ñòüþ, äëÿ êîòîðîãî íå âûïîëíÿåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Íàé-
äèòå âñå åãî ðåøåíèÿ.

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè, ó êîòîðîãî íåò
íåïîñòîÿííûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Äîêàæèòå èõ îòñóòñòâèå.

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãëàäêîãî àâòîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà îäíîé ïåðåìåííîé, ó êîòîðîãî íåò íè îäíîãî ðåøåíèÿ, îïðåäå-
ëåííîãî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f : R1 → R1 è äèôôåðåí-
öèðóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ u íà R1, òàêîãî ÷òî ïîëå f∗u íå äèôôåðåíöèðóåìî (ñ
äîêàçàòåëüñòâîì íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè).
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Êîíñïåêò ëåêöèè 5

Íà ýòîé ëåêöèè ìû ïðèìåíèì òåîðåìó Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå
� ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî ïîçâîëèò
îïèñàòü âñå åå ðåøåíèÿ, èëè, âûðàæàÿñü áîëåå èíâàðèàíòíîì ÿçûêîì, îïèñàòü âñå
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû â ìàòðè÷íûõ ãðóïïàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1ãî ïîðÿäêà
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ ìàòðèöåé A � ñèñòåìà âèäà

x′ = A · x, x ∈ Rn, (∗)

ãäå A � ìàòðèöà n× n.

Óòâåðæäåíèå. 1) Äëÿ ëþáîãî a ∈ Rn ôóíêöèÿ xa(t) = etA · a ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû (∗) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì xa(0) = a.

2) Ó ñèñòåìû (∗) íåò äðóãèõ ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ðÿä xa(t) = etA ·a =
∑∞

k=0
tkAka
k!

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåð-

íî, åãî ìîæíî ïî÷ëåííî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü: x′a(t) =
∑∞

k=1
tk−1Aka
(k−1)!

= A · etA · a,
ïîýòîìó xa � ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå x(·) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x(0), è ïîýòîìó ñîâïàäàåò ñ etA ·x(0). Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü åñòü äâà ðåøåíèÿ x è y, äëÿ êîòîðûõ x(0) = y(0), íî x(t) 6= y(t) äëÿ êàêîãî-òî
t > 0. Âûáðàâ òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü t0 âñåõ òàêèõ t, ïîëó÷èì, ÷òî x(t0) = y(t0),
íî x 6= y â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè t0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå Ïèêàðà-
Ëèíäåëåôà î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè t0. 2

Ñì. òàêæå ïîäðîáíåå â www.dyn-sys.org/public/ODE-notes/exponent.pdf è
âû÷èñëåíèå etA â www.dyn-sys.org/public/ODE-notes/exponent-calculation.pdf

Ïðèìåð. Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
{

x′=y
y′=−x èìåþò âèä

(
x(t)
y(t)

)
= et(

01
−10) ·

(
a
b

)
=(

a cos t+b sin t
b cos t−a sin t

)
.

Ñëåäñòâèå. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (∗) îáðàçóþò n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ôóíêöèé x : R→ Rn.

Ìû óêàæåì äâà âàæíûõ ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà: ðåøåíèå ëèíåé-
íûõ àâòîíîìíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ è îïèñàíèå îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï â ìàòðè÷íûõ ãðóïïàõ.

Ëèíåéíûå àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n � óðàâíåíèå âèäà
x(n) = f(x(n−1), . . . , x′, x, t). Çàäà÷à Êîøè ïîðÿäêà n � çàäà÷à ïîèñêà ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n, óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(0) = c0, x

′(0) =
c1, . . . , x

(n−1)(0) = cn−1.

Ýòà çàäà÷à Êîøè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî
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ïîðÿäêà:

x′ = x1

x′1 = x2

. . .
x′n−2 = xn−1

x′n−1 = f(xn−1, . . . , x1, x, t)


x(0)
x1(0)
. . .
xn−1(0)

 =


c
c1

. . .
cn−1

 .

Ñëåäñòâèå. Çàäà÷à Êîøè óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n ñ n ðàç íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïðèìåð. Ðàñøèðÿÿ âñå ðåøåíèÿ x : R1 → R1 óðàâíåíèÿ x′′ + x = 0 äî âåêòîð-
ôóíêöèé (x, y) : R1 → R2, y(t) = x′(t), ïîëó÷èì âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç ïðåäûäó-
ùåãî ïðèìåðà.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè � óðàâíåíèå âèäà

x(n) + a1x
(n−1) + . . .+ anx = g(t). (∗∗)

Çäåñü x(k) � k-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè x. Îíî íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ïðàâàÿ
÷àñòü ðàâíà 0.

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (∗∗) ñâîäèòñÿ îïèñàííûì âûøå ïðèåìîì ê ñèñòåìå ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé âèäà (∗).

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (∗∗) îáðàçóåò âåê-
òîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ôóíêöèé R→ R. Òàê êàê ïî ïðåäû-
äóùåìó ñëåäñòâèþ ýòî ïðîñòðàíñòâî íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðîñòðàíñòâîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è Êîøè, òî îíî n-ìåðíî.

Ñåé÷àñ ìû óãàäàåì âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (∗∗).

Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè óðàâíåíèÿ (∗∗) íàçûâàþòñÿ
êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ λn + a1λ

n−1 + . . .+ an = 0.

Îïðåäåëåíèå. Êâàçèìîíîìàìè ñòåïåíè k ñ ïîêàçàòåëåì a±ib (áîëåå êîðîòêî,
(k, a± ib)-êâàçèìîíîìàìè) íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè tkeat sin(bt) è tkeat cos(bt). Ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ êâàçèìîíîìîâ íàçûâàåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì.

Ïðèìåð. Âñå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû x′ = Ax � êâàçèìíîãî-
÷ëåíû ñ ïîêàçàòåëÿìè, ðàâíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëàì ìàòðèöû A.

Óòâåðæäåíèå. Ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (∗∗) � ëèíåéíûå êîìáèíà-
öèè (k, λ)-êâàçèìîíîìîâ, òàêèõ ÷òî λ � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî óðàâíåíèÿ (∗∗)
êðàòíîñòè áîëüøå k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì íàçûâàòü êâàçèìîíîìû, îïèñàííûå â óòâåðæäåíèè,
íóæíûìè. Çàìåòèì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (∗∗) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáè-
íàöèÿìè íóæíûõ êâàçèìîíîìîâ: äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ëèíåé-
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íîé ñèñòåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ìàòðèöåé

A =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
−an −an−1 −an−2 . . . −a1

 ,

à ýòî � êëåòêà Ôðîáåíèóñà äëÿ ìíîãî÷ëåíà λn + a1λ
n−1 + . . . + an = 0, ïîýòîìó

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A � êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà (ñì. êóðñ Àëãåáðà-1), ïîýòîìó
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñîñòîÿò èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé íóæíûõ êâàçèìîíîìîâ (ñì.
ïðåäøåñòâóþùèé ïðèìåð), ïîýòîìó òàêîé æå âèä èìååò è ëþáîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (∗∗). Òàêèì îáðàçîì èìååì âëîæåíèå:

{ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (∗∗)} ⊂ {êîìáèíàöèè íóæíûõ êâàçèìîíîìîâ}

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ n-ìåðíîå (ñì. ïðåäøåñòâóþùåå çàìå÷à-
íèå), à âòîðîå � íå áîëåå ÷åì n-ìåðíîå, ïîòîìó ÷òî ÷èñëî ïàð (k, λ), òàêèõ ÷òî λ
� õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî êðàòíîñòè áîëüøå k, ðàâíî ñòåïåíè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ, òî åñòü n. Ïîýòîìó âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì. Äâà (íåòðè-
âèàëüíûõ) ñëåäñòâèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà � (1) âñå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàöèÿìè
íóæíûõ êâàçèìîíîìîâ, è (2) ðàçìåðíîñòü âòîðîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n, òî åñòü
ïîðîæäàþùèå åãî êâàçèìîíîìû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. 2

Ðåçîíàíñ

Óòâåðæäåíèå. Ñðåäè ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (∗∗), â êîòîðîì ïðà-
âàÿ ÷àñòü � (m, β)-êâàçèìîíîì, åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êâàçèìîíîìîâ ñ ïîêà-
çàòåëåì β ñòåïåíåé k 6 m+ (êðàòíîñòü β êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî è ìîæåò áûòü íàéäåíî â ëþáîì ó÷åáíèêå, íà-
ïðèìåð http://www.dyn-sys.org/public/ODE-notes/LinearSystems.pdf

Çàìå÷àíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòü óðàâíåíèÿ âèäà (∗∗) ñ ïðîèçâîëüíûì êâà-
çèìíîãî÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè, ïîòîìó ÷òî íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ñâîäèòü ê îäíîðîäíûì òàê æå, êàê è îáû÷íûå ëèíåéíûå:
îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (∗∗) ÷åðåç Lx, òîãäà

{âñå ðåøåíèÿ Lx = g1 + . . .+ gk} = {âñå ðåøåíèÿ Lx = 0}+
+(îäíî ðåøåíèå Lx = g1) + . . .+ (îäíî ðåøåíèå Lx = gk)

Ïðèìåð. ×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå x′′+x = cos
√

17t (ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê
ðàñêà÷èâàþò íå â ðåçîíàíñ), ïðèáàâèì êàêîå-íèáóäü åãî ðåøåíèå êî âñåì ðåøåíè-
ÿì îäíîðîäíîãî x′′+x = 0. Òàê êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îäíîðîäíîãî ðàâíû
±i, âñå åãî ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè (0, ±i)-êâàçèìîíîìîâ, òî
åñòü èìåþò âèä a cos t + b sin t. Òàê êàê

√
−17 èìååò êðàòíîñòü 0 êàê õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîå ÷èñëî, òî íåêîòîðîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèåé (0,

√
−17)-êâàçèìîíîìîâ, òî åñòü èìååò âèä c cos

√
17t+d sin

√
17t

äëÿ ïîäõîäÿùèõ ÷èñåë c è d, êîòîðûå íóæíî íàéòè. Ïîäñòàâëÿÿ x(t) = c cos
√

17t+
d sin

√
17t â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì −16c = 1 è d = 0, ïîýòîìó âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x′′ + x = cos
√

17t èìåþò âèä a cos t+ b sin t− 1
16

cos
√

17t. Îíè îãðàíè÷åíû.
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Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x′′ + x = cos t (ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê
ðàñêà÷èâàþò â ðåçîíàíñ) íóæíî èñêàòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (1,±i)-
êâàçèìîíîìîâ, òî åñòü â âèäå ct cos t+ dt sin t, ïîòîìó ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ êâàçèìîíîìîì ñ ïîêàçàòåëåì i, êîòîðûé èìååò êðàòíîñòü 1 êàê õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî. Íàéäÿ c = 0 è d = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
x′′ + x = cos t èìåþò âèä a cos t + b sin t + t sin t. Îíè íåîãðàíè÷åíû (ìàÿòíèê
ðàñêà÷èâàåòñÿ âñå ñèëüíåå).

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû ìàòðè÷íûõ ãðóïï

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rn×n íàáîðîâ n2 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë êàê ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n.

Îïðåäåëåíèå. Îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïîé GLn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
íåâûðîæäåííûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n × n ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ.
Ýòî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìàòðèö Rn×n. Êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî TEGLn â åäèíè÷íîé ìàòðèöå E ∈ GLn íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ëè ýòîé
ãðóïïû è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç gl n. Îíî îáû÷íî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì
âñåõ ìàòðèö Rn×n: êàæäîé ìàòðèöå A ∈ Rn×n ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð
ñêîðîñòè ϕ′(0) êðèâîé ϕ(t) = E + tA.

Îïðåäåëåíèå. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû GLn íàçûâàåòñÿ
ãëàäêèé ãîìîìîðôèçì R→ GLn (íå ïóòàòü ñ ãîìåîìîðôèçìîì!).

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ gl n îòîáðàæåíèå ϕ : R→ GLn, ϕ(t) = etA,
ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé, è äðóãèõ íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé ÷àñòè íàïîìíèì ðàâåíñòâî

eAeB = EA+B (∗ ∗ ∗)

äëÿ êîììóòèðóþùèõ ìàòðèö (òî åñòü òàêèõ, ÷òî AB = BA). Îíî ñëåäóåò èç

îïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíòû ÷åðåç ñòåïåííîé ðÿä:
∑

i
Ai

i!

∑
j
Bj

j!
=
∑

k

∑
i+j=k

AiBj

i!j!
=∑

k
1
k!

∑
i+j=k

k!
i!j!
AiBj =

∑
k

(A+B)k

k!
(ãäå òóò èñïîëüçîâàíà êîììóòàòèâíîñòü?).

Çàìå÷àíèå. Åñëè A è B íå êîììóòèðóþò, ðàâåíñòâî (∗ ∗ ∗) ìîæåò íå âûïîë-
íÿòüñÿ. Ïðèäóìàéòå ïðèìåð!

Äîêàçàòåëüñòâî ãîìîìîðôíîñòè. Òàê êàê tA è sA êîììóòèðóþò, ïîëó-
÷àåì e(s+t)A = esA+tA = esAetA.

Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè. Ïóñòü ϕ : R → GLn � ãëàäêèé ãîìî-
ìîðôèçì, òàêîé ÷òî ϕ′(0) = A. Äîêàæåì, ÷òî ϕ(t) = etA. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâ-
ëÿÿ â îïðåäåëåíèå ãîìîìîðôíîñòè ϕ(s + t) = ϕ(t)ϕ(s) îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà ϕ(s) = E + sA + o(s), ïîëó÷àåì ϕ(s + t) = ϕ(t) + sϕ(t)A + o(s), òî åñòü
ϕ′(t) = ϕ(t)A, òî åñòü êðèâàÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àâòîíîìíîé ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé X ′ = X · A ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ϕ(0) = E. Ïî òåîðåìå Ïèêàðà-
Ëèíäåëåôà èçâåñòíîå íàì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷èX(t) = etA ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Çàìå÷àíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé X ′ = X · A íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì
âåêòîðíûì ïîëåì íà GLn. Íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ýòî âåêòîðíîå ïîëå
v(X) = XA ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äèôôåîìîðôèçìàõ ëåâûõ ñäâèãîâ LB(X) = BX, òî
åñòü âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (LB)∗v = v. Ïðîâåðüòå ýòî!
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Êîíñïåêò ëåêöèè 6

Ïîìèìî ðàíåå ðåêîìåíäîâàííîãî ó÷åáíèêà �Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ� Áóôåòîâà, Ãîí÷àðóê è Èëüÿøåíêî www.dyn-sys.org/wiki/Êóðñû_â_ÌÃÓ
/ÎÄÓ_îñåíü_2011, ìàòåðèàë âòîðîãî ìîäóëÿ íóæíî èçó÷àòü ïî îäíîèìåííîìó ó÷åá-
íèêó Àðíîëüäà (äîñòóïåí â ïàïêå ñ äîìàøíèì çàäàíèåì
drive.google.com/folderview?id=0By7XUkn5_e01Z2F5Sy1PSFdkQ3c&usp=sharing).
Ïîñëå ýòîé ëåêöèè òàì ìîæíî ïðî÷èòàòü ïðî óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ è ïðî âû-
ïðÿìëåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé.

Çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé

Ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé âîïðîñ ïîñëå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè: êàêîâ õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ
äàííûõ çàäà÷è Êîøè? Ìîæåò ëè ýòî ðåøåíèå èçìåíÿòüñÿ ñêà÷êàìè ïðè íåïðå-
ðûâíîì èçìåíåíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ? Åñëè íåò, òî ñ êàêîé ñêîðîñòüþ îíî áóäåò
ìåíÿòüñÿ? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû, çàôèêñèðóåì êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî
U ⊂ Rn, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî ìû ïîçâîëèì ìåíÿòüñÿ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ çàäà-
÷è Êîøè, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà ïðèìåíèìà ê çàäà÷àì
Êîøè ñî âñåìè âîçìîæíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èç U .

Áîëåå òî÷íî, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû δ,
r è L, òàêèå ÷òî ôóíêöèÿ f = f(x, t), x ∈ Rn, t ∈ R, íåïðåðûâíà è ëèïøèöåâà ïî
x â îáëàñòè (δ-îêðåñòíîñòü U)× [t0 − r, t0 + r]. Îáîçíà÷èì ëèïøèöåâó êîíñòàíòó è
ìàêñèìóì ìîäóëÿ ôóíêöèè f íà óêàçàííîé îáëàñòè ÷åðåç L èM ñîîòâåòñòâåííî, è
âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ε < min(r,M/δ, 1/L). Òîãäà òåîðåìà Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà
ïðèìåíèìà ê çàäà÷å Êîøè x′ = f(x, t), x(t0) = a, äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
a èç îáëàñòè U ⊂ Rn: ó ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ðåøåíèå xa : [t0, t0 +
ε]→ Rn. Óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü ýòîò âûâîä â ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèÿõ:

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåîáîçíà÷èâ xa(t) ÷åðåç x(a, t), ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå x :
U × [t0, t0 + ε]→ Rn, íàçûâàåìîå îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
x′ = f(x, t) íà èíòåðâàëå [t0, t1] íàä îáëàñòüþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé U . Îáùèìè
èòåðàöèÿìè Ïèêàðà äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
xk : U × [t0, t0 + ε]→ Rn, çàäàííóþ ðåêóððåíòíî ôîðìóëîé

xk+1(a, t) = a+

∫ t

t0

f(xk(a, s), s)ds, x0(a, t) = a. (∗)

Ïðèìåð. Åñëè f(x, t) = A·x, òî x(a, t) = etA·a, è xk(a, t) = (E+tA+. . .+ (tA)k

k!
)·a.

Òåîðåìà. (îáùèé Ïèêàð-Ëèíäåë¼ô) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è ëèïøè-
öåâà ïî x â îáëàñòè (δ−îêðåñòíîñòü U) × [t0 − r, t0 + r]. Îáîçíà÷èì ëèïøèöåâó
êîíñòàíòó è ìàêñèìóì ìîäóëÿ ôóíêöèè f íà óêàçàííîé îáëàñòè ÷åðåç L è M ñî-
îòâåòñòâåííî, è âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ε < min(r,M/δ, 1/L). Òîãäà óðàâíåíèå
x′ = f(x, t) èìååò åäèíñòâåííîå îáùåå ðåøåíèå íà èíòåðâàëå [t0, t0 + ε] íàä U . Ïðè
ýòîì èòåðàöèè Ïèêàðà (∗) ñõîäÿòñÿ ê ýòîìó ðåøåíèþ áûñòðåå ïðîãðåññèè

∑
k(εL)k,

òî åñòü sup |xk − xk−1| < (εL)k.

Âîïðîñ î çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé òåïåðü
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: íåïðåðûâíî ëè îáùåå ðåøåíèå? Äèôôåðåíöèðóåìî
ëè? Åñëè äà, òî êàê èñêàòü åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå?
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Òåîðåìà. Â óñëîâèÿõ ïðîøëîé òåîðåìû îáùåå ðåøåíèå íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà îáùåå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (∗) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé â ñìûñëå íîðìû |ϕ|∞ =
sup |ϕ|, ïîýòîìó è ñàìî íåïðåðûâíî.

Çàìå÷àíèå. Ñ äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ òàê óæå íå ïîëó÷èòñÿ, òàê êàê äèô-
ôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ìîãóò ñõîäèòüñÿ ïî ýòîé íîðìå ê íåäèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

Ñíà÷àëà îáðèñóåì, ÷åãî õîòèì ïîëó÷èòü, íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè, à
ïîòîì ñ àêêóðàòíûìè ôîðìóëèðîâêàìè è äîêàçàòåëüñòâàìè.

Ôèçè÷åñêèé óðîâåíü ñòðîãîñòè. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå x′ = f(x, t), èìåþùåå íóëåâîå ðåøåíèå x0(t) = 0 (òî åñòü f(0, t) = 0). Äëÿ
êàæäîãî ìàëîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ a îíî òàêæå èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå xa :
R → Rn, xa(0) = a. Íàñ èíòåðåñóåò, êàê ïî íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ òàêîãî ðåøåíèÿ
xa(0) = a óçíàòü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè åãî çíà÷åíèå xa(t) â äðóãîé ìîìåíò âðå-
ìåíè t. Èíûìè ñëîâàìè, õî÷åòñÿ âûäåëèòü ëèíåéíóþ ÷àñòü xa(t) = Y (t) · a+ o(|a|)
è íàéòè çàäàþùóþ åå n× n-ìàòðèöó Y . Àïðèîðè ìû çíàåì òîëüêî, ÷òî Y (0) = E.
(Îòêóäà?)

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà x′ = v, v′ = − sinx
(çäåñü x è v � ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü ìàÿòíèêà, ïåðâîå óðàâíåíèå � îïðåäåëåíèå
ñêîðîñòè, à âòîðîå � âòîðîé çàêîí Íüþòîíà). Îíè èìåþò ÷àñòíîå ðåøåíèå x(t) =
v(t) = 0 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (0, 0) (ìàÿòíèê âèñèò íåïîäâèæíî), íî äðóãèå
èõ ðåøåíèÿ (ìàÿòíèê ðàñêà÷èâàåòñÿ ñ íåíóëåâîé àìïëèòóäîé h) â ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèÿõ íå âûðàæàåòñÿ. Òåì íå ìåíåå, íàì õî÷åòñÿ íàéòè èõ õîòÿ áû â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè. Áîëåå òî÷íî, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç (xh, vh) ðàñêà÷èâàíèå ñ àìïëèòóäîé h
(òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x′ = v, v′ = − sinx, x(0) = h, v(0) = 0), ìû õîòèì

íàéòè ñòîëáåö y = y(t), òàêîé ÷òî
(
xh
vh

)
= hy + o(h).

Èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: âûäåëèì ëèíåéíóþ ÷àñòü ó èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:
f(x, t) = A(t) · x + o(|x|), ãäå A(t) � n × n-ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂fi

∂aj
(0, t)

(à ïî÷åìó ìàòðèöà ëèíåéíîé ÷àñòè ñîñòîèò èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ?).
Ôèçè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ äîëæíà íàì ïîäñêàçûâàòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (îáîçíà÷åííàÿ âûøå ÷åðåç Y ) ñàìà áóäåò ðåøåíèåì ëèíåéíîé
÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ x′ = f(x, t) = A(t) · x+ o(|x|):

Y ′(t) = A(t) · Y (t). (1)

Ýòî óðàâíåíèå òàêæå íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèÿ x′ = f(x, t), èëè óðàâ-
íåíèåì â âàðèàöèÿõ.

Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà. Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
x′ = v, v′ = − sinx = −x + o(x) � ýòî óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

x̃′ = ṽ, ṽ′ = −x̃. Îíè, â îòëè÷èå îò èñõîäíûõ, ëåãêî ðåøàþòñÿ:
(
x̃h
ṽh

)
= Y (t) ·

(
h
0

)
=

et(
0 1
−1 0 ) ·

(
h
0

)
= h

(
cos(t)
sin(t)

)
, è èõ ðåøåíèå, ñîãëàñíî ôèçè÷åñêîé èíòóèöèè, áóäåò ëèíå-

àðèçàöèåé ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
(
xh
vh

)
= h

(
cos(t)
sin(t)

)
+ o(h). Â ÷àñòíîñòè,
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÷àñòîòà êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûðàæàåòñÿ
â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ (îíà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëîì), ïðè ìàëûõ
àìïëèòóäàõ áóäåò ïðèìåðíî ðàâíà ÷àñòîòå 1/2π ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

Çàìå÷àíèå. Âñå òî æå ñàìîå ðàáîòàåò è äëÿ óðàâíåíèÿ x′ = f(x, t), ó êîòîðîãî
íåò ðåøåíèÿ x0(t) = 0, íî èçâåñòíî êàêîå-òî äðóãîå ðåøåíèå xa0 , xa0(0) = a0, è ìû
õîòèì íàéòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè áëèçêèå ðåøåíèÿ xa0+a äëÿ ìàëûõ a. Çàìåòèì,
÷òî ðàçíîñòè za = xa0+a − xa0 , óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ z′ = f

(
z + xa0(t), t

)
−

f
(
xa0(t), t

)
; îáîçíà÷èì åãî ïðàâóþ ÷àñòü ÷åðåç g(z, t). Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå èìååò

íóëåâîå ðåøåíèå z0(t) = 0, ê íåìó ïðèìåíèìû ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ: âûäåëÿÿ
ëèíåéíûå ÷àñòè za(t) = Y (t)·a+o(|a|) è g(x, t) = A(t)·x+o(|x|), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
â âàðèàöèÿõ (1). Â íåì ýëåìåíòû ìàòðèöû A � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè
g(z, t) = f

(
z + xa0(t), t

)
− f

(
xa0(t), t

)
ïî z ïðè z = 0, òî åñòü

A(t) =

(
∂fi
∂xj

(xa0(t), t)

)
. (2)

Ìàòåìàòè÷åñêèé óðîâåíü ñòðîãîñòè.

Îêàçûâàåòñÿ, ôèçè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ íàñ íå ïîäâåëà: ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x′ =
f(x, t) áóäóò â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ (1) ñ ìàò-
ðèöåé (2). Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà òàêîâà:

Òåîðåìà î ëèíåàðèçàöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f = f(x, t), x ∈ Rn, t ∈ R, äâà-
æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè (δ−îêðåñòíîñòü U)× [t0 − r, t0 + r].
Îáîçíà÷èì ìàêñèìóì ìîäóëÿ f è íîðìû df íà óêàçàííîé îáëàñòè ÷åðåç M è L
ñîîòâåòñòâåííî è âûáåðåì ε 6 min(r, δ/M, 1/L). Òîãäà

1) óðàâíåíèå x′ = f(x, t) èìååò åäèíñòâåííîå îáùåå ðåøåíèå x íà èíòåðâàëå
(t0 − ε, t0 + ε) íàä U ,

2) ýòî îáùåå ðåøåíèå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî, è

3) åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Y =
(
∂x(a,t)
∂a1

, . . . , ∂x(a,t)
∂an

)
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

â âàðèàöèÿõ (1) ñ ìàòðèöåé (2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Ïóíêò 1 ñëåäóåò èç òåîðåìû Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà,
òàê êàê ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ L-ëèïøèöåâîé. Ïóñòü x1, x2, . . . � èòåðàöèè Ïèêàðà,
ñõîäÿùèåñÿ ê îáùåìó ðåøåíèþ x óðàâíåíèÿ x′(a, t) = f(x(a, t), t), x(a, 0) = a
(øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t). Ðàññìîòðèì òàêæå çàäà÷ó Êîøè

x̃′(a, t) = f(x̃(a, t), t), ỹ′(a, t) = A(a, t) · ỹ(a, t), x̃(a, 0) = 0, ỹ(t0) = E,

ãäå A(a, t) � n×n-ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂fi
∂xj

(x(a, t), t), à íåèçâåñòíûå ôóíê-

öèè x̃ è ỹ � ñòîëáåö âûñîòû n è n×n-ìàòðèöà ñîîòâåòñòâåííî. Ýòà çàäà÷à ïî óñëî-
âèþ óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà (ïî÷åìó?), çíà-
÷èò åå èòåðàöèè Ïèêàðà (x̃1, ỹ1), (x̃2, ỹ2), . . . ñõîäÿòñÿ ê åå îáùåìó ðåøåíèþ (x̃, ỹ).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ èòåðàöèé Ïèêàðà ïðè ëþáîì i èìååì ðàâåí-
ñòâà xi = x̃i è ỹi = (∂x̃i(a,t)

∂a1
, . . . , ∂x̃i(a,t)

∂an
). Ïðè i = 0 îáà îíè � òàâòîëîãèè, à ïðè i > 0

ñëåäóþò ïî èíäóêöèè ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Ïèêàðà (ïðîâåðüòå!). Èç

íèõ ñëåäóåò, ÷òî ỹi = (∂xi(a,t)
∂a1

, . . . , ∂xi(a,t)
∂an

). Ïðèìåíèì òåîðåìó èç àíàëèçà:

Òåîðåìà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé xi ñõîäèòñÿ
ïî íîðìå | · |∞ ê x, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ yi = x′i ñõîäèòñÿ ïî íîðìå
| · |∞ ê y, òî ôóíêöèÿ x äèôôåðåíöèðóåìà, è åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà y.
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Â íàøåé ñèòóàöèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåë x = limxi èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå, è ỹ = (∂x(a,t)

∂a1
, . . . , ∂x(a,t)

∂an
), òî åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ ñîâïàäàåò

ñ ìàòðèöåé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îáùåãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî èëè, ÷òî

òî æå ñàìîå, èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ai
ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ. Äëÿ
ïðîèçâîäíîé ïî t ýòî ñëåäóåò èç ñàìîãî óðàâíåíèÿ ∂x

∂t
= f(x, t). 2

Äàëüøå ìû óâèäèì, ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû íå òîëüêî ïðèáëè-
æàþò ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû êîëè÷åñòâåííî, íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ è êà÷å-
ñòâåííî âåäóò ñåáÿ òàê æå. ×òîáû ýòî óâèäåòü, ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ýêâèâàëåíòíîñòü è íîðìàëüíûå ôîðìû âåêòîðíûõ ïîëåé

Â ïåðâîì ìîäóëå ìû â îñíîâíîì ó÷èëèñü ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ñèìâîëüíî, à â ýòîì áóäåì ó÷èòüñÿ èññëåäîâàòü êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé,
êîòîðûå íå ðåøàþòñÿ ÿâíî. Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñèñòåìàõ àâòîíîìíûõ óðàâíå-
íèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ, òî
åñòü íà ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëÿõ. Ïðèìåðû êà÷åñòâåííûõ âîïðîñîâ: ñóùåñòâóþò
ëè ó ïîëÿ îãðàíè÷åííûå/íåîãðàíè÷åííûå/çàìêíóòûå ôàçîâûå êðèâûå? Ñêîëüêî
ôàçîâûõ êðèâûõ ïðèìûêàþò ê äàííîìó íóëþ ïîëÿ?

Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå v îïðåäåëåíî è ãëàäêî â îáëàñòè V ⊂ Rn. Ïî òåîðåìå
Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó a ∈ V â ìîìåíò âðåìåíè 0 ïðîõîäèò
åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëÿ ϕ : (t1, t2) → V, ϕ′ = v(ϕ), ϕ(0) = a. Çàìåòüòå,
÷òî èç íåå ìîæíî ñäâèãîì âðåìåíè íà ïðîèçâîëüíîå t0 ∈ R ïîëó÷àòü îñòàëüíûå
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç a òðàåêòîðèè: ψ(t) = ϕ(t+ t0), ψ′ = v(ψ), ψ(t0) = a.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûå ïîëÿ u â îáëàñòè U ⊂ Rn è v â îáëàñòè V ⊂ Rn íà-
çûâàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì
f : U → V , ïåðåâîäÿùèé u â v, òî åñòü f∗u = v. Ïîëÿ u è v íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì f : U → V , ïåðåâîäÿùèé
òðàåêòîðèè u â òðàåêòîðèè v: åñëè ϕ : R → U � òðàåêòîðèÿ u, òî f ◦ ϕ : R → V �
òðàåêòîðèÿ v, è ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ v ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì.

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê äèôôåîìîðôèçì ñîõðàíÿåò òðàåêòîðèè ïîëÿ, òî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âëå÷åò òîïîëîãè÷åñêóþ, íî íå íàîáîðîò.

Ïðèìåð. Ïîëÿ (x, y) è (x, 2y) ýêâèâàëåíòíû òîïîëîãè÷åñêè, íî íå äèôôåðåí-
öèðóåìî. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äîñòèãàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì f(x, y) =
(x, y|y|) (ïðîâåðüòå!), íî äèôôåðåíöèàëüíàÿ íåâîçìîæíà, òàê êàê ó âòîðîãî ïîëÿ
îáúåäèíåíèå íåêîòîðûõ ôàçîâûõ êðèâûõ ìîæåò äàòü ïàðó ãëàäêèõ êàñàþùèõñÿ
êðèâûõ, à ó ïåðâîãî � íåò.

Ýêâèâàëåíòíîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé ñîõðàíÿåò èõ êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà (òàêèå
êàê íàëè÷èå ïàðû êàñàþùèõñÿ êðèâûõ, ñîñòàâëåííûõ èç ôàçîâûõ êðèâûõ). Ïî-
ýòîìó âàæíî óìåòü íàõîäèòü �ïðîñòûå� âåêòîðíûå ïîëÿ, êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû
äàííîìó, è äëÿ êîòîðûõ èññëåäîâàíèå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ êàê ìîæíî ïðîùå.
Ïðîñòîå (â îïèñàííîì ñìûñëå) âåêòîðíîå ïîëå, ýêâèâàëåíòíîå äàííîìó, íàçûâàåò-
ñÿ åãî íîðìàëüíîé ôîðìîé (íàïðèìåð, ëèíåéíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, ïîëèíîìèàëü-
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íàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, è ò. ä.) Îêàçûâàåòñÿ, ïðèìåíèòåëüíî ê âåêòîðíûì ïîëÿì,
òåîðåìà Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà è òåîðåìà î âàðèàöèè ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì äâóì
óòâåðæäåíèÿì î íîðìàëüíûõ ôîðìàõ.

Òåîðåìà î âûïðÿìëåíèè. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè 0 ∈ Rn îïðåäåëåíî ãëàäêîå
âåêòîðíîå ïîëå v, òàêîå ÷òî v(0) 6= 0. Òîãäà â íåêîòîðîé (âîçìîæíî, ìåíüøåé)
îêðåñòíîñòè íóëÿ ýòî ïîëå äèôôåðåíöèðóåìî ýêâèâàëåíòíî ïîñòîÿííîìó ïîëþ.

Åñëè v(0) = 0, òî ïîëå v íå ýêâèâàëåíòíî ïîñòîÿííîìó (ïî÷åìó?), íî çà÷àñòóþ
ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîìó:

Òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè 0 ∈ Rn îïðåäåëåíî
ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå v(x) = A · x + o(|x|), ó êîòîðîãî âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A íåíóëåâûå, òîãäà v òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñâîåé
ëèíåéíîé ÷àñòè ṽ(x) = A · x (à ïðè n = 2 è äèôôåðåíöèðóåìî ýêâèâàëåíòíî).

Ïðèìåð. Åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöûA åñòü ÷èñòî ìíèìûå, òî ïîëå
v îáû÷íî íå ýêâèâàëåíòíî ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ìàÿòíèê
ñ ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà: x′ = v, v′ = − sinx − v2. Åãî êîëåáàíèÿ çàòóõàþò, ò. å.
òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê 0 (ýòî î÷åâèäíî èç æèòåéñêîãî îïûòà, à ìàòåìàòè÷åñêîå
äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïîçæå, êîãäà ìû èçó÷èì íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî ìåòîäû), â
òî âðåìÿ êàê ó åãî ëèíåàðèçàöèè (ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà) êîëåáàíèÿ ïåðèî-
äè÷åñêèå. Ïðîáëåìà â ìíèìîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ëèíåàðèçàöèè.

Ïðèìåð. Â òî æå âðåìÿ ìàÿòíèê ñ ëèíåéíûì òðåíèåì x′ = v, v′ = − sinx − v
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà (ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåà-
ðèçàöèè ðàâíû −1/2 ± i

√
3/2), ïîýòîìó îí ýêâèâàëåíòåí ñâîåé ëèíåàðèçàöèè �

ìàòåìàòè÷åñêîìó ìàÿòíèêó ñ ëèíåéíûì òðåíèåì x′ = v, v′ = −x − v. Ðåøàÿ ýòó
ëèíåéíóþ ñèñòåìó, âèäèì, ÷òî åå êîëåáàíèÿ çàòóõàþò (òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê 0),
à çíà÷èò, ïî ýêâèâàëåíòíîñòè, è êîëåáàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû çàòóõàþò.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàåêòîðèè ïî÷òè
ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííî ïðèáëèæàþòñÿ òðàåêòîðèÿìè
åãî ëèíåàðèçàöèè (êàê ìû óæå âèäåëè) íî è èìåþò òî æå êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå.

Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà, ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî äðóãèõ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì (ïîëèíîìèàëüíûõ). Ýòà íàóêà áûëà ïðèäóìàíà Ïóàí-
êàðå è äî ñèõ ïîð àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ, ïîòîìó ÷òî ïîìèìî âåêòîðíûõ ïîëåé â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè
ïîñòîÿííî ïîÿâëÿþòñÿ äðóãèå ñõîæèå îáúåêòû, äëÿ êîòîðûõ òîæå íóæíû íîðìàëüíûå ôîðìû.

Â ñëåäóþùèé ðàç ìû äîêàæåì ýòè òåîðåìû (òåîðåìó Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà �
òîëüêî â íàèáîëåå âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âåùåñòâåííûå ÷àñòè âñåõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë èìåþò îäèí çíàê).
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Êîíñïåêò ëåêöèè 7

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î âûïðÿìëåíèè.

Âûáåðåì îêðåñòíîñòü íóëÿ U ⊂ Rn è ÷èñëî ε, òàêèå ÷òî ñóùåñòâóåò îáùåå
ðåøåíèå x : U × (−ε, ε) → Rn ñèñòåìû x′ = v(x). Âûáåðåì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ
L : Rn → R, òàêóþ ÷òî L(v(0)) = 1, îáîçíà÷èì ÷åðåç D ïåðåñå÷åíèå U ∩ kerL, è
îáîçíà÷èì ÷åðåç π ïðîåêöèþ Rn → kerL, òàêóþ ÷òî π(v(0)) = 0.

Ìû ïîñòðîèì äèôôåîìîðôèçì f îêðåñòíîñòè 0 ∈ Rn, îñòàâëÿþùèé íà ìåñòå
âñå òî÷êè ìíîæåñòâà D è ïåðåâîäÿùèé â ïîëå v ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå ṽ(x) =
v(0). Îïðåäåëèì åãî ôîðìóëîé f(a) = x(π(a), L(a)) è çàìåòèì, ÷òî

1) f ïåðåâîäèò òðàåêòîðèè ïîñòîÿííîãî ïîëÿ ṽ â òðàåêòîðèè ïîëÿ v. Äåéñòâè-
òåëüíî, òðàåêòîðèè ṽ èìåþò âèä ϕ(t) = a + tv(0), ïîýòîìó f(ϕ(t)) = x(π(a), t) �
òðàåêòîðèè v.

2) f � äèôôåîìîðôèçì â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåí-
öèàë f∗ : T0Rn → T0Rn ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà kerL è íà v(0)
(ïî÷åìó?), ïîýòîìó òîæäåñòâåíåí è íà âñåì T0Rn = (R · v(0)) + kerL, ïîýòîìó è
äëÿ âñåõ a, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê 0, äèôôåðåíöèàë f∗ : TaRn → TaRn íåâûðîæäåí.

Äèôôåîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè ïîëÿ ṽ â òðàåêòîðèè v, ïåðåâîäèò
ṽ â v (ïî÷åìó?). 2

Çàìå÷àíèå. ßñíî, êàê ìîæíî äîãàäàòüñÿ äî êîíñòðóêöèè äèôôåîìîðôèçìà
f : åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû îí ïåðåâîäèë ṽ â v, îí äîëæåí ïåðåâîäèòü òðàåêòîðèè â
òðàåêòîðèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî a ∈ D, òðàåêòîðèÿ a + tv(0), t ∈ R, ïîëÿ
ṽ äîëæíà ïåðåõîäèòü â òðàåêòîðèþ x(a, t), t ∈ R, ïîëÿ v. Ëþáàÿ òî÷êà b ∈ Rn

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà â âèäå a + tv(0) � äîëæíî áûòü a = π(b) è t = L(b),
ïîýòîìó îíà äîëæíà ïåðåõîäèòü â x(a, t) = x(π(b), L(b)).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà è ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìó Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà ìû äîêàæåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ëèíåàðèçàöèè èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. Ìû ðàçî-
áüåì äîêàçàòåëüñòâî íà äâà ýòàïà ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà íóëÿ x0 âåêòîðíîãî ïîëÿ v â îêðåñòíîñòè
U 3 x0 íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ L : U → R, òàêàÿ ÷òî ïðè x 6= x0 âñåãäà

1) L(x) > L(x0) = 0,
2) LvL(x) < 0.

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî Luf � ïðîèçâîäíàÿ âäîëü âåêòîðà u â òî÷êå x
� ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíà ïðîèçâîäíîé d

dt
f(x + tu) ïðè t = 0. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ

ëþáîé òðàåêòîðèè ϕ 6= x0 âåêòîðíîãî ïîëÿ v â îáëàñòè U , ïî ñâîéñòâó (2) ïîëó-
÷àåì LvL(ϕ(t)) = d

dt
L(ϕ(t)) < 0, òî åñòü ôóíêöèÿ L(ϕ(t)) óáûâàåò. Òàê èíîãäà è

ôîðìóëèðóþò ñâîéñòâî (2): ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà óáûâàåò âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ.

Çàìå÷àíèå. Âûïóêëîñòü íå òðåáóåòñÿ â íèæåñëåäóþùåé òåîðåìå 2 è îáû÷íî
íå âêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèå. Ìû âêëþ÷èëè âûïóêëîñòü â îïðåäåëåíèå, òàê êàê
îíà óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâà, à íà ïðàêòèêå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà îáû÷íî âûïóêëû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå v â îêðåñòíîñòè 0 ∈ Rn èìååò âèä v(x) =
A · x+ o(|x|), è ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåéíîé ÷àñòè A èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùå-
ñòâåííóþ ÷àñòü. Òîãäà ó v â îêðåñòíîñòè 0 åñòü ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.
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Òåîðåìà 2. Åñëè âåêòîðíîå ïîëå â îêðåñòíîñòè ñâîåãî íóëÿ èìååò ôóíêöèþ
Ëÿïóíîâà, òî îíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïîëþ v(x) = −x.

Èç ýòèõ äâóõ ôàêòîâ ñðàçó ñëåäóåò òåîðåìà Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà äëÿ îòðè-
öàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë: ïî òåîðåìå 1 ïîëå v(x) =
A · x+ o(|x|) è åãî ëèíåéíàÿ ÷àñòü u(x) = A · x èìåþò ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, çíà÷èò
ïî òåîðåìå 2 îáà ýêâèâàëåíòíû ïîëþ v(x) = −x, à çíà÷èò ýêâèâàëåíòíû. Ïåðâûé
èç íèõ ìû äîêàæåì íà ñëåäóþùåé ëåêöèè, ïðåäúÿâèâ ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ôóíê-
öèè Ëÿïóíîâà, à âòîðîé � ñåé÷àñ, ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå
î÷åíü âàæíî ñàìî ïî ñåáå.

Ïðîäîëæåíèå òðàåêòîðèé.

Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè. Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ϕ : [0,m) → U ãëàäêîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ϕ â îáëàñòè U ⊂ Rn ïðîäîëæàåòñÿ äî âðåìåíè M (òî åñòü äî òðàåê-
òîðèè ϕ : [0,M)→ U), óäîâëåòâîðÿþùåãî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñâîéñòâ:

1) Áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì |ϕ(t)| ïðè t→M ,
2) Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà U ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ϕ(t) ïðè t→M ,
3) M = +∞.

Çàìå÷àíèå. Èíòóèòèâíî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíîå: ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ëèáî óé-
äåò íà áåñêîíå÷íîñòü, ëèáî óïðåòñÿ â ãðàíèöó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî
ïîëÿ, ëèáî ñìîæåò èäòè ñêîëüêî óãîäíî. Íî äîêàçàòåëüñòâî íåòðèâèàëüíî, îíî
áóäåò äàíî íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Âñå ýòî íóæíî íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, è íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü
ñëó÷àé, êîãäà U � ìíîæåñòâî ìåíüøèõ çíà÷åíèé {L < c} ôóíêöèè Ëÿïóíîâà L
ïîëÿ v. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî ìåíüøèõ çíà÷åíèé {f < c} ôóíêöèè f � ýòî
ìíîæåñòâî òî÷åê x, òàêèõ ÷òî f(x) < c. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òðàåêòîðèè ϕ ïîëÿ v,
íà÷àâøåéñÿ â ìíîæåñòâå U = {L < c} (ò.å. òàêîé ÷òî L(ϕ(0)) < c) íå ìîãóò âû-
ïîëíÿòüñÿ àëüòåðíàòèâû (1) è (2) òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè. Äåéñòâèòåëüíî, (1) íå
ìîæåò èìåòü ìåñòà, ïîòîìó ÷òî ìíîæåñòâî ìåíüøèõ çíà÷åíèé âûïóêëîé íåîòðè-
öàòåëüíîé ôóíêöèè ñ åäèíñòâåííûì íóëåì îãðàíè÷åíî (ïî÷åìó?). Àëüòåðíàòèâà
(2) òàêæå íå ìîæåò èìåòü ìåñòà, òàê êàê èíà÷å ϕ(M) ïðèíàäëåæàëî áû ãðàíèöå
U , òî åñòü ìíîæåñòâó óðîâíÿ {L = c}, òî åñòü

L(ϕ(M)) = c > L(ϕ(0)),

íî ýòîãî áûòü íå ìîæåò âñëåäñòâèå óáûâàíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âäîëü òðàåêòî-
ðèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òðàåêòîðèè ϕ ïîëÿ v, íà÷àâøåéñÿ â ìíîæåñòâå ìåíüøèõ
çíà÷åíèé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà {L < c}, èìååò ìåñòà àëüòåðíàòèâà (3): òðàåêòîðèÿ
íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåòñÿ âíóòðè {L < c}. Íà ÿçûêå îáùèõ ðåøåíèé:

Ñëåäñòâèå. Åñëè U � ìíîæåñòâî ìåíüøèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âåê-
òîðíîãî ïîëÿ v, òî óðàâíåíèå x′ = v(x) èìååò îáùåå ðåøåíèå x : U × [0,+∞)→ U ,
òî åñòü òðàåêòîðèè íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàþòñÿ âíóòðè U .

Ëåììà. Â îáîçíà÷åíèÿõ ñëåäñòâèÿ limt→+∞ x(a, t) = 0 ðàâíîìåðíî ïî a ∈ U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ôèêñèðîâàííîì a ôóíêöèÿ L(x(a, t)) óáûâàåò ïî t, íî
ïîëîæèòåëüíà, ïîýòîìó èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó ïðè t→ +∞, ïîýòîìó åå
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ïðîèçâîäíàÿ
(
LvL

)
(x(a, t)) èìååò ÷àñòè÷íûé ïðåäåë 0 ïðè t→ +∞. Íî LvL < 0 âíå

0, ïîýòîìó x(a, t) èìååò ÷àñòè÷íûé ïðåäåë 0, ïîýòîìó L(x(a, t)) èìååò ÷àñòè÷íûé
ïðåäåë 0. Íî L(x(a, t)) ìîíîòîííà ïî t, ïîýòîìó limt→+∞ L(x(a, t)) = 0 ïðè êàæäîì
a ∈ U è, áîëåå òîãî, ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà ïî a ïî òåîðåìå Äèíè. Íî L > 0 âíå
0, ïîýòîìó limt→+∞ x(a, t) = 0 ðàâíîìåðíî ïî a. 2

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó 2: ïóñòü U � ìíîæåñòâî ìåíüøèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà ïîëÿ v, òàêîãî ÷òî v(0) = 0, ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì f : U → U , ïå-
ðåâîäÿùèé òðàåêòîðèè ïîëÿ u(y) = −y, òî åñòü ëó÷è e−ta, a ∈ Rn, â òðàåêòîðèè
ïîëÿ v. Ïîëîæèì f(a) = a ïðè a ∈ ∂U è ïðè a = 0, à ïðè a ∈ U∗ = U \ {0} îïðå-
äåëèì f(a) êàê â òåîðåìå î âûïðÿìëåíèè: îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π : U∗ → ∂U è
ôóíêöèþ l : U∗ → R ðàâåíñòâîì a = e−l(a)π(a), òàê ÷òî π(a) � ïðîåêöèÿ òî÷êè a íà
ãðàíèöó ìíîæåñòâà U èç íà÷àëà êîîðäèíàò, à l(a) � âðåìÿ, çà êîòîðîå òðàåêòîðèÿ
ïîëÿ u ïðèõîäèò èç ýòîé ïðîåêöèè â a. Ïîëîæèì f(a) = x(π(a), l(a)) (x � îáùåå
ðåøåíèå ñèñòåìû x′ = v(x), îíî ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ).
Ïîëó÷èâøååñÿ îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî íà U∗ ïî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé x, π è
l, è íåïðåðûâíî â 0 ïî ïðåäûäóùåé ëåììå. Íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
òîïîëîãè÷åñêîãî øàðà U â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ãðàíèöó, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì
ïî òåîðåìå Áðàóýðà. 2
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Êîíñïåêò ëåêöèè 8

Äîêàæåì èñïîëüçîâàííûå â ïðîøëûé ðàç ôàêòû.

Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ ëèíåéíîãî ïîëÿ u(x) = A · x. Îêà-
çûâàåòñÿ, ìîæíî íàéòè òàêóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
L(x) = xTQx > 0, ÷òî LuL(x) = −xTx = −|x|2 < 0 ïðè ëþáîì x 6= 0. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü ϕ(t) = etAa � ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëÿ u, òîãäà èç ðàâåíñòâà d

dt
L(ϕ(t)) =

LuL(x) = −ϕ(t)Tϕ(t) ñëåäóåò, ÷òî L(ϕ(t)) = −
∫
ϕ(t)Tϕ(t) dt. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðà-

âåíñòâî L(x) = xTQx è ϕ(t) = etAa, ïîëó÷àåì aT etA
T
QetAa = −aT

(∫
etA

T
etA dt

)
a

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ∈ Rn, òî åñòü etA
T
QetA = −

∫
etA

T
etA dt. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ

ìàòðèöû A ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë etA → 0
ïðè t → +∞ (ïî÷åìó?), ïîýòîìó ìîæåì ïåðåéòè îò íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
ê îïðåäåëåííîìó òàê: etA

T
QetA =

∫ +∞
t

etA
T
etA dt. Ïðè t = 0 ïîëó÷àåì ÿâíóþ ôîð-

ìóëó:

Q =

∫ +∞

0

etA
T

etA dt.

Ýòà ìàòðèöà ïî îïðåäåëåíèþ ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà: xTQx =∫ +∞
0

xT etA
T
etAx dt =

∫ +∞
0
|etAx|2 dt > 0. Çíà÷èò L(x) = xTQx � ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà

äëÿ ïîëÿ u(x) = Ax. Îíà æå áóäåò ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà è äëÿ v(x) = Ax+ o(|x|):

LvL = v · dL = u · dL+ o(|x|) · dL = LuL+ o(|x|) · (2Qx) = −|x|2 + o(|x|2) < 0.

Çàìå÷àíèå. Èç ñîîáðàæåíèé ïîðÿäêà ìàëîñòè ìîæíî äîêàçàòü åùå ìíîãî
ïîëåçíûõ ôàêòîâ. Íàïðèìåð, åñëè äâà ëèíåéíûõ ïîëÿ u è v äèôôåðíöèðóåìî
ýêâèâàëåíòíû (ò. å. ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà äèôôåîìîðôèçìîì f), òî îíè ëè-
íåéíî ýêâèâàëåíòíû (ò. å. ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, òî
åñòü èõ ìàòðèöû ñîïðÿæåíû). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü F � ëèíåéíàÿ ÷àñòü f (ò.
å. f(x) = F (x) + o(|x|)), òîãäà v(F (x)) = v(f(x)) + o(|x|) = f∗(u)(x) + o(|x|) =
F∗(u)(x)+o(|x|)+o(|x|), òî åñòü ëèíåéíûå ôóíêöèè v(F (x)) è F∗(u)(x) îòëè÷àþòñÿ
íà o(|x|), à çíà÷èò ðàâíû.

Çàìå÷àíèå. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ñèòóàöèÿ äðóãàÿ, íàïðèìåð,
ëèíåéíî íåýêâèâàëåíòíûå ïîëÿ x∂/∂x + y∂/∂y è x∂/∂x + 2y∂/∂y òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê èõ òðàåêòîðèè ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ãîìåîìîðôèçìîì
ïëîñêîñòè f(x, y) = (x, y|y|) (ïðîâåðüòå ýòî è îòâåòüòå, êàêîå èç íèõ â êàêîå
ïåðåõîäèò ïîä äåéñòâèåì f !).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè.

Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè. Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ϕ : [0,m) → U ãëàäêîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ ϕ â îáëàñòè U ⊂ Rn ïðîäîëæàåòñÿ äî âðåìåíè M (òî åñòü äî
ϕ : [0,M)→ U), óäîâëåòâîðÿþùåãî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ ñâîéñòâ:

1) Áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì |ϕ(t)| ïðè t→M ,
2) Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà U ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ϕ(t) ïðè t→M ,
3) M = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, äî êîòîðîãî
ïðîäîëæàåòñÿ ϕ (ïî÷åìó ìàêñèìóì ñóùåñòâóåò?). Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî M íå
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óäîâëåòâîðÿåò íè îäíîìó èç òðåõ ñâîéñòâ, ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Äåéñòâèòåëü-
íî, îòðèöàíèå (1) îçíà÷àåò, ÷òî ó ϕ ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íûé ïðåäåë a ïðè t → M ,
îòðèöàíèå (2) îçíà÷àåò, ÷òî ýòîò ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ñîäåðæèòñÿ â U . Çíà÷èò ïî
òåîðåìå Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà äëÿ ïîëÿ v ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü V 3 a è ïî-
ëîæèòåëüíîå âðåìÿ ε, òàêèå ÷òî èç êàæäîé òî÷êè x ∈ V âûõîäèò òðàåêòîðèÿ
ϕx : [0, ε)→ U ïîëÿ: ϕx(0) = x. Òàê êàê a � ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ϕ ïðè t→ M , åñòü
âðåìÿ s > M − ε/2, ïðè êîòîðîì ϕ(s) ∈ V . Îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó ÷åðåç x è ñêëåèì
èç òðàåêòîðèé ϕ : [0, s)→ U è ϕx : [0, ε)→ U òðàåêòîðèþ

ψ : [0, s+ ε)→ U, ψ(t) =

{
ϕ(t) | t < s

ϕx(t− s) | t > s

Ýòà òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ϕ äî âðåìåíè s+ε > M , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ìàêñèìàëüíîñòè M . 2

Ñëåäñòâèå: òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè íà êîìïàêòå. Åñëè âåêòîðíîå ïîëå
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì â îêðåñòíîñòè êîìïàêòà K ⊂ Rn, òî èç êàæäîé âíóòðåííåé
òî÷êè a ∈ K âûõîäèò òðàåêòîðèÿ ϕ : [0, t0] → K, ϕ(0) = a, òàêàÿ ÷òî ëèáî ϕ(t0)
ñîäåðæèòñÿ â ãðàíèöå K, ëèáî ïîëíàÿ òðàåêòîðèÿ ϕ : [0,+∞)→ K, ϕ(0) = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U ⊃ K � îòêðûòàÿ îáëàñòü, íà êîòîðîé ïîëå ãëàäêî.
Ïðèìåíèì ê òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç a, òåîðåìó î ïðîäîëæåíèè â îáëàñòè
U . Ïîëó÷èì òðàåêòîðèþ ϕ : [0,M) → U . Åñëè M = ∞ è ϕ(0,+∞) ⊂ K, òî
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Åñëè æå ϕ(0,+∞) 6⊂ K, èëè ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ϕ(t) ïðè
t → M ëåæèò íà ãðàíèöå U èëè íà áåñêîíå÷íîñòè, òî íàéäåòñÿ t′, áëèçêîå ê M ,
ïðè êîòîðîì ϕ(t′) íå ñîäåðæèòñÿ âK. Òîãäà, ïîëüçóÿñü êîìïàêòíîñòüþK, âûáåðåì
ìèíèìàëüíîå t0 < t′, òàêîå ÷òî ϕ(t0) ñîäåðæèòñÿ â ãðàíèöå K. 2

Îáñóäèì òåïåðü íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ è óòî÷íåíèÿ äîêàçàííûõ òåîðåì î âû-
ïðÿìëåíèè.

Óñòîé÷èâîñòü.

Îïðåäåëåíèå. Íîëü x0 ïîëÿ v àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ, åñëè
1 (óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó) äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U 3 x0 ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü V 3 x0, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè ϕ, íà÷àâøåéñÿ â V (ò. å. òàêîé ÷òî
ϕ(0) ∈ V ), ñëåäóåò ϕ

(
[0,+∞)

)
⊂ U .

2 (ñõîäèìîñòü) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V 3 x, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè
ϕ, íà÷àâøåéñÿ â V , ñëåäóåò limt→+∞ ϕ(t) = x0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ëèíåàðèçàöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ â äàííîì íóëå èìååò ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè, òî ýòîò âåêòîðíîå ïî-
ëå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â ýòîì íóëå. Áîëåå îáùèì îáðàçîì, åñëè ïîëå èìååò
â äàííîì íóëå ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, òî ýòîò íîëü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 òàêèå ïîëÿ ýêâèâàëåíòíû ïîëþ u(x) = −x, à
îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ïðèìåð. Êàê ïîêàçûâàåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê
ñ òðåíèåì x′ = v, v′ = − sinx − v2, èíîãäà àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èìååò
ìåñòî, íî íå ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñëåäñòâèÿ. Ìîæåò çàõî-
òåòüñÿ îñëàáèòü ýòî óòâåðæäåíèå: åñëè ëèíåàðèçàöèÿ èìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè, òî ïîëå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. Äëÿ
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ëèíåéíûõ ïîëåé ýòî âåðíî, íî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ � íåò. Ïðèìåð � �ôèçè÷åñêèé
ìàÿòíèê ñ òðåíèåì â îáðàòíîé ñúåìêå�: x′ = −v, v′ = sinx+ v2.

Ïðèìåð. Êñòàòè, òåïåðü ìû îäíîé ôðàçîé ìîæåì äîêàçàòü, ÷òî ôèçè÷åñêèé
ìàÿòíèê ñ òðåíèåì àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâ: ôóíêöèÿ x2 +v2 ÿâëÿåòñÿ åãî ôóíê-
öèåé Ëÿïóíîâà (õîòÿ íå ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé äëÿ åãî ëèíåéíîé ÷àñòè!).

Ëèíåàðèçàöèÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå

Òåîðåìà. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè 0 ∈ R2 îïðåäåëåíî ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå
v(x) = A ·x+o(|x|), ó êîòîðîãî âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A
íåíóëåâûå, òîãäà v äèôôåðåíöèðóåìî ýêâèâàëåíòíî ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè ṽ(x) =
A · x, ïðè÷åì äèôôåîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé v â u ìîæíî âûáðàòü òàêèì, ÷òî åãî
äèôôåðåíöèàë â íóëå òîæäåñòâåíåí.

Äîâåñîê îòíîñèòåëüíî òîæäåñòâåííîñòè âàæåí, íàïðèìåð, äëÿ ñëåäóþùèõ ïðè-
ëîæåíèé.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàÿòíèê ââåðõ íîãàìè, â íåóñòîé÷èâîì ðàâíîâåñèè: x′ =
v, v′ = sin x. Åãî ëèíåàðèçàöèÿ x′ = v, v′ = x � ýòî ñåäëî. Îíî èìååò äâå ïðÿìûå
òðàåêòîðèè, ñòðåìÿùèåñÿ ê 0 ïðè t→ +∞: ìàÿòíèê òîëêíóëè â îäíîì èç äâóõ íà-
ïðàâëåíèé òàê, ÷òîáû îí äîøåë ðîâíî äî íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (çà áåñêîíå÷íî
äîëãîå âðåìÿ). Òàê êàê ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê ýêâèâàëåíòåí ìàòåìàòè÷åñêîìó, îí
òàêæå èìååò äâå òðàåêòîðèè, ñòðåìÿùèåñÿ ê íåóñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ. Ýòè òðà-
åêòîðèè óæå íå ïðÿìûå, è íàñ èíòåðåñóåò íàïðàâëåíèå èõ êàñàòåëüíûõ â íóëå. Ýòè
êàñàòåëüíûå êàê ðàç è áóäóò ïðÿìûìè òðàåêòîðèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà,
ïîòîìó ÷òî äèôôåîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê â ìàòåìàòè÷å-
ñêèé, ñîõðàíÿåò êàñàòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû íà ïëîñêîñòè

Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü íàøè çíàíèÿ ê ïîñòðîåíèþ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìû íå ìîæåì ÿâíî ðåøèòü. Äî ñèõ ïîð ìû
îñèëèëè òîëüêî ïîðòðåò ñèñòåìû Ëîòêà-Âîëüòåððà, ó êîòîðîé áûëà òîëüêî îäíî
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, è ïîðòðåò íà âñåé ïëîñêîñòè ìàëî îòëè÷àëñÿ îò ïîðòðåòà
â îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ.

Ñ ôèçè÷åñêèì ìàÿòíèêîì x′ = v, v′ = − sinx äåëî îáñòîèò ñëîæíåå: êàæäàÿ
òî÷êà âèäà (kπ, 0) ÿâëÿåòñÿ åãî ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ: ïðè ÷åòíûõ k (ìàÿòíèê
â íèæíåé òî÷êå) ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó, à ïðè íå÷åòíîì (ìàÿòíèê â
âåðõíåé òî÷êå) � íåóñòîé÷èâû. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (ïåðâûé èíòåãðàë
v2 + sin2 x) ìû çíàåì, ÷òî òðàåêòîðèè âîêðóã óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé çàìêíóòû.
Èç òåîðåìû î ëèíåàðèçàöèè çíàåì, ÷òî â îêðåñòíîñòè êàæäîãî íåóñòîé÷èâîãî ðàâ-
íîâåñèÿ ïîðòðåò ïîõîæ íà ëèíåéíîå ñåäëî. Èíòåðïîëèðóÿ ýòè êàðòèíêè, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ:
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Çàìå÷àíèå. Íà ýòîé êàðòèíêå õîðîøî âèäíû äâà êà÷åñòâåííî ðàçíûõ òèïà
òðàåêòîðèé: �ñîëíûøêî� ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ýíåðãèè è îáû÷íîå ðàñêà÷èâà-
íèå ïðè ìåíüøåé. Ôàçîâûå êðèâûå, ðàçäåëÿþùèå îáëàñòè êà÷åñòâåííî ðàçíûõ
òèïîâ ïîâåäåíèÿ, íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè. Ýòîò ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò îáùåå
ïðàâèëî: ñåïàðàòðèñàìè áûâàþò ôàçîâûå êðèâûå, ïðèìûêàþùèå ê ïîëîæåíèÿì
ðàâíîâåñèÿ, ê êîòîðûì ïðèìûêàåò êîíå÷íîå ÷èñëî ôàçîâûõ êðèâûõ.

Åñëè ó÷èòûâàòü ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà (x′ = v, v′ = − sinx − v2), òî óñòîé-
÷èâûå ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
ðàâíîâåñèÿ (0, 0) ýíåðãèÿ x2+sin2 v îêàæåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà, òàê êàê óáûâàåò
âäîëü òðàåêòîðèé èç-çà òðåíèÿ), à êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé
ïðîïàäàåò (ñîëíûøêî ñî âðåìåíåì çàìåäëÿåòñÿ äî îáû÷íîãî ðàñêà÷èâàíèÿ). Èí-
òåðïîëèðóÿ ëîêàëüíûå êàðòèíû óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèé, ïîëó÷èì
â ýòîì ñëó÷àå:
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Êîíñïåêò ëåêöèè 9

Ñåãîäíÿ ìû áóäåì ó÷èòüñÿ ðèñîâàòü ãëîáàëüíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû íà ïðèìåðå
ïîëÿ (x− y)(x∂/∂x+ y∂/∂y)−x∂/∂x+ y∂/∂y. Ó íåãî òðè ðàâíîâåñèÿ (0, 0), (1, 0) è
(0, 1) � ñåäëîâîå, àíòèóñòîé÷èâîå è óñòîé÷èâîå ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå, ïðèðàâíè-
âàÿ ê íóëþ êîìïîíåíòû ýòîãî ïîëÿ x2−xy−x = x(x−y−1) è xy−y2+y = y(x−y+1),
ïîëó÷èì, ÷òî ïîëå ãîðèçîíòàëüíî âî âñåõ òî÷êàõ ïðÿìûõ y = 0 è y = x+ 1 è âåð-
òèêàëüíî âî âñåõ òî÷êàõ ïðÿìûõ x = 0 è y = x− 1.

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ âåêòîðû ïîëÿ èìåþò äàííûé óãîë
íàêëîíà, íàçûâàåòñÿ èçîêëèíîé. Äëÿ èçó÷åíèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïîëåçíî çíàòü
åãî èçîêëèíû. Â äàííîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, ìû íàøëè èçîêëèíû íàêëîíîâ 0o è 90o,
â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü óäîáíåå èçó÷èòü äðóãèå óãëû íàêëîíà.

Íàðèñóåì êóñî÷êè ôàçîâûõ êðèâûõ âáëèçè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ (òàì îíè äîëæíû
íàïîìèíàòü ôàçîâûå ïîðòðåòû ëèíåàðèçàöèé) è âáëèçè èçîêëèí (òàì îíè èìåþò
èçâåñòíîå íàïðàâëåíèå). Èíòåðïîëèðóÿ ýòè êóñî÷êè �íà ãëàçîê�, ïîëó÷èì êàðòèí-
êó:

Â ýòîé êàðòèíêå çàëîæåíà ìàññà �óãàäàííûõ íà ãëàçîê� êà÷åñòâåííûõ óòâåðæäå-
íèé î ôàçîâîì ïîðòðåòå. Íî òàêèå óòâåðæäåíèÿ òîæå òðåáóþò äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðèìåð. Äîêàæåì, ÷òî èç òî÷êè (1, 0) â òî÷êó (0, 1) èäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ôà-
çîâûõ êðèâûõ. Ïóñòü K � òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0, 0), (1, 0) è (0, 1). Ïðèìåíÿÿ
ê òðàåêòîðèè, âûïóùåííîé èç ëþáîé åãî âíóòðåííåé òî÷êè a ∈ K ïðè t → +∞,
òåîðåìó î ïðîäîëæåíèè íà êîìïàêòå, ïîëó÷èì, ÷òî ýòà òðàåêòîðèÿ ëèáî ïðîäîë-
æàåòñÿ äî ïîëíîé ϕ : (0,+∞) → K, ëèáî äî ϕ : (0, t0] → K, òàêîé ÷òî ϕ(t0)
ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå K. Çàìåòèì, ÷òî âòîðîé èç ýòèõ ñëó÷àåâ íåâîçìîæåí: òàê
êàê âåêòîðíîå ïîëå êàñàåòñÿ ãðàíèöû K, òî ãðàíèöà ñîñòîèò èç ôàçîâûõ êðèâûõ,
è îòëè÷íàÿ îò íèõ òðàåêòîðèÿ ϕ íå ìîæåò èìåòü ñ íèìè îáùèõ òî÷åê ïî òåîðå-
ìå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîëíîé
ϕ : (0,+∞) → K. Òàê êàê âíóòðè K àáñöèññà âåêòîðíîãî ïîëÿ îòðèöàòåëüíà,
à îðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà, òî àáñöèññà ϕ(t) óáûâàåò, à îðäèíàòà ϕ(t) âîçðàñòàåò,
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ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limt→+∞ ϕ(t) ∈ K, çíà÷èò ýòîò ïðåäåë ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ. Òàê êàê ê àíòèóñòîé÷èâîìó óçëó (1, 0) òðàåêòîðèè íå
ñòðåìÿòñÿ, à ê ñåäëó (0, 0) ñòðåìèòñÿ òîëüêî òðàåêòîðèÿ, ëåæàùàÿ íà îñè àáñöèññ,
òî ïðåäåëîì ϕ ìîæåò áûòü òîëüêî óñòîé÷èâûé óçåë (1, 0). Èçó÷àÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ïðîäîëæåíèå ýòîé òðàåêòîðèè èç a ïðè t→ −∞, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ÷åðåç
ëþáóþ âíóòðåííþþ òî÷êó a ∈ K ïðîõîäèò òðàåêòîðèÿ ϕ : R→ K, ñòðåìÿùàÿñÿ ê
(1, 0) è (0, 1), êîãäà t ñòðåìèòñÿ ê −∞ è +∞ ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå. Çàùèùàÿ íàðèñîâàííûé Âàìè ôàçîâûé ïîðòðåò íà êîëëîêâèó-
ìå, Âû äîëæíû áûòü ãîòîâû ïî ïðîñüáå ýêçàìåíàòîðà ñòðîãî äîêàçûâàòü ïîäîáíûå
ñâîéñòâà íàðèñîâàííîé Âàìè êàðòèíêè ñ ïîìîùüþ èçó÷åííûõ íàìè òåîðåì. Â èäå-
àëå (êîòîðûé, îäíàêî, íå îáÿçàòåëüíî äîñòèãàòü äëÿ îöåíêè 10) ñâîéñòâà Âàøåé
êàðòèíêè, êîòîðûå Âû áóäåòå â ñîñòîÿíèè ñòðîãî äîêàçàòü, äîëæíû îïèñûâàòü ýòó
êàðòèíêó îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî îðáèòàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû íà áåñêîíå÷íîñòè

Íà âûøåïðèâåäåííîé êàðòèíêå ïîêà ñîâåðøåííî íåÿñíî, åñòü ëè â ïîëîæè-
òåëüíîì êâàäðàíòå íåîãðàíè÷åííûå òðàåêòîðèè, è åñëè åñòü, òî êàê îíè âåäóò
ñåáÿ íà áåñêîíå÷íîñòè � åñòü ëè ó íèõ (íàêëîííûå) àñèìïòîòû è ò.ä. ×òîáû îò-
âåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ïåðåéäåì èç êîîðäèíàò (x, y) ïëîñêîñòè R2, ðàññìàòðèâàå-
ìîé êàê àôôèííàÿ êàðòà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP2, â êîîðäèíàòû (u, v) îäíîé
èç äâóõ äðóãèõ ñòàíäàðòíûõ àôôèííûõ êàðò. Íàïîìíèì, ÷òî òàêîé ïåðåõîä îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïðîåöèðîâàíèåì îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé â R3 íà äðóãóþ
èç òî÷êè (1, 1, 1), òî åñòü çàïèñûâàåòñÿ â êîîðäèíàòàõ êàê u = 1/y, v = x/y èëè
u = 1/x, v = y/x, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêóþ èç äâóõ êàðò âûáåðåì. Âûáå-
ðåì, íàïðèìåð, ïåðâóþ � â íåé íàøå ïîëå çàïèøåòñÿ êàê (u+ v − 1)∂/∂u+ v∂/∂v
(ïðîâåðüòå!).

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèå âåêòîð-
íûå ïîëÿ x∂/∂x è y∂/∂y ïðåîáðàçóþòñÿ íàìíîãî ïðîùå áàçèñíûõ ∂/∂x è ∂/∂y:

x∂/∂x = v∂/∂v, y∂/∂y = −u∂/∂u− v∂/∂v.

Ïîëå (u+v−1)∂/∂u+v∂/∂v íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êàõ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé
ïðÿìîé u = 0, è êàñàåòñÿ åå òîëüêî â òî÷êå (u, v) = (0, 1). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷åðåç
ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé ïðîõîäèò ôàçîâàÿ êðèâàÿ C,
èìåþùàÿ êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ L, îòëè÷íóþ îò u = 0. Ýòà ïðÿìàÿ L (âåðíåå, åå
ïåðåñå÷åíèå ñ àôôèííîé êàðòîé (x, y)) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé ôàçîâîé êðèâîé C:

Óòâåðæäåíèå (èëè îïðåäåëåíèå àñèìïòîòû) èç êóðñà àíàëèçà-1.
Åñëè êðèâàÿ C ⊂ RP2 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñ áåñêîíå÷íî óäàëåí-
íîé ïðÿìîé, è åå êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ L íå ñîâïàäàåò ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé, òî
àôôèííàÿ ïðÿìàÿ L ∩ R2 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé êðèâîé C ∩ R2. Â ëþáîì äðóãîì
ñëó÷àå C ∩ R2 íå èìååò àñèìïòîòû.

Òàêèì îáðàçîì, íà ôàçîâîì ïîðòðåòå â àôôèííîé êàðòå (x, y) ôàçîâûå êðèâûå
óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü âî âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, êðîìå v = y

x
= 1, è âñå

èìåþò àñèìïòîòû. Ôàçîâàÿ êðèâàÿ, êàñàþùàÿñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé â
òî÷êå (u, v) = (1, 0), ðàçáèâàåòñÿ ýòîé òî÷êîé íà äâå ôàçîâûå êðèâûå â R2 � îíè
íå èìåþò àñèìïòîò è ïðèìûêàþò ê ðàâíîâåñèÿì (1, 0) è (0, 1) ñîîòâåòñòâåííî (äî-
êàæèòå!). Ýòè äâå ôàçîâûå êðèâûå îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü, çàïîëíåííóþ îãðàíè-
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÷åííûìè ôàçîâûìè êðèâûìè (äîêàæèòå!). Â òðåòüåì êâàäðàíòå âñå òðàåêòîðèè
ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè t → ±∞, à â ÷åòíûõ êâàäðàíòàõ âñå òðàåêòîðèè
îäíèì êîíöîì ïðèìûêàþò ê ðàâíîâåñèÿì (1, 0) è (0, 1) ñîîòâåòñòâåííî, à äðóãèì
� ê áåñêîíå÷íîñòè (äîêàæèòå!). Íà ñàìîì äåëå âñÿ ïåðå÷èñëåííàÿ íàìè èíôîð-
ìàöèÿ îá ýòîì ôàçîâîì ïîðòðåòå óæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò åãî òîïîëîãè÷åñêèé
òèï (íî äîêàçûâàòü ýòî íå íóæíî). Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ ñâåäåíèé î ïîâåäåíèè íà
áåñêîíå÷íîñòè ôàçîâûé ïîðòðåò ìîæíî èçîáðàçèòü ñóùåñòâåííî òî÷íåå:

Çäåñü òàêæå ïîêàçàíà â äðóãîé êàðòå îêðåñòíîñòü òî÷êè, â êîòîðîé ïîëå êàñàåòñÿ
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé. Íàðèñîâàííûå òàì ôàçîâûå êðèâûå è êàñàòåëüíûå
� ïðîäîëæåíèÿ ôàçîâûõ êðèâûõ è àñèìïòîò òåõ æå öâåòîâ èç îñíîâíîé êàðòèíêè.

Çàìå÷àíèå. Êàê è íà ëþáîì ðàçóìíîì ôàçîâîì ïîðòðåòå, ïëîñêîñòü ðàñïà-
äàåòñÿ íà îáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ âñå ôàçîâûå êðèâûå èìåþò îäèíàêîâîå
êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå � â äàííîì ñëó÷àå ñòðåìÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ðàâíî-
âåñèþ (èëè ê áåñêîíå÷íîñòè) ïðè t → +∞, è ê îäíîìó è òîìó æå ïðè t → −∞.
Ýòè îáëàñòè èçîáðàæåíû íèæå è ðàçäåëÿþòñÿ ôàçîâûìè êðèâûìè, êîòîðûå, íà-
ïîìíèì, íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè. Â äàííîì ñëó÷àå ñåïàðàòðèñû � ýòî ÷åòûðå
ôàçîâûå êðèâûå, ïðèìûêàþùèå ê ñåäëó (0, 0), è äâå ôàçîâûå êðèâûå, ïðèìûêàþ-
ùèå ê òî÷êå êàñàíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé:
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Çàìå÷àíèå. Ïðåíåáðåæåíèå ê ðèñîâàíèþ èçîêëèí èëè àíàëèçó ïîâåäåíèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè ïðèâåëî áû ñêîðåå âñåãî ê àáñîëþòíî íåâåðíîìó èçîáðàæåíèþ íèæ-
íåé ïîëîâèíû ïîðòðåòà � ïðîùå âñåãî íàðèñîâàòü êàðòèíêó, íà êîòîðîé áåñêîíå÷íî
ìíîãî óõîäÿùèõ âíèç òðàåêòîðèé èìåþò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó:

Çàìå÷àíèå. Âñå ñêàçàííîå î ïîâåäåíèè íàøåãî ïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè áûëî ñòðî-
ãî îáîñíîâàíî òîëüêî äëÿ òåõ òî÷åê áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé, êîòîðûå ïîïà-
ëè â èçó÷àâøóþñÿ íàìè êàðòó ñ êîîðäèíàòàìè u = 1/y, v = x/y. Íî â íåå íå
ïîïàëà òî÷êà (x, y) = (∞, 0), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò â êàðòå ñ êîîð-
äèíàòàìè ũ = 1/x, ṽ = y/x. Ïåðåñ÷èòûâàÿ íàøå ïîëå â êîîðäèíàòàõ (ũ, ṽ), ïîëó-
÷èì (1 − ũ − ṽ)∂/∂ũ − ṽ∂/∂ṽ è óâèäèì, ÷òî â îñòàâøåéñÿ íåèññëåäîâàííîé òî÷êå
(ũ, ṽ) = (0, 0) ýòî ïîëå òàêæå íå êàñàåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé ũ = 0.

Çàìå÷àíèå. Íàø ýñêèç ôàçîâîãî ïîðòðåòà âñå ðàâíî ïîêà äàëåê îò ñîâåðøåí-
ñòâà: íàïðèìåð, íà ñàìîì äåëå ôàçîâûå êðèâûå íå èìåþò òî÷åê ïåðåãèáà. Íî ýòî
óæå âîïðîñ ãåîìåòðèè, à íå òîïîëîãèè, è â íåãî ìû íå óãëóáëÿåìñÿ.

Çàìêíóòûå òðàåêòîðèè

Ìû íàó÷èëèñü ñòðîèòü ôàçîâûå ïîðòðåòû âåêòîðíûõ ïîëåé, èíòåðïîëèðóÿ ôà-
çîâûå ïîðòðåòû èõ ëèíåàðèçàöèé âáëèçè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ. Íóæíî, îäíàêî, çàìå-
òèòü, ÷òî çíàíèå òîïîëîãèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà âáëèçè êàæäîé òî÷êè ñàìî ïî ñåáå
íå ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü òîïîëîãèþ ôàçîâîãî ïîðòðåòà íà âñåé ïëîñêîñòè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïîëå x′ = v + (x2 + y2 − 1)x, v′ = −x + (x2 + y2 − 1)v è
ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê ñ òðåíèåì x̃′ = ṽ, ṽ′ = −x̃ − ṽ. Â îêðåñòíîñòè íóëÿ îíè
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê îáà ýêâèâàëåíòíû ñâîèì ëèíåàðèçàöèÿì �
óñòîé÷èâûì ôîêóñàì. Â îêðåñòíîñòè ëþáîé äðóãîé òî÷êè îíè ýêâèâàëåíòíû, òàê
êàê âûïðÿìëÿþòñÿ. Îäíàêî ãëîáàëüíî îíè íå ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê ó ïåðâîãî
åñòü çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ � îêðóæíîñòü x2 + v2 = 1, à ó âòîðîãî íåò. Ïîñëå
ýòîãî ïðèìåðà â ïîñëåäíåé çàäà÷å ëèñòêà 3 òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ïðèìåð
ïîëÿ áåç çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé!

Ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòûõ ôàçîâûõ êðèâûõ � ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíûé âîïðîñ.
Íàïðèìåð, äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè êâàäðàòè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà
ïëîñêîñòè ñ ïÿòüþ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè. Êðóã âîïðîñîâ òàêîãî ðîäà èçâå-
ñòåí êàê èíôèíèòåçèìàëüíàÿ 16ÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà. Äàæå èíòóèòèâíî î÷åâèä-
íûå óòâåðæäåíèÿ î çàìêíóòûõ ôàçîâûõ êðèâûõ äîêàçûâàþòñÿ ñëîæíî.

Ïðèìåð. Òåîðåìà Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà: åñëè òðàåêòîðèÿ ãëàäêîãî ïîëÿ v
íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåòñÿ â êîìïàêòå K, íå ñîäåðæàùåì òî÷åê ðàâíîâåñèÿ,
òî îíà ñòðåìèòñÿ ê çàìêíóòîé ôàçîâîé êðèâîé (â ÷àñòíîñòè, â K â ýòîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ).
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Êîëëîêâèóì ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, 2 ìîäóëü

Çàäàíèå. Íàéäèòå â ôàéëå êîëëîêâèóì.pdf ñâîå âåêòîðíîå ïîëå è íàðèñóéòå
åãî ôàçîâûé ïîðòðåò ñ òàêîé ñòåïåíüþ ïîäðîáíîñòè, êàê îïèñàíî â êîíñïåêòå ëåê-
öèè 9. Ïîñòðîåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòÿõ ðàâíîâåñèé è èçîêëèí ñ ïîñëå-
äóþùåé èíòåðïîëÿöèåé �íà ãëàçîê� áóäåò îöåíèâàòüñÿ â 4 áàëëà, êëàññèôèêàöèÿ
êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ êðèâûõ � â 3 áàëëà, àíàëèç àñèìïòîòèê ôàçî-
âûõ êðèâûõ � â 3 áàëëà. Ê ïåðâûì äâóì ýòàïàì Âû ìîæåòå ïðèñòóïàòü ñðàçó, îíè
óæå ðàçáèðàëèñü. Ê òðåòüåìó ýòàïó ëó÷øå ïðèñòóïàòü ïîñëå ëåêöèè 9 � íà íåé áó-
äóò ïîäðîáíî ðàçîáðàíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ. Ïðè
ïîñòðîåíèè ìîæíî áåç äîêàçàòåëüñòâà ïîëüçîâàòüñÿ îòñóòñòâèåì ó ïðåäëîæåííûõ
ïîëåé çàìêíóòûõ ôàçîâûõ êðèâûõ (õîòÿ èçðåäêà îíè âñòðå÷àþòñÿ è ó êâàäðàòè÷-
íûõ ïîëåé � ïîñòðîéòå, íàïðèìåð, (5x2 +20y)∂/∂x+(30x2−30+9y)∂/∂y), à òàêæå
îòñóòñòâèåì êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ äâà íåóñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñèÿ (ó ïîëÿ, âçÿòîãî
�íàóãàä�, òàêîãî íå áûâàåò � ïîäóìàéòå, ïî÷åìó).

Ïîäãîòîâêà. Âñå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå Âàì âñòðåòÿòñÿ (ðåøåíèå óðàâíåíèé,
ïîèñê ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ò. ä.) ìîæíî ïðè æåëàíèè äåëàòü ñ ïîìîùüþ CAS �
äàæå ñ ïîìîùüþ WolframAlpha, åñëè íè÷åì áîëåå ýôôåêòèâíûì Âû ïîêà íå âëà-
äååòå. Íî ýòî íè ê ÷åìó, òàê êàê, ïðè ïðàâèëüíîì ïîäõîäå ê çàäà÷å, âû÷èñëåíèé
âñòðåòèòñÿ ìàëî (íàïðèìåð, äëÿ ïîèñêà âñåõ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ïîòðåáóåòñÿ ðåøèòü
îäíî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ îäíîé íåèçâåñòíîé, òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷è-
ñåë ëèíåàðèçàöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå
íóæíû, è ò. ä.).

Âñå óòâåðæäåíèÿ î êà÷åñòâåííîì ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé, çàëîæåííûå â ïîëó-
÷èâøåìñÿ ó Âàñ ôàçîâîì ïîðòðåòå, òðåáóþò îáîñíîâàíèÿ. Ïî âîçìîæíîñòè çà-
ðàíåå ïðîäóìàéòå, êàê âûâåñòè ýòè óòâåðæäåíèÿ èç èçó÷åííûõ íàìè ôàêòîâ �
òåîðåì î âûïðÿìëåíèè, ëèíåàðèçàöèè, ïðîäîëæåíèè è ò. ä. Íà êîëëîêâèóìå ýê-
çàìåíàòîð îáÿçàòåëüíî áóäåò çàäàâàòü âîïðîñû î òîì, êàê îáîñíîâàòü òå èëè èíûå
êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ïðåäúÿâëåííîãî Âàìè ôàçîâîãî ïîðòðåòà, à òàêæå ïðîâå-
ðèò, íàñêîëüêî Âû ïîíèìàåòå òåîðåìû, èñïîëüçîâàííûå äëÿ îáîñíîâàíèÿ. Ïîýòîìó
åùå ðàç ïðîäóìàéòå ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ òåîðåì (çíàíèå äîêàçàòåëüñòâ ïðî-
âåðÿòüñÿ íå áóäåò) è âñïîìíèòå ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå íåîáõîäèìîñòü âñåõ
ïðåäïîëîæåíèé â ýòèõ ôîðìóëèðîâêàõ.

Íå ñåêðåò, ÷òî ïðàâèëüíóþ êàðòèíêó ìîæíî ïîëó÷èòü (èëè ïðîâåðèòü) îíëàéí
� íàïðèìåð, ïî àäðåñó http://math.rice.edu/∼dfield/dfpp.html. Ïîýòîìó ïðà-
âèëüíî ñðèñîâàííûé ñ ýêðàíà ôàçîâûé ïîðòðåò ñ ÷èñëåííûìè äàííûìè åãî ðàâ-
íîâåñèé, íî áåç íàâûêîâ åãî îáîñíîâàíèÿ è áåç çíàíèÿ íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãî
ïîíÿòèé è ôàêòîâ äàåò 0 áàëëîâ.

Êîëëîêâèóì ñîñòîèòñÿ â ïÿòíèöó 29 íîÿáðÿ íà 2, 3 è 5 ïàðàõ: âòîðàÿ
ïàðà äëÿ ãðóïï B è C, òðåòüÿ � äëÿ ãðóïï A è D, ïÿòàÿ � äëÿ äîñäà÷è òîãî,
÷òî Âû íå óñïåëè. Òàê êàê âîïðîñû ðîçäàíû çàðàíåå, âðåìåíè íà ïîäãîòîâêó íå
äàåòñÿ. Áåñåäà ïî êàæäîìó èç òðåõ ýòàïîâ ïîñòðîåíèÿ ïîðòðåòà çàíèìàåò íå áîëåå
10 ìèíóò, ïî èñòå÷åíèè êîòîðûõ ýêçàìåíàòîð ñòàâèò îöåíêó. Íà 2 èëè 3 ïàðå Âû
äîëæíû ñäàòü äâà èç òðåõ ýòàïîâ ïîñòðîåíèÿ ïîðòðåòà: íà 5 ïàðå ó Âàñ áóäåò
âîçìîæíîñòü ñäàòü òîëüêî îäèí èç îñòàâøèõñÿ íåñäàííûìè ýòàïîâ. Ïî îêîí÷àíèè
ñäàéòå ýêçàìåíàòîðó ñâîé ðèñóíîê (íàïèñàâ íà íåì ñâîå èìÿ è âåêòîðíîå ïîëå).
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Êîíñïåêò ëåêöèè 10

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, âñå ôóíêöèè è âåêòîðíûå ïîëÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè, è ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ãëàäêîñòüþ.

Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ è èõ ïðîäîëæåíèå

Ïðè ðàçáîðå ïðîøëîãî ïðèìåðà ìû ðàññìîòðåëè â òðåõ àôôèííûõ êàðòàõ RP2

òðè âåêòîðíûõ ïîëÿ, ïåðåõîäÿùèå äðóã â äðóãà ïðè îòîáðàæåíèÿõ ñêëåéêè ýòèõ
êàðò. Òàêîé íàáîð ñîâìåñòèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà êàðòàõ óäîáíî ïîíèìàòü êàê
âåêòîðíîå ïîëå íà âñåé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Áîëåå îáùèì îáðàçîì, ðàññìîòðèì
ëþáîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå M ñ àòëàñîì gα : Uα →M , ãäå Uα � îáëàñòü â Rn.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïîëåì íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ íàáîð âåê-
òîðíûõ ïîëåé vα íà îáëàñòÿõ Uα, òàêèõ ÷òî (g−1

β ◦ gα)∗vα = vβ. Åãî òðàåêòîðèåé
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå C : (a, b) → M , òàêîå ÷òî g−1

α ◦ C ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé
ïîëÿ vα. Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ åãî òðàåêòîðèÿ íåîãðà-
íè÷åííî ïðîäîëæàåòñÿ.

Áîëåå ïîäðîáíî, ñêëåèâàÿ êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà êàðò TUα ñ ïîìîùüþ äèô-
ôåðåíöèàëîâ (g−1

β ◦ gα)∗ : TUα → TUβ, ïîëó÷èì ìíîãîîáðàçèå, íàçûâàåìîå êàñà-
òåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê M è îáîçíà÷àåìîå TM . Òîãäà âåêòîðíûì ïîëåì íà M
íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèå v : M → TM ðàññëîåíèÿ TM →M , è îíî îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñâîèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà êàðòû vα : Uα → TUα.

Ïðèìåð. Èçó÷àâøååñÿ íàìè êâàäðàòè÷íîå ïîëå íà ïëîñêîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì, òàê êàê åãî òðàåêòîðèè çà êîíå÷íîå âðåìÿ óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü.

Òåîðåìà. Ëþáîå ãëàäêîå ïîëå íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Ïðèìåð. Ïðîäîëæåíèå èçó÷åííîãî íàìè ïîëÿ íà ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü ïîë-
íî (âñïîìíèòå, ïî÷åìó ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü êîìïàêòíà!). Ó ýòîãî è ïðî-
øëîãî ïðèìåðà åñòü è îäíîìåðíûé àíàëîã: êâàäðàòè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïðÿ-
ìîé íå ïîëíî, îäíàêî åãî ïðîäîëæåíèå íà ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ (ò. å. îêðóæíîñòü)
ïîëíî � ýòîò ïðèìåð ðåøàåò îäíó èç çàäà÷ ëèñòêà 3.

Íåôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû: òàê êàê ó êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
�íåò ãðàíèöû�, â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè äëÿ ïîëÿ íà êîìïàêò ìî-
æåò èìåòü ìåñòî òîëüêî âòîðîé âàðèàíò. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ìû äîêàçûâàëè
ýòó òåîðåìó òîëüêî äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé â Rn. Ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû î ïðîäîëæåíèè äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ � ïðîñòîå è ïîëåçíîå
óïðàæíåíèå, íî ìû äàäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, íàìíîãî áîëåå ñîäåðæàòåëüíîå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ïîëå v íà ìíîãîîáðàçèè V òàêîâî, ÷òî èç êàæäîé òî÷êè a
îáëàñòè U âûõîäèò åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ ϕ : [0,M ]→ V, ϕ(0) = a. Îáîçíà÷èì
òî÷êó ϕ(t) ÷åðåç Kt(a). Òàêèì îáðàçîì ïðè t 6 M ìû îïðåäåëèëè îòîáðàæåíèå
ôàçîâîãî ïîòîêà Kt : U → V , �ñäâèãàþùåå êàæäóþ òî÷êó âäîëü ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç íåå òðàåêòîðèè íà âðåìÿ t�. Â êîíòåêñòå äèôôåðåíèöàëüíûõ óðàâíåíèé ýòî
îòîáðàæåíèå òàêæå íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Êîøè.

Ïðèìåð. Äëÿ ëèíåéíîãî ïîëÿ v(x) = Ax îòîáðàæåíèå Kt îïðåäåëåíî íà âñåì
Rn, ñàìî ëèíåéíî è ðàâíî Kt(a) = etAa. Äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïîëÿ v(x) = −x2∂/∂x
íà ïðÿìîé K1(a) = a/(1 + a) (ïðîâåðüòå!), íî îïðåäåëåíî K1 òîëüêî íà ëó÷å
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(−1, +∞), ïîñêîëüêó òðàåêòîðèÿ ϕ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì âíå ýòîãî ëó÷à ϕ(0) =
a < −1 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé ϕ(t) = a/(1+ta) è îïðåäåëåíà òîëüêî ïðè t < −1/a < 1.

Â äàëüíåéøåì ìû âåçäå ïðåäïîëàãàåì ïîëå v ãëàäêèì.

Çàìå÷àíèå. Ðàíüøå ìû îáîçíà÷àëè Kt(a) ÷åðåç x(a, t), ãäå x : U × [0,M ]→ V
� îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàäàííûõ ïîëåì v, òàê
÷òî íîâîå îïðåäåëåíèå � ïðîñòî ñìåíà îáîçíà÷åíèé.

Ïåðåôîðìóëèðóåì â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìó Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà:

Ëåììà. Ó ëþáîé òî÷êè a ∈ V åñòü îêðåñòíîñòü U 3 a è t > 0, òàêèå ÷òî Kt

êîððåêòíî îïðåäåëåíî è äèôôåðåíöèðóåìî íà U .
Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êà a ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç êàðò Uα ⊂ Rn, íà êîòî-

ðîé òðàåêòîðèè ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé x′ = v(x). Ïðèìåíèâ ê ýòîé ñèñòåìå òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ è
åãî äèôôåðåíèðóåìîñòè, ïîëó÷èì îêðåñòíîñòü U 3 a è t > 0, òàêèå ÷òî îáùåå ðå-
øåíèå ñèñòåìû x : U × [0, t]→ Uα îïðåäåëåíî è äèôôåðåíöèðóåìî. Òàêèì îáðàçîì
Kt(a) = x(a, t) îïðåäåëåíî è äèôôåðåíöèðóåìî íà U . 2

Ëåììà. Îòîáðàæåíèå Kt èíúåêòèâíî, è îáðàòíîå ê íåìó ðàâíî K−t.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíúåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé: ðà-

âåíñòâî Kt(a) = Kt(b) îçíà÷àåò ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ϕ(t) = ψ(t) äëÿ äâóõ òðàåê-
òîðèé ϕ è ψ, òàêèõ ÷òî ϕ(0) = a è ψ(0) = b, çíà÷èò, ýòè òðàåêòîðèè ñîâïàäàþò,
è â òîì ÷èñëå a = ϕ(0) = ψ(0) = b. Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî Kt(a) = (K−t0)

−1(a)
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òðàåêòîðèè ϕ, òàêîé ÷òî ϕ(0) = a è ϕ(t0) = b, è òðàåêòî-
ðèè ψ, òàêîé ÷òî ψ(0) = b, áóäåò âûïîëíåíî ψ(−t0) = a. Ýòî âåðíî, òàê êàê
ϕ̃(t) = ϕ(t + t0) òàêæå ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé ïîëÿ v, è ïî åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ ðàâåíñòâî ϕ̃(0) = ϕ(t0) = ψ(0) âëå÷åò ñîâïàäåíèå ϕ̃ è ψ, â ÷àñòíîñòè
ψ(−t0) = ϕ̃(−t0) = ϕ(0) = a. 2

Ñëåäñòâèå. Îòîáðàæåíèå Kt ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.

Ëåììà. Åñëè îòîáðàæåíèå Kt îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâàõ U è V , òî îíî îïðå-
äåëåíî è íà ìíîæåñòâå U ∪ V . Åñëè îòîáðàæåíèå Kt îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå U ,
à Ks � íà ìíîæåñòâå Kt(U), òî êîìïîçèöèÿ Ks ◦Kt ðàâíà Ks+t.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé, êàê è âûøå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè íà êîìïàêòíîì ìíîãî-
îáðàçèè. Ó êàæäîé òî÷êè a êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ V ïî ïåðâîé ëåììå åñòü
îêðåñòíîñòü Ua è ÷èñëî ta > 0, òàêèå ÷òî Kta îïðåäåëåíî íà Ua. Âûáðàâ èç ïî-
êðûòèÿ ìíîãîîáðàçèÿ V îêðåñòíîñòÿìè Ua êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Ua1 , . . . , UaN ,
ïîëîæèì t0 = min(ta1 , . . . , taN ). Òàê êàê îòîáðàæåíèå Kt0 îïðåäåëåíî íà êàæäîì
èç ìíîæåñòâ ïîêðûòèÿ Uai , òî ïî ïðåäûäóùåé ëåììå îíî îïðåäåëåíî è íà èõ îáú-
åäèíåíèè, òî åñòü íà âñåì ìíîãîîáðàçèè V . Òåïåðü äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà t ìîæíî
íàéòè öåëîå M , äëÿ êîòîðîãî t/M = t′ 6 t0, è ïî ïðåäûäóùåé ëåììå êîððåêòíî
îïðåäåëåííàÿ êîìïîçèöèÿ Kt′ ◦ . . . ◦Kt′︸ ︷︷ ︸

M

ðàâíà KMt′ = Kt. Òàêèì îáðàçîì îòîáðà-

æåíèå ïîòîêà Kt(a) îïðåäåëåí ïðè ëþáûõ t ∈ R è a ∈ V . Ýòî íàì è íóæíî, òàê
êàê ϕ(t) = Ka(t) � òðàåêòîðèÿ ïîëÿ ñ íà÷àëîì â a. 2

Ìîòèâèðîâàííûå ýòèì äîêàçàòåëüñòâîì, íà÷íåì èçó÷àòü îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà.
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Ïîäûòîæèì, ÷òî ìû çíàåì î äèôôåîìîðôèçìàõ ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ v (èëè
îïåðàòîðàõ Êîøè ñèñòåìû óðàâíåíèé x′ = v(x)). Ìû çíàåì, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî
äèôôåîìîðôèçìîâ Kt, t ∈ R, êîòîðûå îïðåäåëåííû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå íà âñåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ v, íî âåçäå, ãäå îïðåäåëåíû, óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì

K0 = Id, K−t = (Kt)
−1, Ks ◦Kt = Ks+t. (∗)

Òàê êàê Kt(a) = x(a, t), ãäå x � îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû x′ = v(x), òî ïîèñê åãî
äèôôåðåíöèàëà (Kt)∗ � ÷àñòíûé ñëó÷àé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ïî
íà÷àëüíîìó ïàðàìåòðó.

Ïðèìåð. Äëÿ ïîëÿ v(x) = sinx ∂/∂x âñå îòîáðàæåíèå K1 íàéòè ñëîæíî, íî
ïðîèçâîäíàÿ K ′1(0) ðàâíà ïðîèçâîäíîé îáùåãî ðåøåíèÿ x(a, t) ïî a ïðè a = 0 è t =
1. Ïåðåéäÿ ê ëèíåàðèçàöèè y′ = y, y(0) = 1, â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ a = 0, ïîëó÷èì èç
òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî íà÷àëüíîìó ïàðàìåòðó, ÷òî ∂

∂a
x(0, t) = y(t) = et,

òî åñòü K ′1(0) = e.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåêòîðíîå ïîëå v ïîëíî íà ìíîãîîáðàçèè V , òî àâòîìîð-
ôèçì Kt : V → V îïðåäåëåí ïðè êàæäîì t ∈ R, è ñâîéñòâà (∗) îçíà÷àþò, ÷òî
ñîïîñòàâëåíèå t ; Kt ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ãîìåîìîðôèçìîì R → DV = (ãðóïïà
äèôôåðåíöèðóåìûõ àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ V ).

Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêèé ãîìåîìîðôèçì R → DV = (ãðóïïà äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ V ), òî åñòü ãëàäêîå îòîáðàæåíèå x : V ×R→ V ,
äëÿ êîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ Kt(a) = x(a, t) óäâîëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì K0 = Id, Kt ◦
Ks = Kt+s, íàçûâàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì äèôôåîìîðôèçìîâ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî ñåìåéñòâà x : V × R → V , îòîáðàæåíèÿ
Kt : V → V äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè, ïîñêîëüêó Kt è K−t
ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè. Êàê ìû
óæå âèäåëè, ëþáîå ïîëíîå âåêòîðíîå ïîëå ïîðîæäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ.

Óòâåðæäåíèå. Îáðàòíî, ëþáîå òàêîå ñåìåéñòâî ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì âåê-
òîðíûì ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ V êðèâàÿ ϕ(t) = Kt(a)
ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ v(a) = ∂x

∂a
(a, 0). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî

t îáîçíà÷èì ϕ(t) = x(a, t) ÷åðåç b è ïîëó÷èì ϕ(t+ s)− ϕ(t) = x(a, t+ s)− x(a, t) =
x(x(a, t), s) − x(a, t) = x(b, s) − x(b, 0) = s · v(b) + o(s). Ïîäåëèâ îáå÷àñòè íà s è
óñòðåìëÿÿ åãî ê 0, ïîëó÷èì ϕ′(t) = v(b) = v(ϕ(t)). 2

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïîëíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà
äèôôåîìîðôèçìîâ íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè. Îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ìû, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îñòàíîâèìñÿ íà ñâîéñòâå êîììó-
òèðîâàíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûå ïîëÿ ñ äèôôåîìîðôèçìàìè ïîòîêàKt è Lt íàçûâà-
þòñÿ êîììóòèðóþùèìè â îáëàñòè U , åñëè êîììóòèðóþò èõ ïîòîêè:Ks◦Lt = Lt◦Ks

ïðè ëþáûõ s è t, òàêèõ ÷òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà îïðåäåëåíû íà U .

Ïðèìåð. Ïîëÿ x∂/∂x+ y∂/∂y è y∂/∂x− x∂/∂y êîììóòèðóþò.

Óòâåðæäåíèå. Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðíûå ïîëÿ v(1), . . . , v(n) êîììóòè-
ðóþò â îáëàñòè U ⊂ Rn åñëè è òîëüêî åñëè â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè x ∈ U åñòü
ñèñòåìà êîîðäèíàò (y1, . . . , yn), â êîòîðîé ýòè ïîëÿ � êîîðäèíàòíûå: v(i) = ∂/∂yi.

Ïðèìåð. Ïîëÿ èç ïðîøëîãî ïðèìåðà ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè â ïîëÿðíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò x = er cosα, y = er sinα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, êîîðäèíàòíûå ïîëÿ êîììóòèðóþò. Îáðàòíî,
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F èç îêðåñòíîñòè 0 ∈ Rn â îêðåñòíîñòü òî÷êè a òàê:
F (x1, . . . , xn) = K

(1)
x1 ◦ . . . ◦ K

(n)
xn (a). Òîãäà, äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî x1,

ïîëó÷èì F∗(x1, . . . , xn)
(
∂/∂x1

)
= v(1)(F (x1, . . . , xn)). Àíàëîãè÷íî, ïåðåïèñûâàÿ çà

ñ÷åò êîììóòèðîâàíèÿ F (x1, . . . , xn) = K
(i)
xi ◦ . . . (a) è äèôôåðåíöèðóÿ ïî xi, ïî-

ëó÷èì F∗(x1, . . . , xn)
(
∂/∂xi

)
= v(i)(F (x1, . . . , xn)). Ïî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ïî-

ëåé v(1), . . . , v(n) ïîëó÷àåì, ÷òî F � äèôôåîìîðôèçì, ïîýòîìó îí èíäóöèðóåò â
îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñèñòåìó êîîðäèíàò y1, . . . , yn, â êîòîðîé îí çàïèñûâàåòñÿ êàê
y1(x) = x1, . . . , yn(x) = xn. Âåêòîðû F∗(x1, . . . , xn)

(
∂/∂xi

)
ÿâëÿþòñÿ â íåé êîîðäè-

íàòíûìè âåêòîðàìè ∂/∂yi. 2

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òîáû ïðîâåðÿòü, êîììóòèðóþò ëè ïîëÿ, íå îáÿçàòåëüíî èõ èí-
òåãðèðîâàòü (ò. å. âû÷èñëÿòü èõ äèôôåîìîðôèçìû ñäâèãîâ).

Îïðåäåëåíèå. Êîììóòàòîðîì âåêòîðíûõ ïîëåé u =
∑

i ui∂/∂xi è v =
∑

i vi∂/∂xi
íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå

[u, v] =
∑
i,j

(
uj
∂vi
∂xj
− vj

∂ui
∂xj

)
∂/∂xi.

Ïðèìåð. Åñëè u(x) = Ax è v(x) = Bx ëèíåéíû, òî [u, v](x) = (AB −BA)x.

Óòâåðæäåíèå. Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Óòâåðæäåíèå. u è v êîììóòèðóþò åñëè è òîëüêî åñëè [u, v] = 0.

Íà ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû óâèäèì, ÷òî îáà ýòèõ óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ñëåäóþò
èç äðóãîãî, èíâàðèàíòíîãî îïðåäåëåíèÿ êîììóòàòîðà (íåêîòîðûì îíî çíàêîìî ïî
êóðñó àíàëèçà).
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Ñåãîäíÿ íàì óäîáíî îãðàíè÷èòüñÿ ôóíêöèÿìè è âåêòîðíûìè ïîëÿìè, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè, òî åñòü ïðåäñòàâèìûìè â âèäå àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ
ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé

Äëÿ îáëàñòè U ⊂ Rn îáîçíà÷èì ÷åðåç OU êîëüöî âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
íà U . Êàæäîå âåêòîðíîå ïîëå v íà U îïðåäåëÿåò îïåðàòîð Lv : OU → OU , ïåðåâî-
äÿùèé ôóíêöèþ f â åå ïðîèçâîäíóþ Ëè Lvf . Ýòî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå D : OU → OU íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
îïåðàòîðîì, åñëè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì ïðîèçâîäíîé:
D(const) = 0,
D(f + g) = D(f) +D(g),
D(fg) = D(f)g + fD(g).

Óòâåðæäåíèå. Êàæäûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð D ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîä-
íîé Ëè âåêòîðíîãî ïîëÿ v =

∑
iD(xi)∂/∂xi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ OU è
êàæäîé òî÷êè a áóäåò D

(
f
)
(a) =

(
Lvf

)
(a). Ðàçëîæèâ ôóíêöèþ f â ñòåïåííîé ðÿä

â òî÷êå a, ïîëó÷èì f(x) = f(a)+
∑

i(xi−ai)
(
∂f
∂xi

(a)+gi(x)
)
, ãäå gi � àíàëèòè÷åñêèå

ôóíêöèè íà U , îáðàùàþùèåñÿ â íîëü â a. Ïðèìåíèâ ê ýòîé ñóììå îïåðàòîðû D
è Lv, ïîëó÷èì

∑
iD(xi)

∂f
∂xi

(a) +
∑

iD(xi)gi(x) +
∑

i,j(xi − ai)(xj − aj)D
(
gi,j
)
(x) è∑

i Lv(xi)
∂f
∂xi

(a) +
∑

i Lv(xi)gi,j(x) +
∑

i(xi − ai)Lv
(
gi,j
)
(x). Ïðè x = a âûðàæåíèÿ

óïðîñòÿòñÿ äî
∑

iD(xi)
∂f
∂xi

(a) è
∑

i Lv(xi)
∂f
∂xi

(a), êîòîðûå ðàâíû, òàê êàê Lv(xi) =
D(xi) ïî îïðåäåëåíèþ ïîëÿ v. 2

Îêàçûâàåòñÿ, âåêòîðíûå ïîëÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû � îäíî è òî æå.
Ïîýòîìó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäíóþ Ëè òàê æå, êàê è ñàìî ïîëå: Lvf =
v f = v(f).

Óòâåðæäåíèå. Åñëè u è v � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, òî îïåðàòîð uv−
vu (òî åñòü îïåðàòîð, çíà÷åíèå êîòîðîãî íà êàæäîé ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ êàê
u(v(f))− v(u(f)), òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíû, äîêàæåì òðåòüå:

u(v(fg))− v(u(fg)) = u(v(f)g + fv(g))− v(u(f)g + fu(g)) =

= u(v(f))g+v(f)u(g)+u(f)v(g)+fu(v(g))−v(u(f))g−u(f)v(g)−v(f)u(g)−fv(u(g)) =

= [u(v(f))− v(u(f))]g + f [u(v(g))− v(u(g))].

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïîëå uv− vu íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì ïîëåé u è
v è îáîçíà÷àåòñÿ [u, v].

Ïðèìåð. Ïóñòü u =
∑

i ui∂/∂xi è v =
∑

i vi∂/∂xi, ïîñ÷èòàåì [u, v] â êîîðäèíà-
òàõ. Ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ, åãî i-ÿ êîìïîíåíòà ðàâíà

[u, v](xi) = u(v(xi))− v(u(xi)) = u(vi)− v(ui) =
∑
j

(
uj
∂vi
∂xj
− vj

∂ui
∂xj

)
.
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Êîììóòàòîð è êîììóòèðîâàíèå

Ïðîäåëàííûé âûøå ôîêóñ � îäèí èç âàæíåéøèõ ïðèåìîâ â ñîâðåìåííîé ãåî-
ìåòðèè: îò èçó÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà ìíîæåñòâå U ìû ïåðåõîäèì ê
èçó÷åíèþ àëãåáðàè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà êîëüöå ôóíêöèé íà U . Ïðîäåëàåì òî æå
ñàìîå ñ äèôôåîìîðôèçìàìè. Ñîïîñòàâèì îòîáðàæåíèþ F : U → V ãîìîìîðôèçì
êîëåö H : OV → OU , ñîïîñòàâëÿþùèé ôóíêöèè f íà V ôóíêöèþ f ◦ F íà U .

Çàìå÷àíèå. Îòîáðàæåíèå F îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì H:
ïóñòü (x1, . . . , xn) � ñèñòåìà êîîðäèíàò â W , òîãäà F äîëæíî ïåðåâîäèòü êàæ-
äóþ òî÷êó a ∈ U â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè H

(
x1

)
(a), . . . , H

(
xn
)
(a) â W . Ïîýòîìó

áóäåì îáîçíà÷àòü ãîìîìîðôèçì OV → OU òîé æå áóêâîé F .

Òåîðåìà. Åñëè Kt : U → V ⊂ W � äèôôåîìîðôèçì ïîòîêà ïîëÿ v íà îáëàñòè
W , òî Kt = exp(tv) =

∑
k
tk

k!
vk (êàê ãîìîìîðôèçìû OW → OU).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ OW è ëþáîé òî÷êè
a ∈ U ðàâåíñòâî Kt

(
f
)
(a) =

∑
k
tk

k!

(
vk f

)
(a).

Ñëó÷àé 1: åñëè a � òî÷êà ðàâíîâåñèÿ ïîëÿ v, òî v(a) = 0, Kt(a) = a, è îáå ÷àñòè
èñêîìîãî ðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, ðàâíû f(a).
Ñëó÷àé 2: åñëè v � êîîðäèíàòíîå ïîëå ∂/∂x1, òîKt(x1, . . . , xn) = (x1+t, x2, . . . , xn)
� ñåìåéñòâî ñäâèãîâ, è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî èìååò âèä f(a1 + t, a2 . . . , an) =∑

tk

k!
∂kf

(∂x1)k
(a1, . . . , an), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ðàçëîæåíèåì àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-

öèè f â ðÿä Òåéëîðà ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå.
Ýòèìè äâóìÿ ñëó÷àÿìè âñå è èñ÷åðïûâàåòñÿ, ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷-
êè, îòëè÷íîé îò ðàâíîâåñèÿ, âåêòîðíîå ïîëå ïî òåîðåìå î âûïðÿìëåíèè ÿâëÿåòñÿ
êîîðäèíàòíûì â ïîäõîäÿùåé ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. 2

Ñëåäñòâèå. Åñëè [u, v] = 0, òî äèôôåîìîðôèçìû ïîòîêîâ u è v êîììóòèðóþò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

(
∑

k
sk

k!
uk)(

∑
m

tm

k!
vm) = (

∑
m

tm

k!
vm)(

∑
k
sk

k!
uk). Ðàñêðûòèå ñêîáîê â îáåèõ ÷àñòÿõ

ñâîäèò ýòî ðàâåíñòâî ê ðàâåíñòâó uv = vu, êîòîðîå íàì äàíî. 2

Âîîáùå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîììóòàòîðà:
åñëè èäòè âäîëü ïîëÿ u â òå÷åíèå âðåìåíè s, ïîòîì âäîëü v â òå÷åíèå t, ïîòîì
ïðîòèâ u â òå÷åíèå s, à ïîòîì ïðîòèâ v â òå÷åíèå t, òî ïðèäåì íå â èñõîäíóþ
òî÷êó, à ñìåñòèìñÿ îò íåå íà âåêòîð, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ðàâíûé st[u, v]. Áîëåå
àêêóðàòíî, êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé u è v ñ äèôôåîìîðôèçìàìè ïîòîêà Ks

è Lt â òî÷êå a ðàâåí çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé ∂2

∂s∂t
K−s ◦L−t ◦Ks ◦Lt(a) ïðè s = t = 0.

Äåéñòâèòåëüíî: exp(−su) exp(−tv) exp(su) exp(tv) = 1 + st(uv − vu) + (ñòàðøèå
÷ëåíû ïî s è t).

Ïðèìåð. Êîììóòàòîð ïîëåé ∂/∂y è y∂/∂x ðàâåí ∂/∂x � èç ãåîìåòðè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèè ýòî ïîëó÷èòü ëåã÷å, ÷åì ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.
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Íåàâòîíîìíûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì íóæíî ñäåëàòü îòñòóïëåíèå, êîòîðîå îòíîñèòñÿ ê òåìà-
òèêå ïåðâîãî ìîäóëÿ, íî íåìíîãî òàì íå óìåñòèëîñü � îáñóäèòü íåàâòîíîìíûå ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà x′ = A(t) ·x, ãäå A : R→ Gln
� ìàòðèöà, çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè.

Ïðèìåð. Ìàÿòíèê, êîòîðûé ñî âðåìåíåì ëåã÷àåò: x′ = v, v′ = −e−tx.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ A : R → Gln íåïðåðûâíà, òî óðàâíåíèå x
′ = A(t) · x

èìååò îáùåå ðåøåíèå x : Rn×R→ Rn, îïðåäåëåííîå ïðè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ýòî òîæå òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè � ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðîäîëæàþòñÿ
íà âñþ âðåìåííóþ îñü. ×òîáû ýòî äîêàçûâàòü, êàê ìû çíàåì, óäîáíî ñìåíèòü
îáîçíà÷åíèÿ � ïåðåéòè îò îáùèõ ðåøåíèé ê îïåðàòîðàì Êîøè.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð Êîøè Kp,q : Rn → Rn äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ x′ = f(x) � ýòî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå çíà÷å-
íèþ x(p) êàæäîãî ðåøåíèÿ x = x(t) óðàâíåíèÿ x′ = f(x) çíà÷åíèå x(q) ýòîãî
æå ðåøåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè x = x(a, t) � îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
x′ = f(x), x(a, p) = a, òî Kp,q(a) = x(a, q).

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: äëÿ ëþáûõ r è s
îïåðàòîð Êîøè Kr,s ñèñòåìû x′ = A(t) ·x ñ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ êîððåêòíî
îïðåäåëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû A(t)·x ëèíåéíà ïî x, îíà ïðè
t ∈ [0, r] àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ L-Ëèïøèöåâîé, ãäå L = maxt∈[0,r], |x|61 |A(t) · x|.
Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ïèêàðà-Ëèíäåëåôà, ïðèìåíåííîé íà øàðå BR ðàäèóñà R ñ
öåíòðîì â 0 ∈ Rn, ó íàøåãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò îáùåå ðåøåíèå x : BR ×
[−ε, ε] → Rn ïðè ε 6 min(r, δ/M, 1/L), ãäå M = maxt∈[0,r], |x|6R+δ |A(t) · x|. Çà-
ìåòèì îäíàêî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ δ ÷èñëî δ/M ñòðåìèòñÿ ê 1/L, òî
åñòü ïðåâîñõîäèò, íàïðèìåð, 1/2L, òî åñòü ïðè ëþáîì R ñóùåñòâóåò îáùåå ðåøå-
íèå x : BR × [−1/2L, 1/2L] → Rn. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå x îïðåäåëåíî
íà ñåìåéñòâå ìíîæåñòâ, èñ÷åðïûâàþùèõ Rn × [−1/2l, 1/2L], à çíà÷èò îïðåäåëåíî
x : Rn × [−1/2L, 1/2L]→ Rn.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí â ëþáîé òî÷êå âðåìåííîé îñè: ëþáîå t0 ñîäåðæèò-
ñÿ â èíòåðâàëå It0 , òàêîì ÷òî îïðåäåëåíî îáùåå ðåøåíèå x : Rn × It0 → Rn çàäà÷è
Êîøè x′(a, t) = A(t) · x(a, t), x(a, t0) = a . Ïîýòîìó ñêîëü óãîäíî áîëüøîé îòðåçîê
[r, s] ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì òàêèõ èíòåðâàëîâ It1 , . . . , ItN . Âûáåðåì â ïå-
ðåñå÷åíèè Iti è Iti+1

òî÷êó pi, òîãäà (pi−1, pi) ⊂ Iti , ïîýòîìó îïðåäåëåí îïåðàòîð Êî-
øèKpi−1,pi , ïîýòîìó îïðåäåëåíà èõ êîìïîçèöèÿKr,s = KpN−1,s◦KpN−2,pN−1

◦. . .◦Kr,p1 .
2

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû x′ = A(t)x îïðåäåëåíî íà âñåé âðå-
ìåííîé îñè, è äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 ñîïîñòàâëåíèå ðåøåíèþ x = x(t) åãî
çíà÷åíèÿ x(t0) ∈ Rn çàäàåò èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Rn ' {ðåøåíèÿ
ñèñòåìû x′ = A(t)x}. Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé n-ìåðíî, è âñå ðåøåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè n ðåøåíèé x(1), . . . , x(n), îáðàçóþùèõ áàçèñ.
Òàêîé áàçèñ íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé.
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ÔÑÐ íåàâòîíîìíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû âû÷èñëèòü ñèìâîëüíî, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâîçìîæíî. Íî åå îïðåäåëèòåëü w = det(x(1), . . . , x(n)) � ìîæíî ñ ïîìîùüþ ñëåäó-
þùåãî âàæíîãî ôàêòà.

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ w óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ w′ =(
trA(t)

)
w.

Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå íà w ðåøàåòñÿ: w(t) = w(0)e
∫ t
0 trA(s) ds.

Ýòî íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ëèóâèëëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(1), . . . , x(n) ñòîëáöû òðàíñïîíèðîâàííîé
ìàòðèöû X = (x(1), . . . , x(n)) è çàìåòèì, ÷òî det

(
(x(1))′, x(2), . . . , x(n)

)
=

= det
((∑

i a1,ix
(i)
)
, x(2), . . . , x(n)

)
= det

(
(a1,1x

(1)), x(2), . . . , x(n)
)

= a1,1w. Ïîýòîìó

w′ = det(x(1), . . . , x(n))′ = det
(
(x(1))′, x(2), . . . , x(n)

)
+ . . .+ det

(
x(1), . . . , x(n−1), x(n)

)
=

a1,1w + . . .+ an,nw = (trA)w. 2

Ïðèìåð. Åñëè A(t) = A ïîñòîÿííàÿ, òî ñèñòåìà x′ = Ax èìååò ÔÑÐ X(t) =
etA, à åå îïðåäåëèòåëü w óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ w′ = (trA)w, òî åñòü det eA =
detX(1) = w(1) = etrA.

Ïðèìåð. Îò ëèíåéíîãî íåàâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà

x(n) + a1x
(n−1) + . . .+ anx = 0 (∗)

ìîæíî ïåðåéòè ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðèìåíèâ
ê ýòîé ñèñòåìå âûøåèçëîæåííîå, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå. Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (∗)
ïðîäîëæàþòñÿ íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü è îáðàçóþò n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Åñëè x1, . . . , xn � åãî áàçèñ, òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî w = det(x

(j)
i ), ãäå i =

1, . . . , n è j = 0, . . . , n− 1, óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ w′ = −a1(t) · w.
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Êîíñïåêò ëåêöèè 12

Íàïîìíèì àëãåáðàè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîòîêà:
Òåîðåìà. Åñëè Kt : U → V ⊂ W � äèôôåîìîðôèçì ïîòîêà ïîëÿ v íà îáëàñòè

W , òî Kt = exp(tv) =
∑

k (êàê ãîìîìîðôèçìû OW → OU).
Àíàëîãè÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ íà àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå îáðàç âåêòîðíîãî ïîëÿ

ïðè äèôôåîìîðôèçìå (ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî òàâòîëîãèÿ!):
Ëåììà. Ïóñòü v � îáðàç ïîëÿ u ïðè äèôôåîìîðôèçìå F : U → V , òî åñòü

v(F (a)) = F∗u(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ U . Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê îïåðàòîðàì u : OU → OU ,
v : OV → OV è F : OV → OU , ïîëó÷èì ðàâåíñòâî uF = Fv.

Àëãåáðà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ut � îáðàç âåêòîðíîãî ïîëÿ u ïðè äèôôåîìîðôèçìå
ïîòîêàKt ïîëÿ v, òî åñòü ut(a) = (Kt)∗v

(
K−t(a)

)
. Ïðîèçâîäíîé Ëè âåêòîðíîãî ïîëÿ

u âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ v íàçûâàåòñÿ ïîëå w, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì w(a) =
d
dt
ut(a) â êàæäîé òî÷êå u. Ýòî ïîëå w îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Lvu.

Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ïîíÿòèå ñâÿçàíî ñ êîììóòàòîðîì âåêòîðíûõ ïîëåé äâóìÿ ðàç-
íûìè ñïîñîáàìè: âî-ïåðâûõ, îíî óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà îòíîñèòåëüíî
êîììóòàòîðà, òî åñòü Lw[u, v] = [Lwu, v] + [u, Lwv], à âî-âòîðûõ îíî ïðîñòî ñîâïà-
äàåò ñ êîììóòàòîðîì: Lvu = [u, v]. Ïåðâûé èç ýòèõ ôàêòîâ àíàëîãè÷åí ïðàâèëó
Ëåéáíèöà äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé; äîêàæåì âòîðîé, ïåðåâåäÿ åãî íà
àëãåáðàè÷åñêèé ÿçûê: äèôôåîìîðôèçì ïîòîêà v ðàâåí exp tv ïî ïðåäûäóùåé òåî-
ðåìå, ïîëå ut ðàâíî (exp tv)u(exp−tv) ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, ïîýòîìó òðåáóåìîå
ðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â î÷åâèäíîå (exp tv)u(exp−tv) = t(vu− uv) + . . ..

Òåïåðü ïåðâîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê [[u, v], w] = [[u,w], v] + [u, [v, w]]
èëè, èñïîëüçóÿ àíòèñèììåòðè÷íîñòü [u, v] = −[v, u], â áîëåå ñèììåòðè÷íîì âèäå:

[[u, v], w] + [[v, w], u] + [[w, u], v] = 0. (∗)

Äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòü ýòî ðàâåíñòâî � çàìåíèòü êàæäûé êîììóòàòîð [u, v] â
ëåâîé ÷àñòè íà uv − vu, ðàñêðûòü ñêîáêè è óáåäèòüñÿ, ÷òî âñ¼ ñîêðàùàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ðàâåíñòâî (∗) íàçûâàåòñÿòîæäåñòâîì ßêîáè. Âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî L ñ àíòèñèììåòðè÷íîé áèëìíåéíîé îïåðàöèåé [·, ·] : L×L→ L, óäîâëå-
òâîðÿþùåé òîæäåñòâó ßêîáè, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ëè.

Ïðèìåð. Ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè îáðàçóåò àëãåáðó Ëè.

Ïðèìåð. Ñàìûé èçâåñòíûé ïðèìåð àëãåáðû Ëè � ýòî àëãåáðà Gln, ïðîñòðàí-
ñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n × n ñ îïåðàöèåé [A,B] = AB − BA. Ïðî-
äåìîíñòðèðóåì, ÷òî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé àëãåáðû Ëè
âåêòîðíûõ ïîëåé, à ýêñïîíåíòó ìàòðèö � êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ýêñïîíåíòû âåêòîð-
íûõ ïîëåé. Äëÿ ýòîãî îòîæäåñòâèì Gln ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì TEGLn, ãäå
GLn � ãðóïïà (ïî óìíîæåíèþ) âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n × n, à E
� åå íåéòðàëüíûé ýëåìåíò. À èìåííî, îòîæäåñòâèì ìàòðèöó P ∈ Gln ñ âåêòîðîì
ñêîðîñòè êðèâîé E + tP ïðè t = 0. Òîãäà êàæäûé êàñàòåëüíûé âåêòîð P ∈ Gln
äàåò íà÷àëî ëåâîèíâàðèàíòíîìó âåêòîðíîìó ïîëþ vP , òàêîìó ÷òî vP (A) = AP â
ëþáîé òî÷êå A ∈ GLn. Ïðè ýòîì [vP , vQ] = v[P,Q], òî åñòü ïîñòðîåííîå íàìè ñîîò-
âåòñòâèå P ; vP äàåò âëîæåíèå àëãåáðû Ëè Gln â àëãåáðó Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé
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íà GLn. Òî÷íî òàê æå, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà A ∈ GLn îïðåäåëèì äèôôåîìîð-
ôèçì ñäâèãà SA : GLn → GLn, ïåðåâîäÿùèé B ∈ GLn â SA(B) = BA. Ïðè ýòîì
exp(vP ) = Sexp(P ), òî åñòü ñîïîñòàâëåíèå A ; SA äàåò âëîæåíèå ãðóïïû GLn â
ãðóïïó äèôôåîìîðôèçìîâ GLn → GLn, ïåðåâîäÿùåå ýêñïîíåíòó exp : Gln → GLn
â ýêñïîíåíòó exp : (àëãåáðà âåêòîðíûõ ïîëåé)→ (ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ).

Ìàòðè÷íûå ãðóïïû

Óòâåðæäåíèå. Åñëè G ⊂ GLn � ïîäãðóïïà Ëè (òî åñòü ïîäìíîæåñòâî, çà-
ìêíóòîå ïî óìíîæåíèþ ìàòðèö), òî åå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TEG ⊂ Gln �
ïîäàëãåáðà Ëè (òî åñòü çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ êîììóòàòîðà).

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, èëè êàñàòåëüíûì
êîíóñîì, ê ïîäìíîæåñòâó G âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V â òî÷êå a ∈ G íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî TaG ⊂ TaV , ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ ñêîðîñòè â òî÷êå a âñåõ ãëàäêèõ
êðèâûõ âèäà ϕ : [0, ε)→ G, òàêèõ ÷òî ϕ(0) = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A è B ñîäåðæàòñÿ â TEG. Äîêàæåì, ÷òî αA+ βB ∈
T0G è [A,B] ∈ TEG. Òîò ôàêò, ÷òî A è B ñîäåðæàòñÿ â TEG, îçíà÷àåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò êðèâûå ϕ : R → G è ψ : R → G ñ âåêòîðàìè ñêîðîñòè A è B â E,
òî åñòü ϕ(t) = E + tA + o(t) è ψ(t) = E + tB + o(t). Òàê êàê ïðè ýòîì êðèâàÿ
ϕ(αt)ψ(βt) = E+ t(αA+βB)+o(t) òàêæå ñîäåðæèòñÿ â G, òî è åå âåêòîð ñêîðîñòè

αA+βB ∈ T0G. Òàê êàê êðèâàÿ ϕ(
√
t)ψ(
√
t)
(
ϕ(
√
t)
)−1(

ψ(
√
t)
)−1

= E+t[A,B]+o(t)
òàêæå ñîäåðæèòñÿ â G, òî è åå âåêòîð ñêîðîñòè [A,B] ∈ TEG. 2

Ñëåäñòâèå. Â êàæäîé òî÷êå A ⊂ G êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TAG ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â TAGLn è ñîñòîèò èç âñåõ ìàòðèö âèäà XA, X ∈
TEG.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì ñäâèãà SA : GLn → GLn, ïå-
ðåâîäÿùèé B ∈ GLn â SA(B) = BA, ïåðåâîäèò G â G è A â A, ïîýòîìó TAG =
(SA)∗

(
TEG

)
. 2

Çàìå÷àíèå. Âñå êàñàòåëüíûå êîíóñû TEG îêàçàëèñü âåêòîðíûìè ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè ïîòîìó, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà G ⊂ GLn íà ñàìîì äåëå � ãëàäêîå
ïîäìíîãîîáðàçèå (ìû ýòîãî äîêàçûâàòü íå áóäåì).

Íàïîìèíàíèå. Ïîäìíîæåñòâî G âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ k-
ìåðíûì ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì, åñëè â ëþáîé òî÷êå a ∈ G ñóùåñòâóåò âû-
ïðÿìëÿþùèé äèôôåîìîðôèçì F : (îêðåñòíîñòü a)→ (îêðåñòíîñòü 0), òàêîé ÷òî â
îêðåñòíîñòè íóëÿ îáðàç F (G) ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíûì âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
Ïðîäóìàéòå, ïî÷åìó ýòî ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ èç êóðñà àíàëèçà. Â
÷àñòíîñòè, êàñàòåëüíûå êîíóñû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè. Òåì íå ìåíåå, ìíîæåñòâî, âñå êàñàòåëüíûå êîíóñû êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ âåêòîðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè, íå îáÿçàòåëüíî îêàæåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì:
íàïðèìåð, x2 = y4.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ïîäãðóïïû GLn è íàéäåì èõ àëãåáðû Ëè.

Ïðèìåð. Ïîäãðóïïà âñåõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1 îáîçíà÷àåòñÿ SLn ⊂ Gln, à
åå àëãåáðà Ëè � Sln ⊂ Gln � ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ. Äîêàæåì, ÷òî îíà ñîñòîèò
èç âñåõ ìàòðèö B ⊂ Gln, òàêèõ ÷òî trB = 0. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé òàêîé B
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êðèâàÿ exp tB ñîäåðæèòñÿ â SLn, ïîòîìó ÷òî ïî ôîðìóëå Ëèóâèëëÿ det exp tB =
exp tr tB = exp 0 = 1. Ïîýòîìó âåêòîð ñêîðîñòè ýòîé êðèâîé B = d

dt
exp tB|t=0

ñîäåðæèòñÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Sln. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü Sln
ñîäåðæèò ãèïåðïëîñêîñòü tr = 0, ïîýòîìó îíè ñîâïàäàþò.

Ïðèìåð. Ïîäãðóïïà âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö îáîçíà÷àåòñÿ On ⊂ Gn, à
åå àëãåáðà Ëè � On ⊂ Gln � ÿâëÿåòñÿ n(n − 1)/2-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ. Äîêàæåì,
÷òî îíà ñîñòîèò èç âñåõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáàÿ
êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ B êîììóòèðóåò ñ BT , ïîýòîìó (exp tB)(exp tB)T = exp t(B +
BT ) = exp 0 = E, ïîýòîìó êðèâàÿ exp tB ñîäåðæèòñÿ â On, ïîýòîìó åå êàñàòåëüíûé
âåêòîð B = d

dt
exp tB|t=0 ñîäåðæèòñÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå On. Ïîëó÷àåòñÿ,

÷òî n(n− 1)/2-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü {B |B+BT = 0} ñîäåðæèòñÿ â ïëîñêîñòè On òîé
æå ðàçìåðíîñòè, ïîýòîìó îíè ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò îïèñàòü êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ê SLn è On â
ëþáîé òî÷êå A: îíè ñîñòîÿò èç âñåõ ìàòðèö âèäà XA, ãäå X èìååò íóëåâîé ñëåä
èëè êîñîñèììåòðè÷íà, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå. Ìû çàìåòèëè, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ëþáîé ìàòðè÷íîé
ãðóïïå â åäèíèöå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè (ïðîâåðüòå ýòî íà äâóõ ïðèâåäåííûõ
ïðèìåðàõ!). Îáðàòíî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé àëãåáðû Ëè L ⊂ Gln ýêñïî-
íåíòà expL çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö â îêðåñòíîñòè
åäèíèöû. Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Áåêêåðà-Êýìïáåëëà-Õàóñäîðôà, âûðàæàþùåé
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö â âèäå (ñëîæíîãî) ðÿäà îò ìíîãîêðàòíûõ êîììóòàòîðîâ
ýòèõ ìàòðèö.

Ðåïåð Ôðåíå

Ýòà êëàññè÷åñêàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ � íàãëÿäíûé ïðèìåð íàøåãî
âû÷èñëåíèÿ àëãåáðû Ëè On.

Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ ϕ : R→ Rn íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàí-
íîé, åñëè îíà ïðîáåãàåòñÿ ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ, òî åñòü |ϕ′(t)| = 1 äëÿ âñåõ t.
Ëþáóþ ãëàäêóþ êðèâóþ ìîæíî ïðîéòè ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ:

Ëåììà. Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé êðèâîé ψ : R→ Rn (òî åñòü òàêîé, ÷òî ψ′ 6= 0) ñó-
ùåñòâóåò çàìåíà ïàðàìåòðà t = t(s), òàêàÿ ÷òî êðèâàÿ ψ(t(s)) ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíî
ïàðàìåòðèçîâàííîé. Ïàðàìåòð s íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âçÿâ â òðåáóåìîì ðàâåíñòâå |ψ(t(s))′| = 1 ïðîèçâîäíóþ
ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì t′(s) = 1/

∣∣(dψ
dt

(t(s))
∣∣. Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà

èñêîìóþ ôóíêöèþ t(s), åãî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. 2

Îïðåäåëåíèå. Ðåïåðîì Ôðåíå íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé ϕ :
R → R3 íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìàëüíûé ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé ðåïåð
(v, n, b) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Tϕ(t)R3, òàêîé ÷òî v(t) = ϕ′(t) è n(t) =
ϕ′′(t)/|ϕ′′(t)|. Ìíîæèòåëü k(t) = |ϕ′′(t)| íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé êðèâîé ϕ.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè èñïîëüçîâàíà îðòîãîíàëüíîñòü ϕ′(t) è ϕ′′(t) äëÿ íàòóðàëü-
íî ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé: äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ ϕ′(t) · ϕ′(t) = 1,
ïîëó÷àåì 2ϕ′(t) · ϕ′′(t) = 0. Ïîýòîìó ðåïåð Ôðåíå êîððåêòíî îïðåäåëåí âî âñåõ
òî÷êàõ êðèâîé, ãäå ϕ′′ íå ðàâåí íóëþ.
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Â áîëåå ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ, ìàòðèöà Φ(t) = (v(t), n(t), b(t)) çàäàåò îòîá-
ðàæåíèå Φ : R → On, ïîýòîìó Φ′(t) ∈ TΦ(t)On, òî åñòü Φ′(t) = A(t)Φ(t), ãäå A �
êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Áîëåå òîãî, ðàâåíñòâî v′(t) = ϕ′′(t) = k(t) ·n(t) îçíà-
÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A èìååò âèä (0, k(t), 0). Ïîýòîìó ñàìà ìàòðèöà

èìååò âèä A =

 0 k 0
−k 0 τ
0 −τ 0

, ãäå ÷èñëî τ(t) íàçûâàåòñÿ êðó÷åíèåì è îïèñûâà-

åò ìãíîâåííóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ïîâîðà÷èâàåòñÿ ðåïåð Ôðåíå âîêðóã
íàïðàâëåíèÿ v(t) â ìîìåíò t.

Çíàíèå êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ êðèâîé (òî åñòü ìàòðèöû A) îäíîçíà÷íî çàäàåò
êðèâóþ ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, ïîñêîëüêó çàäà÷à Êîøè Φ′(t) =
A(t)Φ(t), Φ(0) = E, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïðèìåð. Êðîìå âèíòîâûõ ëèíèé, íå ñóùåñòâóåò êðèâîé, êîòîðóþ ìîæíî áûëî
áû ñîâìåñòèòü ñ ñîáîé äâèæåíèåì îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà, ñîâìåùàÿ ïðè ýòîì
ëþáûå äâå çàäàííûå òî÷êè íà íåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêàÿ êðèâàÿ åñòü, òî äëÿ
íåå êðèâèçíà è êðó÷åíèå âî âñåõ òî÷êàõ îäèíàêîâû, òî åñòü ìàòðèöà A(t) = A
ïîñòîÿííà. Ïîýòîìó Φ(t) = (v(t), n(t), b(t)) = exp tA, è ϕ(t) =

∫ t
0
v(t)dt � âèíòîâàÿ

ëèíèÿ.

Êðèâèçíà è îãèáàþùèå

Äëÿ ïðîñòîòû ïðîäîëæèì ýòó èñòîðèþ, îãðàíè÷èâøèñü êðèâûìè íà ïëîñêîñòè.
Äàäèì â ýòîì ñëó÷àå òðè îïðåäåëåíèÿ öåíòðà êðèâèçíû ãëàäêîé êðèâîé ϕ : R→
R2 â òî÷êå ϕ(0) = a.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî êðèâàÿ ϕ íàòó-
ðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàíà, òîãäà åå êðèâèçíó k â òî÷êå a îïðåäåëèì êàê |ϕ′′(0)|, ðå-
ïåð Ôðåíå � êàê v = ϕ′(0) è n = ϕ′′(0)/k, à öåíòð êðèâèçíû � êàê òî÷êó a+n/k ∈ R2

(ìû îòñòóïèëè â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì êðèâîé, íà ðàññòîÿíèå 1/k, íà-
çûâàåìîå ðàäóñîì êðèâèçíû).

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ èñêóññòâåííûì, íî åãî âàæíîñòü â òîì, ÷òî
îíî ýêâèâàëåíòíî äâóì ñëåäóþùèì, íàìíîãî áîëåå åñòåñòâåííûì.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó êðèâîé ϕ, è
îáîçíà÷èì ÷åðåç C êðèâóþ, êàñàþùóþñÿ âñåõ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ � ýâîëþòó
êðèâîé ϕ. Öåíòðîì êðèâèçíû ϕ â òî÷êå ϕ(0) = a íàçîâåì òî÷êó êàñàíèÿ ýâîëþòû
C ñ ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ϕ â òî÷êå a.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïðèëåãàþùåé îêðóæíîñòüþ ê íàòóðàëüíî ïàðàìåò-
ðèçîâàííîé êðèâîé ϕ â òî÷êå ϕ(0) = a òàêóþ íàòóðàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííóþ
îêðóæíîñòü ψ : R → R2, ÷òî ϕ(t) − ψ(t) = o(t2). (Òàêàÿ îêðóæíîñòü åäèíñòâåííà
� äëÿ îêðóæíîñòåé ñ äðóãèìè ðàäèóñàìè, êàñàþùèõñÿ ϕ â òî÷êå a ðàçíîñòü áóäåò
èìåòü ïîðÿäîê ìàëîñòè o(t)). Íàçîâåì öåíòð è ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè öåíòðîì
è ðàäèóñîì êðèâèçíû.

Òåîðåìà. Ýòè òðè îïðåäåëåíèÿ öåíòðà è ðàäèóñà êðèâèçíû ñîãëàñîâàíû.

Ñîâïàäåíèå îïðåäåëåíèé 2 è 3 î÷åâèäíî èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé: áóäåì íà-
ìàòûâàòü íà êðèâóþ C íèòêó ñ êîíöîì a. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî êîíåö
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íèòêè çàìåòåò êðèâóþ ϕ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ÷òî êîíåö íèòêè, íàìàòûâàåìîé íà
êðèâóþ C è â ìîìåíò t = 0 êàñàþùåéñÿ åå â òî÷êå c, íà o(t2) îòëè÷àåòñÿ îò êîíöà
íèòêè òîé æå äëèíû, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã òî÷êè c.

Äëÿ ñîâïàäåíèÿ Îïðåäåëåíèé 1 è 2 íàó÷èìñÿ èñêàòü îãèáàþùèå:

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî C ∈ R íà ïëîñêîñòè çàäàíà ãëàäêàÿ êðè-
âàÿ {(x, y) | f(x, y, C) = 0}. Òîãäà êðèâàÿ, êàñàþùàÿñÿ âñåõ ýòèõ êðèâûõ (òî åñòü
èõ îãèáàþùàÿ) ïîëó÷àåòñÿ èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåííîé C èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
f(x, y, C) = 0 è ∂f

∂C
(x, y, C) = 0.

Ïðèìåð. Ñåìåéñòâî ïàðàáîë, çàäàâàåìîå óðàâíåíèÿìè y− (x−C)2 = 0, èìååò
îãèáàþùóþ y − (x− C)2 = 2(x− C) = 0, òî åñòü y = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå f(x, y, C) = 0 çàäàåò ïîâåðõíîñòü U â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, C), ðàññìîòðèì åå ïðîåêöèþ π : U → R2 íà êîîðäèíàò-
íóþ ïëîñêîñòü (x, y). Åñëè ãëàäêàÿ êðèâàÿ S ⊂ U òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
(x0, y0, C0) ∈ S ïðîåêöèÿ π(S) êàñàåòñÿ êðèâîé f(x, y, C0) = 0 â òî÷êå (x0, y0), òî êà-
ñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü T(x0,y0,C0)U ñîäåðæèò âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ (ïàðàëëåëüíóþ

êîîðäèíàòíîé îñè C), òî åñòü ∂f
∂C

(x0, y0, C0) = 0. 2

Ïðèìåíèâ ýòî ê ñåìåéñòâó ïåðïåíäèêóëÿðîâ {z | (z − ϕ(C)) · ϕ′(C) = 0} êðèâîé
ϕ : R→ R2, ïîëó÷èì, ÷òî åå ýâîëþòà çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (z−ϕ(C)) ·ϕ′(C) = 0 è
−ϕ′(C)·ϕ′(C)+(z−ϕ(C))·ϕ′′(C) = 0. Ïåðåïèñûâàÿ èõ â òåðìèíàõ îðòîíîðìàëüíîãî
ðåïåðà Ôðåíå v = ϕ′(C), n = ϕ′′(C)/k, ïîëó÷èì (z−ϕ(C))·v = 0, (z−ϕ(C))·n = 1/k.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî â êîîðäèíàòàõ ðåïåðà Ôðåíå òî÷êà êàñàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ê ϕ
è åå ýâîëþòû èìååò êîîðäèíàòû (0, 1/k), òî åñòü íàõîäèòñÿ íà ïåðïåíäèêóëÿðå íà
ðàññòîÿíèè 1/k îò êðèâîé. Ýòî è îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé 1 è 2.
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