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Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

1 Êîîðäèíàòíûé àíçàö Áåòå

1.1 Àíçàö Áåòå â ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà

1.1.1 Îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ

1.1.2 Èçîòðîïíûé ìàãíåòèê Ãåéçåíáåðãà (XXX-ìîäåëü)

1.1.3 Ïîñòðîåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ â XXX-ìîäåëè

1.1.4 Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå àíòèôåððîìàãíèòíîé öåïî÷êè

1.1.5 Àíèçîòðîïíàÿ ñïèíîâàÿ öåïî÷êà: XXZ-ìîäåëü

1.2 Àíçàö Áåòå äëÿ îäíîìåðíîãî áîçå-ãàçà ñ òî÷å÷íûì âçàè-

ìîäåéñòâèåì

1.2.1 Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Áåòå

1.2.2 Óðàâíåíèÿ Áåòå

1.2.3 Äåéñòâèå ßíãà

1.2.4 Ðåøåíèå óðàâíåíèé Áåòå â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå

2 Ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè íà äâóìåðíîé

ðåøåòêå (âåðøèííûå ìîäåëè)

Ýòîò ðàçäåë ñëóæèò ïåðåõîäíûì ýòàïîì îò èçó÷åíèÿ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé ê àíà-
ëèçó îáùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ëåæàùèõ â îñíîâå êâàíòîâîé èíòåãðèðóåìî-
ñòè. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ 6-âåðøèííàÿ ìîäåëü íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå � ìîäåëü
ñîâåðøåííî äðóãîãî òèïà (è äàæå èç äðóãîé îáëàñòè ôèçèêè), òî÷íîå ðåøåíèå êî-
òîðîé, îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèè òîãî
æå ìåòîäà Áåòå. Âìåñòå ñ òåì 6-âåðøèííàÿ ìîäåëü îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàííîé ñ
XXZ-öåïî÷êîé è ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîììóòèðóþùèå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ äëÿ
ïîñëåäíåé, ò.å. îïåðàòîðû, êîììóòèðóþùèå ñ ãàìèëüòîíèàíîì è äðóã ñ äðóãîì. Â
êîíòåêñòå 6-âåðøèííîé ìîäåëè ìîæíî íàèáîëåå íàãëÿäíî ââåñòè îáùèå ïîíÿòèÿ
êâàíòîâîãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è (òðàíñôåð-ìàòðèöà R-ìàòðèöà è äð.) è ðàçâèòü
àëãåáðàè÷åñêèé âàðèàíò ìåòîäà Áåòå, ïðèìåíèìûé ê øèðîêîìó êðóãó êâàíòîâûõ
èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.
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2.1 Îáùàÿ âåðøèííàÿ ìîäåëü íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå

Ðàññìîòðèì ðåøåòêó ðàçìåðà N×M ñ êâàäðàòíûìè ÿ÷åéêàìè, ñâåðíóòóþ â òîð, ò.å.
ïëîñêóþ ðåøåòêó ñ M +1 ñòðîêàìè è N +1 ñòîëáöàìè, ó êîòîðîé êðàéíèå ñòðîêè è
ñòîëáöû îòîæäåñòâëåíû. Ïóñòü íà êàæäîì ãîðèçîíòàëüíîì ðåáðå íàðèñîâàíà ñòðåë-
êà, îðèåíòèðîâàííàÿ âëåâî èëè âïðàâî, à íà êàæäîì âåðòèêàëüíîì � ââåðõ èëè âíèç.
Ïîñêîëüêó â êàæäîì óçëå ðåøåòêè ñõîäÿòñÿ 4 ðåáðà, èìååì 16 âîçìîæíûõ êîìáè-
íàöèé ñòðåëîê íà íèõ (òèïîâ âåðøèí). Ïðèïèøåì êàæäîé âîçìîæíîé êîìáèíàöèè
j = 1, . . . , 16 ÷èñëî εj (ýíåðãèþ äàííîé ëîêàëüíîé êîíôèãóðàöèè). Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ,
îòâå÷àþùàÿ íåêîòîðîé ðàññòàíîâêå ñòðåëîê íà âñåõ ðåáðàõ, íàõîäèòñÿ òîãäà êàê
ñóììà ëîêàëüíûõ ýíåðãèé ïî âñåì óçëàì:

E =
16∑
j=1

Njεj

ãäå Nj � ÷èñëî óçëîâ ñ êîìáèíàöèåé ñòðåëîê òèïà j â äàííîé êîíôèãóðàöèè. Ïîëåçíî
òàêæå ââåñòè âåëè÷èíû wj = e−εj/T , êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè áîëüöìàíîâ-
ñêìèìè âåñàìè (îíè ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ óçëîâ). Ñòàòñóììà ðàâíà

Z =
∑

e−E/T =
∑∏

j

w
Nj

j

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì êîíôèãóðàöèÿì ñòðåëîê íà ðåøåòêå, à E �
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîíôèãóðàöèèè. Îáû÷íî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âû÷èñëåíèå ñâîáîä-
íîé ýíåðãèè íà îäèí óçåë â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå êàê ôóíêöèè ëîêàëüíûõ
áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ:

f = −T lim
M,N→∞

logZ

MN

Ïî ïîíÿòíîé ïðè÷èíå äàííàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ 16-âåðøèííîé. Â îáùåì ñëó÷àå îíà
íå èìååò òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî áîëüöìàíîâñêèå âåñà íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîíôèãóðàöèé ìîãóò
áûòü ðàâíû 0 (ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ðàâíà +∞). Ýòî çíà÷èò, ÷òî äàííûå ëîêàëüíûå êîí-
ôèãóðàöèè â âåðøèíå ñ÷èòàþòñÿ çàïðåùåííûìè. Òîãäà ÷èñëî ðàçðåøåííûõ òèïîâ
âåðøèí óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ 8-âåðøèííàÿ è 6-âåðøèííàÿ ìîäå-
ëè, êîòîðûå óæå ìîãóò áûòü ðåøåíû òî÷íî, ïî êðàéíåé ìåðå â òåðìîäèíàìè÷åñêîì
ïðåäåëå (ñì. äàëåå).

Âìåñòî ñòðåëîê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïèíîâûå ïåðåìåííûå σ = ±1, æèâóùèå íà
ðåáðàõ ðåøåòêè: åñëè ñòðåëêà íàïðàâëåíà âïðàâî èëè ââåðõ, σ = +1, à åñëè âëåâî
èëè âíèç, σ = −1. Êàæäîé êîíôèãóðàöèè ñòðåëîê â óçëå ñîîòâåòñòâóþò 4 âåëè÷èíû
α, α′, β, β′, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ ±1. Ïåðåìåííûå α, α′ æèâóò íà âåðòèêàëüíûõ
ðåáðàõ, à β, β′ � íà ãîðèçîíòàëüíûõ (ðèñ. 1). Ëîêàëüíûé áîëüöìàíîâñêèé âåñ, îòâå-
÷àþùèé òàêîé êîíôèãóðàöèè, áóäåì îáîçíà÷àòü

Rα′

α (β, β′) èëè Rα′β′

αβ

Ðàññìîòðèì êàêîé-ëèáî ãîðèçîíòàëüíûé ðÿä ðåøåòêè è ïðèëåãàþùèå ê íåìó ñíè-
çó è ñâåðõó âåðòèêàëüíûå ðåáðà. Ïóñòü {α1, α2, . . . , αN} � ïåðåìåííûå íà âåðòèêàëü-
íûõ ðåáðàõ íèæíåãî ðÿäà, à {α′

1, α
′
2, . . . , α

′
N} � âåðõíåãî (ðèñ. 2). Áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü
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èõ ôèêñèðîâàííûìè è íàéäåì ñòàòñóììó òàêîãî ãîðèçîíòàëüíîãî �ñëîÿ� ðåøåòêè,
êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç

Tα′
1,α

′
2,...,α

′
N

α1,α2,...,αN
èëè äëÿ êðàòêîñòè T

{α′}
{α}

Äëÿ ýòîãî íàäî âçÿòü ïðîèçâåäåíèå ëîêàëüíûõ áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ è ïðîñóììè-
ðîâàòü ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì íà ãîðèçîíòàëüíûõ ðåáðàõ:

Tα′
1,α

′
2,...,α

′
M

α1,α2,...,αM
=

∑
β1,...,βN

Rα′
1

α1
(β1, β2)R

α′
2

α2
(β2, β3) . . . R

α′
N

αN
(βN , β1) (2.1)

Âåëè÷èíó T
α′
1,α

′
2,...,α

′
M

α1,α2,...,αM ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà T ,
äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå H = C2 ⊗ C2 ⊗ . . . ⊗ C2 = (C2)⊗N , âçÿòîãî â áàçèñå
|α1⟩ ⊗ |α2⟩ ⊗ . . . ⊗ |αN⟩:

T |α1α2, . . . , αN⟩ = Tα′
1,α

′
2,...,α

′
M

α1,α2,...,αN
|α′

1α
′
2, . . . , α

′
N⟩

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììèðîâàíèå). Òîãäà

Z = trH TM

ãäå ñëåä áåðåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå H. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàòñóììû
äîñòàòî÷íî íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû T . Äëÿ íàõîæäåíèÿ óäåëüíîé ñâî-
áîäíîé ýíåðãèè â ïðåäåëå N,M → ∞ äîñòàòî÷íî çíàòü àñèìïòîòèêó ïðè N → ∞
íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Â ñèëó âàæíîñòè ìàòðèöà T èìååò ñïåöèàëüíîå
íàçâàíèå. Îíà íàçûâàåòñÿ òðàíñôåð-ìàòðèöåé èëè ìàòðèöåé ïåðåõîäà, ïîñêîëüêó
îïèñûâàåò ïåðåõîä îò îäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ðÿäà âåðòèêàëüíûõ ðåáåð ê ñëåäóþ-
ùåìó. Äèàãîíàëèçàöèÿ òðàíñôåð-ìàòðèöû � ïåðâàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à â òåîðèè âåð-
øèííûõ ìîäåëåé. (Âòîðàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à � íàõîæäåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé,
íî îíà ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.)

Îáñóäèì ïîäðîáíåå ñòðóêòóðó òðàíñôåð-ìàòðèöû. Áóäåì ñ÷èòàòü Rα′
α (β, β′) 2×2

ìàòðèöåé Rα′
α ïî èíäåñêàì β, β′, ó êîòîðîé ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â ñâîþ î÷åðåäü

ÿâëÿþòñÿ 2× 2 ìàòðèöàìè (ïî èíäåêñàì α, α′):

(Rα′

α )ββ′ = Rα′

α (β, β′)

Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì Rα′
α (β, β′) êàê áëî÷íóþ ìàòðèöó. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü

ôîðìóëû (2.1) � íå ÷òî èíîå, êàê ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå â ãîðèçîíòàëüíîì (îáùåì
äëÿ âñåõ) ïðîñòðàíñòâå C2 (îíî íàçûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì) ñ
ïîñëåäóþùèì âçÿòèåì ñëåäà â íåì:

T
{α′}
{α} = Tα′

1,α
′
2,...,α

′
N

α1,α2,...,αN
= trC2

(
Rα′

1
α1
Rα′

2
α2

. . . Rα′
N

αN

)
Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûì ñòðîèòåëüíûì áëîêîì ÿâëÿåòñÿ íàáîð áîëüöìà-

íîâñêèõ âåñîâ Rα′
α (β, β′) = Rα′β′

αβ . Èõ ìîæíî îáúåäèíèòü â ìàòðèöó 4× 4 è ïîíèìàòü
åå êàê ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ äâóìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ çàäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð

R : C2 ⊗ C2 → C2 ⊗ C2
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Â áàçèñå |α⟩ ⊗ |β⟩ îí äåéñòâóåò òàê:

R : |α⟩ ⊗ |β⟩ 7→ Rα′β′

αβ |α′⟩ ⊗ |β′⟩

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ñóììèðîâàíèå). Ìàòðèöà R â áàçèñå |+⟩⊗|+⟩, |−⟩⊗|+⟩,
|+⟩ ⊗ |−⟩, |−⟩ ⊗ |−⟩ çàïèøåòñÿ âèäå

R =



R++
++ R−+

++ R+−
++ R−−

++

R++
−+ R−+

−+ R+−
−+ R−−

−+

R++
+− R−+

+− R+−
+− R−−

+−

R++
−− R−+

−− R+−
−− R−−

−−


Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ èñõîäíî âñå áîëüöìàíîâñêèå âåñà áûëè âåùåñòâåííûìè (è, áîëåå
òîãî, íåîòðèöàòåëüíûìè) ÷èñëàìè, ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óäîáíî ñ÷èòàòü
èõ ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Íàêîíåö, óêàæåì ñïîñîá êîìïàêòíîé áåçûíäåêñíîé çàïèñè òðàíñôåð-ìàòðèöû.
Åñëè èìååòñÿ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå V1⊗ . . .⊗VN îäèíàêîâûõ ïðîñòðàíñòâ Vi

∼= C2,
îáîçíà÷èì Rij îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ïðîèçâåäåíèè Vi ⊗ Vj êàê R, à íà äðóãèõ
êàê òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Òîãäà

T = trV0

(
R10R20 . . .RN0

)
Ñòîÿùèé ïîä ñëåäîì îïåðàòîð T = R10R20 . . .RN0 òàêæå èìååò ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå.
Ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì (ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì îáðàòíîé çàäà÷è) îí íàçûâàåò-
ñÿ êâàíòîâîé ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè. Åãî åñòåñòâåííî çàïèñûâàòü êàê 2× 2 ìàòðèöó
âî âñïîìîãàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè â ïðî-
ñòðàíñòâå H:

T =

(
A B
C D

)
, T = A+D

Ýòî ïî ñóòè òðàíñôåð-ìàòðèöà äëÿ öåïî÷êè ñ îòêðûòûìè êîíöàìè, ñïèíû íà êîòî-
ðûõ ôèêñèðîâàíû.

2.2 6-âåðøèííàÿ ìîäåëü

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü òå âåðøèíû, â êîòîðûõ ÷èñëî âõîäÿùèõ ñòðåëîê ðàâ-
íî ÷èñëó âûõîäÿùèõ, à îñòàëüíûå îáúÿâèì çàïðåùåííûìè (èõ áîëüöìàíîâñêèå âåñà
ïîëîæèì ðàâíûìè 0). Òàêèõ êîíôèãóðàöèé ðîâíî 6 (ðèñ. 3). Îíè îáúåäèíÿþòñÿ â
ïàðû, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàùåíèþ âñåõ ñòðåëîê. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áîëüöìàíîâ-
ñêèå âåñà îäèíàêîâû äëÿ âåðøèí, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà îáðàùåíèåì âñåõ
ñòðåëîê. Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè èìåþòñÿ 3 íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà, èç êîòîðûõ
ñóùåñòâåííû ëèøü äâà, ò.ê. çàâèñèìîñòü îò îáùåãî ìíîæèòåëÿ òðèâèàëüíà. Òàêàÿ
ìîäåëü íàçûâàåòñÿ (ñèììåòðè÷íîé) 6-âåðøèííîé ìîäåëüþ.
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2.2.1 Ìàòðèöà áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ 6-âåðøèííîé ìîäåëè

Ìàòðèöà ëîêàëüíûõ áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ äëÿ 6-âåðøèííîé ìîäåëè èìååò âèä

R =


R+

+(+,+) 0 0 0
0 R−

−(+,+) R−
+(+,−) 0

0 R−
+(−,+) R+

+(−,−) 0
0 0 0 R−

−(−,−)

 =


a 0 0 0
0 b c 0
0 c b 0
0 0 0 a


Îíà íàçûâàåòñÿ R-ìàòðèöåé. Óêàæåì äðóãèå ñïîñîáû åå çàïèñè, êîòîðûå â ðÿäå
ñëó÷àåâ áîëåå óäîáíû:

R =


a+b
2

+ a−b
2

σz cσ−

cσ+
a+b
2

− a−b
2

σz



=
a+ b

2
σ0 ⊗ σ0 +

a− b

2
σz ⊗ σz +

c

2
σy ⊗ σy +

c

2
σx ⊗ σx

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ââåäåííûå ðàíåå ñòàíäàðòíûå ìàòðèöû Ïàóëè. Ìàòðèöà áîëüö-
ìàíîâñêèõ âåñîâ â j-ì óçëå ðåøåòêè çàïèøåòñÿ â âèäå

Rj0 =


a+b
2

+ a−b
2

σ(j)
z cσ

(j)
−

cσ
(j)
+

a+b
2

− a−b
2

σ(j)
z



=
a+ b

2
σ
(j)
0 ⊗ σ

(0)
0 +

a− b

2
σ(j)
z ⊗ σ(0)

z +
c

2
σ(j)
y ⊗ σ(0)

y +
c

2
σ(j)
x ⊗ σ(0)

x

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîð |Ω⟩ = |+++ . . .+⟩ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ

òðàíñôåð-ìàòðèöû T = trV0

(
R10R20 . . .RN0

)
è íàéòè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. (Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ïðè a > b+ c ýòî ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.)

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî òðàíñôåð-ìàòðèöà 6-âåðøèííîé ìîäåëè êîììóòèðóåò ñ

îïåðàòîðîì öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà eiP è îïåðàòîðîì Sz =
N∑
j=1

σ(j)
z : [T, eiP ] = [T, Sz] = 0.

Êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå [T, Sz] = 0 îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ñòðåëîê, íà-
ïðàâëåííûõ âíèç (àíàëîã ïåðåâåðíóòûõ ñïèíîâ), ñîõðàíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì îïåðà-
òîðà T , ò.å. íå ìåíÿåòñÿ îò ñëîÿ ê ñëîþ. Ïîýòîìó ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîæíî èñêàòü
â ñåêòîðàõ ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ïåðåâåðíóòûõ ñòðåëîê. Íàïðèìåð, ñîáñòâåííûé
âåêòîð â N -ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ñ îäíîé ïåðåâåðíóòîé ñòðåëêîé ìîæíî èñêàòü
â âèäå

N∑
n=1

znσ
(n)
− |Ω⟩

ãäå z � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ zN = 1 (â ñèëó ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé). ßâíîå ïîñòðîåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìîæíî ïðîâåñòè
è â ñåêòîðå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ïåðåâåðíóòûõ ñòðåëîê, ïðè÷åì îíî îêàçûâàåòñÿ
àáñîëþòíî àíàëîãè÷íûì ðåøåíèþ XXZ-ìîäåëè êîîðäèíàòíûì àíçàöåì Áåòå! (Èñ-
òîðè÷åñêè ìîäåëü áûëà âïåðâûå ðåøåíà èìåííî ýòèì ìåòîäîì.) Ðàçóìååòñÿ, ýòîò
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ôàêò íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è ãîâîðèò î òîì, ÷òî òðàíñôåð-ìàòðèöà 6-âåðøèííîé
ìîäåëè êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì XXZ-öåïî÷êè, è ìåòîä Áåòå äàåò èõ îáùèå
ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Â îáùåé 16-âåðøèííîé ìîäåëè âåêòîð |Ω⟩ óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì, à äåé-
ñòâèå òðàíñôåð-ìàòðèöû íå ñîõðàíÿåò ÷èñëî ïåðåâåðíóòûõ ñòðåëîê. Òàê æå îáñòîèò
äåëî è â ñëó÷àå 8-âåðøèííîé ìîäåëè, â êîòîðîé ðàçðåøåííûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âåð-
øèíû ñ ÷åòíûì ÷èñëîì âõîäÿùèõ ñòðåëîê. Îêàçûâàåòñÿ, 8-âåðøèííàÿ ìîäåëü, êàê è
6-âåðøèííàÿ, ÿâëÿåòñÿ òî÷íî ðåøàåìîé, íî êîîðäèíàòíûé àíçàö Áåòå ê íåé íåïðè-
ìåíèì. Åå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî äðóãèìè, àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè (ðàçâèòûìè
â ïåðâóþ î÷åðåäü â ðàáîòàõ Ð.Áàêñòåðà è Ëåíèíãðàäñêîé øêîëû), ñ êîòîðûìè ìû
ïîçíàêîìèìñÿ íà áîëåå ïðîñòîì ïðèìåðå 6-âåðøèííîé ìîäåëè.

2.2.2 Êîììóòèðóþùèå òðàíñôåð-ìàòðèöû è óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà

Êëþ÷îì ê àëãåáðàè÷åñêîìó ðåøåíèþ 6-âåðøèííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà òðàíñôåð-ìàòðèö. Èìåííî, ìû ïîêàæåì, ÷òî òðàíñôåð-
ìàòðèöû ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ

∆ =
a2 + b2 − c2

2ab

èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå, êîììóòèðóþò.

Èòàê, çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, êîãäà òðàíñôåð-ìàòðèöû

T = trV0T = trV0

(
R10R20 . . .RN0

)
, T ′ = trV0T ′ = trV0

(
R′
10R

′
20 . . .R

′
N0

)
êîììóòèðóþò. Çäåñü R′ � R-ìàòðèöà ñ ïàðàìåòðàìè (a′, b′, c′). Ïðîèçâåäåíèÿ TT ′ è
T ′T ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

TT ′ = trV0⊗V0

(
T ⊗ T ′

)
, T ′T = trV0⊗V0

(
T ′ ⊗ T

)
Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ T -ìàòðèöû ïåðåìíîæàþòñÿ òåíçîðíî, à èõ ýëåìåíòû � êàê îïåðà-
òîðû â H, ñ ñîáëþäåíèåì ïîðÿäêà. Íàïðèìåð:

T ⊗ T ′ =

(
A B
C D

)
⊗
(

A′ B′

C ′ D′

)
=


AA′ AB′ BA′ BB′

AC ′ AD′ BC ′ BD′

CA′ CB′ DA′ DB′

CC ′ CD′ DC ′ DD′


Äëÿ êîììóòàòèâíîñòè òðàíñôåð-ìàòðèö äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íåâûðîæ-
äåííàÿ ÷èñëîâàÿ 4× 4 ìàòðèöà M òàêàÿ, ÷òî

T ′ ⊗ T = M(T ⊗ T ′)M−1 èëè M(T ⊗ T ′) = (T ′ ⊗ T )M

Òîãäà ñëåäû îò T ⊗ T ′ è T ′ ⊗ T áóäóò ðàâíû â ñèëó öèêëè÷íîñòè ñëåäà.

Ïóñòü P � îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè C2 ⊗
C2: Pu⊗ v = v⊗ u. (Â ãëàâå ïðî ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà ýòîò îïåðàòîð îáîçíà÷àëñÿ êàê
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P12.) Â áàçèñå |+⟩⊗|+⟩, |−⟩⊗|+⟩, |+⟩⊗|−⟩, |−⟩⊗|−⟩ ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà èìååò
âèä

P =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


Åñëè áû ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû T êîììóòèðîâàëè ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè T ′, ìû
áû èìåëè P(T ⊗T ′) = (T ′⊗T )P, ò.å. â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ñëåäû çàâåäîìî
êîììóòèðóþò, M = P. Â îáùåì ñëó÷àå áóäåì èñêàòü ìàòðèöó M â âèäå M = PR′′,
ãäå R′′ � íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà (ñìûñë òàêîãî îáîçíà÷åíèÿ âûÿñíèòüñÿ ÷óòü
íèæå).

�Ñïëåòàþùåå� ñîîòíîøåíèå

PR′′(T ⊗ T ′) = (T ′ ⊗ T )PR′′ (2.2)

áóäåò äëÿ íàñ îñíîâíûì. Ïîëåçíî ïåðåïèñàòü åãî â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå. Îáîçíà-
÷èì T1 = T ⊗ 1, T2 = 1⊗ T , òîãäà T ⊗ T ′ = T1T ′

2 , à T ′ ⊗ T = P T ′
2T1 P. Ïîñëå ýòîãî,

ïîìíîæèâ îáå ÷àñòè íàøåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåâà íà P, çàïèøåì åãî òàê:

R′′
12T1T ′

2 = T ′
2T1R

′′
12

Èíäåêñû ó R′′ íàïîìèíàþò, ÷òî ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè
ïåðâîãî è âòîðîãî ïðîñòðàíñòâ.

Êîíñòðóêòèâíî ìàòðèöó R′′ ìîæíî íàéòè, íàëîæèâ áîëåå ñèëüíîå äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå � ÷òîáû òàêàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâîâàëà äëÿ êàæäîãî R-ìàòðè÷íîãî ñîìíîæè-
òåëÿ, âõîäÿùåãî â T -ìàòðèöó, à èìåííî,

PR′′(R⊗ R′) = (R′ ⊗ R)PR′′ èëè R′′
12R13R

′
23 = R′

23R13R
′′
12

Â ýòîì óðàâíåíèè îáå ÷àñòè � ÷èñëîâûå ìàòðèöû 8 × 8, è åñòü íàäåæäà, ÷òî åãî
óäàñòñÿ ðàçðåøèòü. Â èíäåêñíîé çàïèñè∑

µνλ

R
′′ νµ
βγ R

′ λβ′

αµ Rα′γ′

λν =
∑
µνλ

Rλµ
αβR

′ α′ν
λγ R

′′ γ′β′

µν (2.3)

(ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå Rα′
α (β, β′) = Rα′β′

αβ ). Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìàòðèöû R, R′, R′′ èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó è ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè
ïàðàìåòðîâ: (a, b, c) äëÿ R, (a′, b′, c′) äëÿ R′, (a′′, b′′, c′′) äëÿ R′′.

Óñëîâèå (2.3) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (èëè ñèñòåìîé óðàâíåíèé) ßíãà-Áàêñòåðà
èëè óðàâíåíèåì òðåóãîëüíèêîâ. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ãðàôè÷åñêè (ðèñ. 4). Ýòî
ñèñòåìà èç 64 óðàâíåíèé ñ 3 íåèçâåñòíûìè (íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû R′′).
Íàøà çàäà÷à � âûÿñíèòü, ïðè êàêîì âûáîðå ìàòðèö R, R′ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå
ðåøåíèå.

Çàìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâà Rα′β′

αβ = 0 ïðè α + β ̸= α′ + β′ áîëüøîå
÷èñëî óðàâíåíèé îáðàùàþòñÿ â òîæäåñòâà 0 = 0. ×òî-òî íåíóëåâîå â îáåèõ ÷àñòÿõ
ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî ïðè α + β + γ = α′ + β′ + γ′. Â ðåçóëüòàòå îñòàåòñÿ òîëüêî 20
íåòðèâèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê 10 ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè îòíîñèòåëü-
íî ïðåîáðàçîâàíèÿ |+⟩ ↔ |−⟩. ×åòûðå èç ýòèõ äåñÿòè óðàâíåíèé óäîâëåòâîðÿþòñÿ
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òîæäåñòâåííî, à îñòàëüíûå îáðàçóþò òðè ïàðû ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíåíèé. Òàêèì
îáðàçîì, îñòàþòñÿ òîëüêî 3 íåòðèâèàëüíûõ óðàâíåíèÿ. Îíè èìåþò âèä

ac′a′′ = bc′b′′ + ca′c′′

ab′a′′ = cc′b′′ + ba′c′′

cb′a′′ = ca′b′′ + bc′c′′
(2.4)

Ðàññìîòðèì èõ êàê ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè a′′, b′′, c′′. Íåíó-
ëåâîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ðàâåí 0. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî òðåáîâàíèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

a2 + b2 − c2

2ab
=

a′2 + b′2 − c′2

2a′b′

Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåâ ýòè óðàâíåíèÿ êàê ñèñòåìó îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ íåèç-
âåñòíûìè a′, b′, c′, ïîëó÷èì

a2 + b2 − c2

2ab
=

a′′2 + b′′2 − c′′2

2a′′b′′

Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè âåëè÷èíà

∆ =
a2 + b2 − c2

2ab

îäèíàêîâà äëÿ âñåõ R-ìàòðèö R, R′, R′′, ïîñòðîåííûå ïî íèì òðàíñôåð-ìàòðèöû êîì-
ìóòèðóþò.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èñêëþ÷èòåëüíî óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùóþ ïàðàìåòðèçàöèþ
ñòàòâåñîâ a, b, c: 

a = ρ sinh(u+ η)
b = ρ sinhu
c = ρ sinh η

(2.5)

Òîãäà ∆ = cosh η, è òðàíñôåð-ìàòðèöû êîììóòèðóþò ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
u, ρ (è îäèíàêîâîì η). Êîììóòàòèâíîñòü ïðè ðàçëè÷íûõ ρ òðèâèàëüíà, ïîñêîëüêó
îáùèé ìíîæèòåëü ïðîñòî âûíîñèòñÿ è íè íà ÷òî íå âëèÿåò. Óäîáíî ïîëîæèòü ρ =
1. Ïàðàìåòð u íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì, è R-ìàòðèöà, à òàêæå âñå
îñòàëüíûå ââåäåííûå îáúåêòû îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà u:
R = R(u), T = T (u) è ò.ä. Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî u ìîæåò ìåíÿòüñÿ, à η
ôèêñèðîâàíî, òîãäà [T (u), T (u′)] = 0.

Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñïåêòðàëüíûå ïàðàìåòðû R-ìàòðèö, âõîäÿùèõ â óðàâ-
íåíèå ßíãà-Áàêñòåðà? Ïîäñòàâèâ ïàðàìåòðèçàöèþ (2.5) äëÿ êàæäîé R-ìàòðèöû (ñ
u, u′, u′′ è îäèíàêîâûì η) â óñëîâèÿ (2.4), ïîëó÷èì

u = u′ + u′′

Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà ïðèìåò ñèììåòðè÷íûé âèä

R12(u1 − u2)R13(u1 − u3)R23(u2 − u3) = R23(u2 − u3)R13(u1 − u3)R12(u1 − u2)

9



(äëÿ äàííîé ïàðàìåòðèçàöèè îíî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì), à ñïëåòàþøåå ñîîòíîøåíèå
(2.2)

Ř(u− u′)(T (u)⊗ T (u′)) = (T (u′)⊗ T (u))Ř(u− u′) (2.6)

ñ ìàòðèöåé

Ř(u) = PR(u) =


a(u) 0 0 0
0 c b(u) 0
0 b(u) c 0
0 0 0 a(u)


Äëÿ óäîáñòâà óêàæåì ÿâíûé âèä R-ìàòðèöû â ïàðàìåòðèçàöèè (2.5) ñ ρ = 1:

R(u) =


sinh(u+ η) 0 0 0

0 sinhu sinh η 0
0 sinh η sinhu 0
0 0 0 sinh(u− η)



=


sinh

(
u+ η

2
+ η

2
σz

)
sinh η σ−

sinh η σ+ sinh
(
u+ η

2
− η

2
σz

)


(2.7)

Îòìåòèì, ÷òî R(0) = sinh η P èëè, â èíäåêñíîé çàïèñè,

Rα′β′

αβ (0) = Rα′

α (0|β, β′) = sinh η δαβ′δα′β (2.8)

2.2.3 Ñâÿçü 6-âåðøèííîé ìîäåëè ñ XXZ-öåïî÷êîé

Ïîëüçóÿñü (2.8), íàéäåì, ÷òî îïåðàòîð T (0) ïðîïîðöèîíàëåí îïåðàòîðó öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêè óçëîâ ðåøåòêè:

T (0) = (sinh η)NeiP (2.9)

Äåéñòâèòåëüíî,

T
{α′}
{α} (0) = (sinh η)N

∑
{β}

δα1β2δα′
1β1

δα2β3δα′
2β2

. . . δαNβ1δα′
NβN

= (sinh η)Nδα′
1αN

δα′
2α1

. . . δα′
NαN−1

= (sinh η)N
(
eiP
){α′}

{α}

Ñâÿçü ñ XXZ-ìîäåëüþ îñíîâàíà íà òîì çàìå÷àòåëüíîì ôàêòå, ÷òî ãàìèëüòîíèàí
ïîñëåäíåé ñîäåðæèòñÿ â ñåìåéñòâå òðàíñôåð-ìàòðèö 6-âåðøèííîé ìîäåëè T (u), à

èìåííî, Hxxz ∝ T−1(0)∂uT (u)
∣∣∣
u=0

+ const. Òî÷íàÿ ôîðìóëà òàêîâà:

Hxxz = − sinh η
d

du
log T (u)

∣∣∣
u=0

+ N cosh η (2.10)
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Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðÿìîì âû÷èñëåíèè, àíàëîãè÷íîì òàêîâîìó äëÿ T (0). Â
ñèëó âàæíîñòè ñäåëàííîãî óòâåðæäåíèÿ óìåñòíî ïðèâåñòè íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè.
Èìååì ïî îïðåäåëåíèþ:

d

du
T
{α′}
{α} (u)

∣∣∣
u=0

=
N∑
j=1

∑
{β}

R
α′
1β2

α1β1
(0) . . . R

α′
j−1βj

αj−1βj−1
(0)

d

du
R

α′
jβj+1

αjβj
(u)
∣∣∣
u=0

R
α′
j+1βj+2

αj+1βj+1
(0) . . . R

α′
Nβ1

αNβN
(0)

Ïîä çíàêàìè ñóììû âñå ñîìíîæèòåëè êðîìå j-ãî ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè ïåðåñòà-
íîâêè òèïà (2.8), à

R′(0) =
dR(u)

du

∣∣∣
u=0

=


cosh η 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 cosh η

 =
cosh η+1

2
1⊗ 1 +

cosh η−1

2
σz ⊗ σz

Â èíäåêñíîé çàïèñè

d

du
Rα′β′

αβ (u)
∣∣∣
u=0

=
∆+1

2
δαα′δββ′ +

∆−1

2
(σz)αα′(σz)ββ′ , ∆ = cosh η

Òåïåðü ïî÷òè âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü âû÷èñëåíèå:

sinh η

(
T−1(0)

d

du
T (u)

∣∣∣
u=0

){α′}

{α}
=

N∑
j=1

δα1α′
1
. . . δαj−1α′

j−1
· d

du
R

α′
jα

′
j+1

αj+1αj (u)
∣∣∣
u=0

·δαj+2α′
j+2

. . . δαNα′
N

Îñòàëîñü ïðåîáðàçîâàòü

d

du
R

α′
jα

′
j+1

αj+1αj (u)
∣∣∣
u=0

= (PR′(0))
α′
jα

′
j+1

αjαj+1
=
(
P+

∆

2
(1 + σ(j)

z σ(j+1)
z )

)α′
jα

′
j+1

αjαj+1

è ïîëó÷èòü

sinh η T−1(0)
d

du
T (u)

∣∣∣
u=0

=
N∑
j=1

(
Pj,j+1 +

∆− 1

2
(1 + σ(j)

z σ(j+1)
z )

)

÷òî ýêâèâàëåíòíî (2.10).

3 Àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå

3.1 Àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå â 6-âåðøèííîé ìîäåëè

Ñïëåòàþùåå ñîîòíîøåíèå (2.6)

Ř(u− u′)(T (u)⊗ T (u′)) = (T (u′)⊗ T (u))Ř(u− u′) (3.1)

èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè íà
äâóìåðíîé ðåøåòêå, à òàêæå èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ôèçèêè òâåðäîãî òåëà è òåî-
ðèè ïîëÿ. Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíî çàäàåò êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ãåíåðàòîðàìè áåñêîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû (êâàíòîâîé àôôèííîé àëãåáðû), ïî-
ðîæäàåìîé êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T (u) ïî u.
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Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà ýêâèâàëåíòíî àññîöèàòèâíîñòè ýòîé àëãåáðû, à ðåàëèçà-
öèÿ ñïëåòàþùåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 6-âåðøèííîé ìîäåëè ìàòðèöàìè áîëüöìàíîâñêèõ
âåñîâ îçíà÷àåò âûáîð åå ñïåöèàëüíîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðîöåäóðà
ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òðàíñôåð-ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì àíçàöåì Áåòå. Äàëåå â
ýòîì ðàçäåëå ìû ïðîñëåäèì îñíîâíûå ìîìåíòû ýòîé êîíñòðóêöèè â ñëó÷àå, êîãäà
R-ìàòðèöà èìååò âèä

Ř(u) =


a(u) 0 0 0
0 c b(u) 0
0 b(u) c 0
0 0 0 a(u)

 (3.2)

ñ a = sinh(u+ η), b = sinhu, c = sinh η.

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êâàíòîâîé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

T (u) =

(
A(u) B(u)
C(u) D(u)

)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå H ∼= (C2)⊗N . Ïîýëåìåíò-
íîå âûïèñûâàíèå ñîîòíîøåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â (3.1), äàåò ïðàâèëà êîììóòàöèè ýòèõ
îïåðàòîðîâ. Íèæå ìû ïðèâåäåì òîëüêî òå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ
âû÷èñëåíèé.

Âî-ïåðâûõ, îäíîèìåííûå ýëåìåíòû êîììóòèðóþò ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñïåê-
òðàëüíîãî ïàðàìåòðà: [A(u), A(v)] = 0, [B(u), B(v)] = 0, è ò.ä. Âî-âòîðûõ, èìåþò
ìåñòî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

a(u− v)B(u)A(v) = cB(v)A(u) + b(u− v)A(v)B(u) (3.3)

a(u− v)B(v)D(u) = cB(u)D(v) + b(u− v)D(u)B(v) (3.4)

Çàäà÷à. Âûïèñàòü âñå ñîîòíîøåíèÿ íà îïåðàòîðû A(u), B(u), C(u), D(u), ñîäåð-
æàùèåñÿ â (3.1).

Ðàññìîòðèì îïÿòü âåêòîð |Ω⟩ = |+++ . . .+⟩. Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðîâ A(u) è D(u), à C(u) óíè÷òîæàåò åãî:

A(u) |Ω⟩ = aN(u) |Ω⟩ , D(u) |Ω⟩ = bN(u) |Ω⟩ , C(u) |Ω⟩ = 0

Âåêòîð |Ω⟩ áóäåì íàçûâàòü ïîðîæäàþùèì, ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå
âåêòîðà òðàíñôåð-ìàòðèöû áóäóò ñòðîèòüñÿ ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì ê íåìó îïå-
ðàòîðîâ B(u).

Òåîðåìà. Âåêòîðû

|Φ(u1, . . . , un)⟩ =
n∏

j=1

B(uj) |Ω⟩

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè òðàíñôåð-ìàòðèöû (T(u) |Φ⟩ = T (u) |Φ⟩) ïðè
óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà uj óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå

aN(uj)

bN(uj)
= (−1)n−1

n∏
k=1,̸=j

a(uj − uk)

a(uk − uj)
(3.5)
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èëè (
sinh(uj + η)

sinhuj

)N

=
n∏

k=1, ̸=j

sinh(uj − uk + η)

sinh(uj − uk − η)

ïðè÷åì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå T (u) = T (u; u1, . . . , un) äàåòñÿ ôîðìóëîé

T (u;u1, . . . , un) = aN(u)
n∏

j=1

a(uj − u)

b(uj − u)
+ bN(u)

n∏
j=1

a(u− uj)

b(u− uj)

èëè

T (u;u1, . . . , un) = sinhN(u+ η)
n∏

j=1

sinh(u− uj − η)

sinh(u− uj)
+ sinhN u

n∏
j=1

sinh(u− uj + η)

sinh(u− uj)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì íóæíûå íàì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (3.3), (3.4) â áî-

ëåå óäîáíîì âèäå:

A(u)B(v) =
a(v − u)

b(v − u)
B(v)A(u)− c

b(v − u)
B(u)A(v)

D(u)B(v) =
a(u− v)

b(u− v)
B(v)D(u)− c

b(u− v)
B(u)D(v)

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå

(A(u) +D(u))
n∏

j=1

B(uj) |Ω⟩

ïðîíîñÿ A(u) è D(u) ÷åðåç B(uj) íàïðàâî äî âñòðå÷è ñ âåêòîðîì |Ω⟩, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äëÿ
íèõ ñîáñòâåííûì. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò 2n ñëàãàåìûõ, êîòîðûå ñîáèðàþòñÿ â âûðàæåíèÿ

âèäà

T (u)
n∏

k=1

B(uk) |Ω⟩

è

Λj(u)B(u)
n∏

k=1,̸=j

B(uk) |Ω⟩

ñ íåêîòîðûìè ÷èñëîâûìè ìíîæèòåëÿìè T (u) è Λj(u). Ïåðâîå èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷à-

åòñÿ, åñëè ïðè êîììóòàöèè ó÷èòûâàòü òîëüêî ïåðâûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êîììó-

òàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà êàêîì-òî øàãå âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì

ñëàãàåìûì, âîçíèêíåò îïåðàòîð B(u), êîòîðûé ïîòîì èñ÷åçíóòü óæå íå ìîæåò. Òàêèì îá-

ðàçîì, T (u) äàåòñÿ âûðàæåíèåì äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ïðèâåäåííûì âûøå. Îäíàêî,

ïîêà ìû åùå íå ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî íàø âåêòîð ñîáñòâåííûé, ïîñêîëüêó èìåþòñÿ �ïëî-

õèå ÷ëåíû�. Êîýôôèöèåíò Λj(u) ìîæíî íàéòè, ïðîíåñÿ ñíà÷àëà A(u) + D(u) ÷åðåç B(uj)
è ïîëüçóÿñü ïðè ýòîì âòîðûìè ñëàãàåìûìè, à ïîòîì, ïðè äàëüíåéøåì ïðîíîñå íàïðàâî,

ïîëüçîâàòüñÿ îïÿòü òîëüêî ïåðâûìè ñëàãàåìûìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ:

Λj(u) = − c

b(uj − u)

aN (uj)
n∏

k=1,̸=j

a(uk − uj)

b(uk − uj)
− bN (uj)

n∏
k=1,̸=j

a(uj − uk)

b(uj − uk)


Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå ïëîõèå ÷ëåíû èñ÷åçëè, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü Λj(u) = 0 ïðè âñåõ

j = 1, . . . , n, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå.
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3.2 Ìîäåëè îáùåãî âèäà ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé R-ìàòðèöåé

Ïîëüçà ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àëãåáðàè÷åñêîãî ìåòîäà íå îãðàíè-
÷èâàåòñÿ òîëüêî ýëåãàíòíûì ðåøåíèåì 6-âåðøèííîé ìîäåëè. ×òî, âîçìîæíî, äàæå
áîëåå âàæíî, àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü çàïàñ
èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïåðåïèøåì R-ìàòðèöó (2.7) íà j-ì óçëå â âèäå

Lj(u) =


sinh

(
u+ η

2
σ(j)
z

)
sinh ησ

(j)
−

sinh ησ
(j)
+ sinh

(
u− η

2
σ(j)
z

)
 (3.6)

è íàçîâåì êâàíòîâûì L-îïåðàòîðîì (òåðìèíîëîãèÿ âîñõîäèò ê ìåòîäó îáðàòíîé
çàäà÷è ðàññåÿíèÿ). Î÷åâèäíî, Lj(u) = Rj0(u− η

2
), à òàêæå T (u) = L1(u)L2(u) . . . LN(u),

ãäå ìû ïåðåîïðåäåëèëè T (u) ñäâèãîì àðãóìåíòà íà η
2
. Êâàíòîâûé L-îïåðàòîð ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê �ýëåìåíòàðíóþ� êâàíòîâóþ ìàòðèöó ìîíîäðîìèè (äëÿ ìîäåëè íà
îäíîì óçëå). ßñíî ïîýòîìó, ÷òî L-îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíîìó ñïëåòàþùåìó
ñîîòíîøåíèþ

Ř(u− v)(L(u)⊗ L(v)) = (L(v)⊗ L(u))Ř(u− v) (3.7)

ñ R-ìàòðèöåé

Ř(u) =


sinh(u+ η) 0 0 0

0 sinh η sinhu 0
0 sinhu sinh η 0
0 0 0 sinh(u+ η)


Äåéñòâèå ýëåìåíòîâ L-îïåðàòîðà íà âåêòîð |+⟩ òàêîâî:

L(u) |+⟩ =

 sinh
(
u+ η

2

)
⋆

0 sinh
(
u− η

2

)  |+⟩ (3.8)

Çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åí íåñóùåñòâåííûé äëÿ íàñ íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Îáîáùåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïîðîäèòü øèðîêèé êëàññ ìîäåëåé, êîòîðûå ðåøàþò-
ñÿ òåì æå ìåòîäîì, îñíîâàíî íà çàìå÷àíèè, ÷òî ñïëåòàþùåå ñîîòíîøåíèå (3.1) äëÿ
êâàíòîâûõ ìàòðèö ìîíîäðîìèè îñòàíåòñÿ â ñèëå, åñëè ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð â
êàæäîì L-îïåðàòîðå â ïðîèçâåäåíèè ïî öåïî÷êå ñäâèãàòü íà ïðîèçâîëüíûå çàâèñÿ-
ùèå îò íîìåðà óçëà âåëè÷èíû:

T (u) = L1(u− ξ1) L2(u− ξ2) . . . LN(u− ξN) (3.9)

(Ðàçóìååòñÿ, ñïëåòàþùåå ñîîòíîøåíèå (3.1) äëÿ T (u), T (v) è âûòåêàþùàÿ èç íåãî
êîììóòàòèâíîñòü èõ ñëåäîâ èìååò ìåñòî, åñëè òîëüêî ïàðàìåòðû ξi îäèíàêîâû â îáå-
èõ ìàòðèöàõ.) Òàêàÿ T -ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè íåîäíîðîäíîé öå-
ïî÷êè, à âåëè÷èíû ξi � íåîäíîðîäíîñòÿìè â óçëàõ. Íàðÿäó ñ η îíè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåò-
ðàìè, çàäàþùèìè ìîäåëü. Òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèëè áåñêîíå÷íî-ïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî ìîäåëåé, òðàíñôåð-ìàòðèöû êîòîðûõ ïîääàþòñÿ äèàãîíàëèçàöèè ñ ïîìî-
ùüþ òîãî æå àëãåáðàè÷åñêîãî àíçàöà Áåòå. Â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè íåîäíî-
ðîäíûå ìîäåëè íè÷åì íå õóæå (à, âîçìîæíî, äàæå ëó÷øå) îäíîðîäíîé 6-âåðøèííîé
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ìîäåëè èëè XXZ-öåïî÷êè. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îäíàêî, èõ íåäîñòàòêîì
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàê ïðàâèëî íå óäàåòñÿ íàéòè ëîêàëüíûé ãàìèëüòîíèàí, êîòîðûé
ìîæíî áûëî áû âêëþ÷èòü â ïîñòðîåííîå êîììóòèðóþùåå ñåìåéñòâî. Ïîýòîìó âìåñòî
�ìû ïîñòðîèëè ìîäåëü�, ôèçèê áû â ýòîì ìåñòå ñêàçàë �ìû ïîñòðîèëè îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ�.

Âàæíûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî àíçàöà Áåòå áûëî ñóùåñòâîâà-
íèå âàêóóìíîãî âåêòîðà |Ω⟩ � òàêîãî, ÷òî C(u) |Ω⟩ = 0 è ñîáñòâåííîãî äëÿ A(u), D(u),
ò.å. òàêîãî, ÷òî

T (u) |Ω⟩ =
(

A(u) B(u)
C(u) D(u)

)
|Ω⟩ =

(
a(u) ⋆
0 d(u)

)
|Ω⟩

ñ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè a(u), d(u) (ôóíêöèÿ a(u) ýòîì ðàçäåëå îòëè÷àåòñÿ îò òîé,
÷òî îáîçíà÷àëàñü ÷åðåç a(u) â ðàçäåëå ïðî 6-âåðøèííóþ ìîäåëü!). Ñâîéñòâî (3.8)
îçíà÷àåò, ÷òî â íàøåé îáîáùåííîé ìîäåëè â êà÷åñòâå âàêóóìíîãî âåêòîðà ìîæíî
âçÿòü |Ω⟩ = |+++ . . .+⟩, òîãäà

a(u) =
N∏
j=1

sinh
(
u− ξj +

η

2

)
, d(u) =

N∏
j=1

sinh
(
u− ξj −

η

2

)

Ôóíêöèè òàêîãî âèäà áóäåì íàçûâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè (ñòåïåíè
N).

Ìîæíî ïîéòè åùå äàëüøå è âçÿòü ôóíêöèþ r(u) = a(u)/d(u) ñ óñëîâèåì ïåðèî-
äè÷íîñòè r(u + 2πi) = r(u) â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà ìîäåëè. (Áóäåì
íàçûâàòü åå îáîáùåííîéXXZ ìîäåëüþ.) Äåéñòâèòåëüíî, óñòðåìëÿÿ N → ∞ è âûáè-
ðàÿ äîëæíûì îáðàçîì ξi, ìîæíî ôîðìàëüíî ïîëó÷èòü ëþáóþ ðàçóìíóþ ôóíêöèþ.

Äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè ñ âàêóóìíûì âåêòîðîì ñóùåñòâóåò îáùàÿ àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ ïðîöåäóðà äèàãîíàëèçàöèè êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ trT (u) =
A(u) +D(u).

Òåîðåìà. Âåêòîðû

|Φ(u1, . . . , un)⟩ =
n∏

j=1

B(uj) |Ω⟩

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè òðàíñôåð-ìàòðèöû (T(u) |Φ⟩ = T (u) |Φ⟩) ïðè
óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà uj óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Áåòå

a(uj)

d(uj)
=

n∏
k=1,̸=j

sinh(uj − uk + η)

sinh(uj − uk − η)
(3.10)

ïðè÷åì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå T (u) = T (u; u1, . . . , un) äàåòñÿ ôîðìóëîé

T (u;u1, . . . , un) = a(u)
n∏

j=1

sinh(u− uj − η)

sinh(u− uj)
+ d(u)

n∏
j=1

sinh(u− uj + η)

sinh(u− uj)
(3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî òàêîâîìó äëÿ 6-âåðøèííîé ìîäåëè.
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Q-îïåðàòîð Áàêñòåðà è TQ-ñîîòíîøåíèå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé Áåòå â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òðàíñ-
ôåð-ìàòðèöû T (u) = T (u;u1, . . . , un) (3.11) íå èìååò ïîëþñîâ â òî÷êàõ u = ui. Íà
ýòîì çàìå÷àíèè îñíîâàí àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé Áåòå. Èìåí-
íî, èç òîãî, ÷òî òðàíñôåð-ìàòðèöû êîììóòèðóþò ïðè âñåõ u ñëåäóåò, ÷òî îíè ìîãóò
áûòü ïðèâåäåíû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïðåîáðàçîâàíèåì, íå çàâèñÿùèì îò u, à òîãäà,
ïîñêîëüêó âñå èõ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû � òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû ñòåïåíè N ,
òàêîâûìè äîëæíû áûòü è âñå èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó íàäî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü (3.11) áûëà ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé â êîíå÷íîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà íóëþ âû÷åòîâ â òî÷êàõ ui è äàñò ñèñòåìó óðàâíå-
íèé Áåòå (3.10).

Îáîçíà÷èì

Q(u) =
n∏

j=1

sinh(u− uj)

òîãäà ñîîòíîøåíèå (3.11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

T (u)Q(u) = a(u)Q(u− η) + d(u)Q(u+ η) (3.12)

à óðàâíåíèÿ Áåòå â âèäå
a(uj)

d(uj)
= − Q(uj + η)

Q(uj − η)

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü îïåðàòîð Q(u) òàêîé, ÷òî à) îí êîììóòèðóåò ñî âñåìè
òðàíñôåð-ìàòðèöàìè, ò.å. [T(u),Q(v)] = 0 ïðè âñåõ u, v è á) åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
íà áåòåâñêèõ âåêòîðàõ |Φ(u1, . . . , un)⟩ ðàâíû Q(u). Ñîîòíîøåíèå (3.12) çàïèøåòñÿ
òîãäà â îïåðàòîðíîì âèäå:

T(u)Q(u) = a(u)Q(u− η) + d(u)Q(u+ η)

Îíî íàçûâàåòñÿ TQ-ñîîòíîøåíèåì, à Q(u) � Q-îïåðàòîðîì Áàêñòåðà.
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