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ìåëãéñ 1

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ 1 É 2.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ f : [−1; 1] → [−1; 1] | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ [−1; 1]
ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) = x (ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f).
ôÅÏÒÅÍÁ 1, ÄÒÕÇÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g : [−1; 1] → {−1; 1} ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ g(−1) = −1, g(1) = 1.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÏË. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÏ×ËÁ ÎÅ×ÅÒÎÁ, É g : [−1; 1] → {−1; 1} | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ f(x) def= −g(x) | ÆÕÎËÃÉÑ [−1; 1] → [−1; 1]
ÂÅÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ f : [−1; 1] → [−1; 1] | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÅÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË,
ÔÏ g(x) def= (x − f(x))= |x− f(x)| | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ) ÆÕÎËÃÉÑ Ó
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ {−1; 1}.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÅÏÒÅÍÕ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ. ðÕÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M+

def= g−1(1) É M−
def= g−1(−1). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, M+ ∪M− = [−1; 1] É ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÐÕÓÔÙ: 1 ∈M+

É −1 ∈M−.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÉÓÌÏ a = supM−. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M+ ÏÔËÒÙÔÏ: ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈M+ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ " > 0, ÞÔÏ (b−"; b+")∩[−1; 1] ⊂M+. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a =∈
M+ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, a < 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ a ∈M−. îÏ M− ÔÏÖÅ ÏÔËÒÙÔÏ (× ÓÉÌÕ ÔÏÊ ÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ), ÔÏ
ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ (a−"; a+")∩[−1; 1] ⊂M−. ðÏÓËÏÌØËÕ a < 1, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L = (a; a+")∩[−1; 1]
ÎÅÐÕÓÔÏ. ÷ÓÑËÉÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ c ∈ L ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M− É ÂÏÌØÛÅ a, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a ËÁË ÔÏÞÎÏÊ
×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ. ¤

åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÏÔÒÅÚÏË [−1; 1] ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÉÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÕÇÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ
ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ×ÅÒÎÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ T | ÏÔÒÅÚÏË ÉÌÉ ÄÕÇÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : [−1; 1] → T ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '−1 (ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ,
Ô.Ë. ' ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ) ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ (ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ). åÓÌÉ
f : T → T | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F def= '−1◦f ◦' : [−1; 1] → [−1; 1] ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ.
óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x ∈ [−1; 1] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x = F (x) = '−1(f('(x))). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' Ë
ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ '(x) = f('(x)), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ '(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
f . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ T | ÐÒÑÍÁÑ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : T → T
ÂÅÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË: × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÏÊ ÜÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ f(x) = x + 1, × ÓÌÕÞÁÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |
ÐÏ×ÏÒÏÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' : [−1; 1] → T , ÇÄÅ T | ÐÒÑÍÁÑ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ôÅÏÒÅÍÕ 1 ÞÁÓÔÏ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÔ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÖÅÌÅÚÎÏÄÏÒÏÖÎÕÀ ÐÌÁÔÆÏÒÍÕ, ËÏ-
ÔÏÒÁÑ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÒÅÌØÓÁÍ ×ÐÅÒÅÄ-ÎÁÚÁÄ. îÁ ÐÌÁÔÆÏÒÍÅ ÕËÒÅÐÌÅÎ ÓÔÅÒÖÅÎØ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÊ Ó ÐÌÁÔÆÏÒÍÏÊ
ÛÁÒÎÉÒÏÍ. óÔÅÒÖÅÎØ ÔÑÖÅÌÙÊ; ÅÓÌÉ ÏÎ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÕÐÁÄÅÔ ÎÁ ÐÌÁÔÆÏÒÍÕ (ÎÁÐÒÁ×Ï ÉÌÉ ÎÁÌÅ×Ï), ÔÏ
ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÅÖÁÔØ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁË ÂÙ ÎÉ Ä×ÉÇÁÌÁÓØ ÐÌÁÔÆÏÒÍÁ (×ÐÅÒÅÄ, ÎÁÚÁÄ, Ó ÌÀÂÙ-
ÍÉ ÕÓËÏÒÅÎÉÑÍÉ, ÍÏÖÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÞÁÓÔØ ×ÒÅÍÅÎÉ, É Ô.Ð.), ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÔÅÒÖÎÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ
ÏÎ × ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÇÏ ÐÕÔÅÛÅÓÔ×ÉÑ ÎÅ ÕÐÁÄÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÔÅÒÖÎÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔ
ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÓÃÅÎÁÒÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÔÅÒÖÎÑ × ËÏÎÃÅ ÐÕÔÅÛÅÓÔ×ÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÅÇÏ
ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ x ÎÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÔÏ ÍÙ
ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÓÅÂÑ, ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ËÏÎÃÏ× ÐÏ-
ÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÙÊ ËÏÎÅÃ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ (ÅÓÌÉ ÓÔÅÒÖÅÎØ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÌÅÖÁÌ,
ÔÏ ÏÎ ÔÁË É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÅÖÁÔØ). üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÔÏÍÕ ÆÁËÔÕ, ÞÔÏ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÒÅÚËÁ É ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ËÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÁ × ËÏÎÃÙ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ D ⊂ R2 | ËÒÕÇ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É f : D → D |
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ D ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) = x (ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f).
ôÅÏÒÅÍÁ 2, ÄÒÕÇÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ. ðÕÓÔØ ! ⊂ D | ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ D. ôÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g : D → ! ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ g(x) = x ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ !.
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ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÒÁÂÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÌÁ×ÁÅÔ ÐÏ ÏËÅÁÎÕ. îÁ ËÏÒÁÂÌÅ ÒÁÚÍÅÝÅÎ ÔÑÖÅÌÙÊ ÓÔÅÒÖÅÎØ, ÐÒÉ-
ËÒÅÐÌÅÎÎÙÊ Ë ÐÁÌÕÂÅ ÛÁÒÎÉÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÌÀÂÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. åÓÌÉ ÓÔÅÒÖÅÎØ ÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÐÁÌÕÂÕ,
ÔÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÏÎ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ë ÐÁÌÕÂÅ). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁË
ÂÙ ÎÉ Ä×ÉÇÁÌÓÑ ËÏÒÁÂÌØ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÔÅÒÖÎÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÎÅ ÕÐÁÄÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÔÅÒÖÎÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÌÕÓÆÅÒÕ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ!) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ É ËÒÕÇÁ D, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÇÒÁÎÉÃÕ ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ × ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ !. ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÔÅÒÖÎÑ
× ËÏÎÃÅ ÐÕÔÅÛÅÓÔ×ÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÎ-
ÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÔÏ ÜÔÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÏÍ Ë ×ÔÏÒÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÏË ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ É ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉ-
ÔÁÔÅÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. íÙ ÔÅÐÅÒØ ×Ù×ÅÄÅÍ ×ÔÏÒÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÌÅÍÍÙ, Á ÓÁÍÕ ÌÅÍÍÕ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÏÚÄÎÅÅ.
ìÅÍÍÁ 1. ÷ÓÑËÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : ! → ! (Ô.Å. ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ) ÍÏÖÎÏ
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ deg f ∈ Z, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÂÌÁÄÁÌÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) åÓÌÉ f | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÔÏÞËÕ, ÔÏ deg f = 0.
2) åÓÌÉ f | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ deg f = 1.
3) åÓÌÉ ft : ! → ! | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ

0 ≤ t ≤ 1, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ deg ft ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ.
÷Ù×ÏÄ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1. ðÕÓÔØ g : D → ! | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÆÏÒ-
ÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, É �t : ! → D | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �t(x; y) = (tx; ty); ÚÄÅÓØ 0 ≤ t ≤ 1.
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ gt def= g◦�t : ! → ! ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t, ÏÔËÕÄÁ ÓÔÅÐÅÎØ
deg gt ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ. îÏ �0 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÓÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÕ (0; 0) (ÃÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ D), ÔÁË ÞÔÏ g0 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
× ÔÏÞËÕ, É deg g0 = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �1 | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, g1 = g|! ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ | ÔÏÖÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÔÁË ÞÔÏ deg g1 = 1. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ. ¤

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ ÚÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : ! → ! ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → !, × ËÏÔÏÒÏÍ f(0) = f(1). ôÅÐÅÒØ ÏÂÏÂÝÉÍ ÌÅÍÍÕ 1, ÏÔËÁÚÁ×ÛÉÓØ
ÏÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ f(0) = f(1) É ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ deg f | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ !
ËÁË ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ! = {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : R→ !, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ p(t) = (cos t; sin t). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, p | ÓÀÒßÅËÃÉÑ: Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ
a ∈ ! ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÉ cos É sin ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÅÒÉÏ-
ÄÏÍ 2�, ÜÔÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ; ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï p−1(a) ⊂ R ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ Ó ÛÁÇÏÍ 2�.
ìÅÍÍÁ 2 (ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 1). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : [0; 1] → ! É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ
x∗ ∈ p−1(f(0)) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ F : [0; 1] → R ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ F (0) = x∗ É p(F (t)) = f(t) ÄÌÑ
×ÓÅÈ t ∈ [0; 1].

æÕÎËÃÉÀ F ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x∗. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, F (x) ÜÔÏ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÏÒÏÔÏ× (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÏÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, × Ô.Þ. ÏÔÒÉÃÁ-
ÔÅÌØÎÙÍ), ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÞËÁ f(s) ∈ ! ÓÄÅÌÁÌÁ ×ÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ !, ÐÏËÁ ÔÏÞËÁ s ÐÒÏÂÅÇÁÌÁ ÏÔÒÅÚÏË
[0; x] ⊂ [0; 1]. éÚ ÌÅÍÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x′∗ ∈ p−1(f(0)) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ
x′∗ − x∗ = 2�k ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k ∈ Z, É ÐÏÄÎÑÔÉÅ F ′ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x′∗ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕ-
ÌÏÊ F ′(x) = F (x) + 2�k. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ, Á ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2
ÐÏÄÎÑÔÉÅ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ft : [0; 1] → !, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t, É
ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ x∗ ∈ p−1(f0(0)). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
x∗(t) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ x∗(0) = x∗ É p(x∗(t)) = ft(0). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Ft : [0; 1] → R | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ft Ó
ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x∗(t). ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ (ÉÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÌÅÍÍÙ 2:
ìÅÍÍÁ 3 (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 2). óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ Ft : [0; 1] → R ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ.

éÚ ÌÅÍÍ 2 É 3 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÌÅÍÍÁ 1 (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÛ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | ÔÅÏÒÅÍÁ 2):
÷Ù×ÏÄ ÌÅÍÍÙ 1 ÉÚ ÌÅÍÍ 2 É 3. ðÕÓÔØ f : [0; 1] → ! | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(0) = f(1)
(ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x∗ ∈
p−1(f(0)) (ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Ô.Ë. p | ÓÀÒßÅËÃÉÑ), É ÐÕÓÔØ F : [0; 1] → R | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Ó
ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x∗. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ deg(f) = (F (1)− F (0))=(2�); ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×Ù-
ÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÍÅÎÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ Ë ÐÏÄÎÑÔÉÀ F ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ÒÁ×ÎÁÑ 2�k). ÔÁË
ÞÔÏ deg(f) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f(0) = f(1), ÔÏÞËÉ F (0) É F (1) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ p−1(f(0)) = p−1(f(1)), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ deg(f) ∈ Z.



ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Ó×ÏÊÓÔ×Á 1{??. åÓÌÉ f = const: (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÔÏÞËÕ), ÔÏ F = const:; ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ
Ó×ÏÊÓÔ×Ï 1. åÓÌÉ f : ! → ! | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [0; 1] → !,
ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ f(t) = (cos t; sin t). ïÔÓÀÄÁ F (t) = t É deg(f) = 1 (Ó×ÏÊÓÔ×Ï 2). ó×ÏÊÓÔ×Ï 3 ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3: ÐÏÓËÏÌØËÕ Ft ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t É ÞÉÓÌÏ deg(ft) = (Ft(1) −
Ft(0))=(2�). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ t ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ | ÃÅÌÏÅ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ. ¤
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍ 2 É 3. òÅÁÌÉÚÕÅÍ ! ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → ! (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ (Ô.Å. ËÁË ÐÁÒÁ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ × ÐÒÑÍÕÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÐÁÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → !; ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-
ÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ a; b ∈ [0; 1] É |a− b| < �, ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ f(a) É f(b) ÍÅÎØÛÅ 1=10 ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ !.
ðÕÓÔØ x ∈ [0; 1]; ÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] ÔÏÞËÉ a1 = 0 < a2 < · · · < aN−1 < aN = x ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ai+1− ai < �
ÐÒÉ ×ÓÅÈ i, É ÐÏÌÏÖÉÍ Fa1;:::;aN (x) = x∗ + 1

2�
∑N−1
i=1 %(f(ai); f(ai+1)); ÚÄÅÓØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ %(a; b) | ÄÌÉÎÁ

ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ÄÕÇÉ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ a É b, ×ÚÑÔÁÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ +, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÄÕÇÁ ÉÄÅÔ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É
ÓÏ ÚÎÁËÏÍ − × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ f(ai) É f(ai+1) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ, × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ, ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ ÄÕÇÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ É ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
Fa1;:::;aN (x) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ai É ai+1 ×ÓÔÁ×ÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, a′, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ F (x) ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ:
Fa1;:::;ai;a′;ai+1;:::;aN (x) = Fa1;:::;aN (x) + %(f(ai); f(a′)) + %(f(a′); f(ai+1)) − %(f(ai); f(ai+1)); ÎÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ f(ai), f(a′) É f(ai+1) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=10 ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ
ÌÅÖÁÔ × ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!), ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÔÒÅÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÏ×
× ÆÏÒÍÕÌÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, a1 < · · · < aN ∈ [0; x] É b1; : : : ; bM ∈ [0; x], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ai+1)− ai < �
É bi+1 − bi < � ÐÒÉ ×ÓÅÈ i. äÏÂÁ×ÌÑÑ ÔÏÞËÉ b1; : : : ; bM ÐÏ ÏÄÎÏÊ Ë ÔÏÞËÁÍ a1; : : : ; aN , ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ c1; : : : ; cM+N . óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ, Fa1;:::;aN (x) = Fc1;:::;cM+N (x) = Fb1;:::;bM (x).
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ Fa1;:::;aN (x) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞÅË a1; : : : ; aN , Á ÔÏÌØËÏ ÏÔ x (É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f); ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ F (x).

éÎÄÕËÃÉÅÊ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ s = 0; : : : ; N ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p(Fa1;:::;as(as)) =
f(as). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÁÅÔ, ÞÔÏ F (x) | ÐÏÄÎÑÔÉÅ f (Ô.Å. p(F (x)) = f(x)). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F ′ | ÄÒÕÇÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ
Ó ÔÏÊ ÖÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x∗. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = {t ∈ [0; 1] | F (t) = F ′(t)}. ïÎÏ ÎÅÐÕÓÔÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ 0) É ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ F É F ′ | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ). îÏ × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÏÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ: ÐÒÉ
×ÓÅÈ t ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p(F (t)) = f(t) = p(F ′(t)). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ � > 0 ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÐÒÉ |t− t′| < � ÉÍÅÀÔ
ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |F (t′)− F (t)| < 1, |F ′(t′)− F ′(t)| < 1. ôÏÇÄÁ |F ′(t′)− F (t′)| < 2 < �, ÞÔÏ × ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ
Ó ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ p(F (t′)) = f(t′) = p(F ′(t′)) ÏÚÎÁÞÁÅÔ F (t′) = F ′(t′). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÔÁËÖÅ É ÏÔ-
ËÒÙÔÏ (ÅÓÌÉ t ∈ A É |t− t′| < �, ÔÏ t′ ∈ A). ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ ÄÌÑ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ A = [0; 1] | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÄÎÑÔÉÑ (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á Ft) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ft : [0; 1] → !, ÇÄÅ t ∈ [0; 1], ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] × [0; 1] → !, Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï
Ft ÜÔÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ÷ÓÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ Ó ÏÔÒÅÚËÁ ! ÎÁ
Ë×ÁÄÒÁÔ [0; 1]× [0; 1] (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ),
ÏÔËÕÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ | × ÓÉÌÕ ÜÔÏÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÏÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ Ft, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. ¤


