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2. ôïðïìïçéþåóëéå ðòïóôòáîóô÷á.

úÁÄÁÞÁ 1. îÉÖÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÍ, Ó×ÑÚÎÙÍ,
ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ, ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ. Á) R; Â) [0; 1);
×) R2; Ç) R2 \ {a1; : : : ; an} (a1; : : : ; an | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ, n ≥ 1); Ä) {(x0; : : : ; xn; : : : ) | ∀n |xn| ≤ 1};
ÍÅÔÒÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ %∞(x; y) = supn |xn − yn|; Å) C Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ C ÚÁÍËÎÕÔÏ,
ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó C ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ; Ö) C2 Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ C2 ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.
úÁÄÁÞÁ 2. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÔÒÅÈ
ÔÏÞÅË? óËÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÈ? ó×ÑÚÎÙÈ? ìÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ?
úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ N = N∪{∞}. íÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ N ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÉÂÏ ∞ =∈ U , ÌÉÂÏ N\U ËÏÎÅÞÎÏ.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. Â) ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï N ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ? ïÐÉ-
ÛÉÔÅ ÅÇÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ×) þÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R → N É N → R? Ç) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ R, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ N?
úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó×ÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó×ÑÚÎÏ. Â) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ
ÐÒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÉ Ó×ÑÚÅÎ. Ç) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÐÒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
Ä×ÕÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó×ÑÚÎÏ. Å) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÐÒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
úÁÄÁÞÁ 5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Á) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ; Â) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÕÔÏÞÎÉÔÅ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ × ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å!) É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; ×) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÁÒ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÁÒÙ (x; y)
É (y; x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ R ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ (×ÏÚÍÏÖÎÏ x = y!), É ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ; Ç) Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ
ÓÆÅÒÙ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÁ ÎÏ×ÁÑ ÔÏÞËÁ ∞, ÂÁÚÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ× 
R def= {∞} ∪ {(x; y) | x2 + y2 > R}, R > 0; Ä) ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 \ {(0; 0; 0)},
× ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ ÔÏÞËÉ (x; y; z) ∼ (tx; ty; tz) ÐÒÉ ×ÓÅÈ (x; y; z) 6= (0; 0; 0) É ×ÓÅÈ t ∈ R \ {0} | É
ËÒÕÇÁ {(p; q) | p2 + q2 ≤ 1}, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÃÙ:
(p; q) ∼ (−p;−q) ÐÒÉ ×ÓÅÈ p; q ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ p2 + q2 = 1, Á ÔÁËÖÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ [−1; 1]× [−1; 1], × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÔÉ×Ï-
ÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓËÌÅÅÎÙ \Ó ÐÅÒÅËÒÕÔËÏÊ": (−1; x) ∼ (1;−x), (x;−1) ∼ (−x; 1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ −1 ≤ x ≤ 1; Å) ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÕÔÏÞÎÉÔÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ!) É ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ | Ë×ÁÄÒÁÔÁ [−1; 1]× (−1; 1),
× ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ ÔÏÞËÉ (1; x) É (−1;−x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ −1 < x < 1.
úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sn ÂÅÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Rn. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ ÎÁÄ Sn,
Ô.Å. ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Sn × [0; 1], × ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÌÅÅÎÙ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ (x; 0) É ×ÓÅ ÔÏÞËÉ (x; 1) ÐÒÉ x ∈ Sn, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ
Sn+1. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ (z; w) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ |z|2+ |w|2 = 1,
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S3. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ S3, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÁÒ (z; w), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |z| ≤ |w|,
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ËÒÕÇ (ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ), Á ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ
ÐÁÒ, ÇÄÅ |z| = |w|, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ ÔÏÒÕ S1 × S1. Ä) ðÕÓÔØ K ⊂ R3 | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÅ
(ÂÕÂÌÉË ×ÍÅÓÔÅ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R3 \K ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ ÂÅÚ ÔÏÞËÉ. Å) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË [x0 : x1 : x2] ∈ CP 2, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
x2

0+x2
1+x2

2 = 0, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ CP 1, Ô.Å. (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ ??) ÓÆÅÒÅ S2. Ö) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË [x0 : x1 : x2 : x3] ∈ CP 3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x2

0+x2
1+x2

2+x2
3 = 0, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ CP 1×

CP 1. Ú) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ C2. É) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÔÏÞÅË ÎÁ CP 1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ CP 2.
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