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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ó×ÑÚÎÏÓÔØ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÄ-
ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ É ÚÁÍËÎÕÔÙÈ | ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÓÁÍÏ X.

ðÒÉÍÅÒ 1. ïÔÒÅÚÏË [0; 1] | Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. × ÌÅËÃÉÉ 1.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÉÈ ÐÕÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  : [0; 1]→ X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (0) = a É (1) = b.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. 1) ìÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó×ÑÚÎÏ.
2) ïÂÒÁÚ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Ó×ÑÚÅÎ.
3) ïÂÒÁÚ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×Ñ-

ÚÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ðÕÓÔØ X ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÎÏ ÎÅ Ó×ÑÚÎÏ: X = U ∪ V , ÇÄÅ U É V ÏÔËÒÙÔÙ, ÎÅÐÕÓÔÙ É ÎÅ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÕÓÔØ a ∈ U , b ∈ V ; ÓÏÅÄÉÎÉÍ a É b ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÐÕÔÅÍ f . ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f−1(U) ⊂ [0; 1] É
f−1(V ) ⊂ [0; 1] ÏÔËÒÙÔÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ), ÎÅÐÕÓÔÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 0, Á ×ÔÏÒÏÅ 1), ÎÅ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ U É V ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ), É ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ [0; 1] (ÐÏÓËÏÌØËÕ U ∪ V = X). üÔÏ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1].

2. ðÕÓÔØ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, X Ó×ÑÚÎÏ, Á f(X) ⊂ Y ÎÅÔ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ × ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å
ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U; V ⊂ Y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(X) ⊂ U ∪ V É f(X) ∩ U 6=
∅ 6= f(X) ∩ V , ÎÏ f(X) ∩ U ∩ V = ∅. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A = f−1(U) ⊂ X É B = f−1(V ) ⊂ X; ÔÏÇÄÁ
ÉÚ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ A ∪ B = X, A 6= ∅ 6= B É A ∩ B = ∅. ðÏÓËÏÌØËÕ f
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, A É B ÏÔËÒÙÔÙ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ X.

3. ôÏÞËÉ a = f(p) ∈ f(X) É b = f(q) ∈ f(X), ÇÄÅ p; q ∈ X, ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔÅÍ f ◦ , ÇÄÅ  : [0; 1]→ X
| ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ p É q. ¤

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ A ⊂ R2 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á B = f([0;+∞)),
ÇÄÅ f(t) def= ( t

1+t cos t; t
1+t sin t). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C = A∪B Ó×ÑÚÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, A É B ÌÉÎÅÊÎÏ

Ó×ÑÚÎÙ (ÄÌÑ A ÜÔÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÄÌÑ B ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 1) É, ÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, Ó×ÑÚÎÙ (ÐÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 1 ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ C = U∪V , ÇÄÅ U É V ÏÔËÒÙÔÙ, ÎÅÐÕÓÔÙ É
ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÌÉÂÏ A∩U , ÌÉÂÏ A∩V ÐÕÓÔÏ | ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ×ÔÏÒÏÅ, ÔÁË ÞÔÏ A ⊂ U . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
B ⊂ V (B ⊂ U ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ô.Ë. ÔÏÇÄÁ V ÐÕÓÔÏ). ðÕÓÔØ a ∈ A; ÉÚ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ U ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ËÒÕÇ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ a, ÌÅÖÁÝÉÊ × U . îÏ ÔÁËÏÊ ËÒÕÇ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó B É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ó V , ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ. ðÕÓÔØ a ∈ A, b ∈ B, É  : [0; 1] → C |
ÐÕÔØ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ B = C ∩ 
, ÇÄÅ 
 ⊂ R2 | ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ⊂ C ÏÔËÒÙÔÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ (T; 1] ⊂ −1(B)
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (T ) ∈ A. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0;+∞)→ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f−1 ◦  : (T; 1]→ [0;+∞). ðÏÓËÏÌØËÕ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É (T ) = A, ÉÍÅÅÍ |(t)| → 1
ÐÒÉ t→ T + 0. ïÔÓÀÄÁ f−1((t))→ +∞ ÐÒÉ t→ T + 0. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(f−1((t))) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÁ
ÐÒÉ t → T + 0. îÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ f(f−1((t))) = (t) → a ÐÒÉ t → T | ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ C ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ Ó×ÑÚÎÏ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ× U�; � ∈ A ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ⋃�∈A U� = X, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏ× �1; : : : ; �N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
U�1 ∪ · · · ∪ U�N = X.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. 1) ïÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ËÏÍÐÁËÔÁ) ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÏÍ-
ÐÁËÔÅÎ.

2) äÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ËÏÍÐÁËÔÎÏ.
3) ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÏ.
4) úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÁËÔÁ | ËÏÍÐÁËÔ.
5) ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.
6) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Rn ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ.

1



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ðÕÓÔØ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ,X ËÏÍÐÁËÔÅÎ. ðÕÓÔØ {U�}; � ∈ A| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÙÈ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Y , ÐÒÉÞÅÍ f(X) = ⋃

�∈A U� ∩ f(X), ÔÏ ÅÓÔØ f(X) ⊂ ⋃�∈A U�. ÷ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V� def= f−1(U�)
ÏÔËÒÙÔÙ, É X = ⋃�∈A V�, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÙ �1; : : : ; �N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ V�1 ∪ · · · ∪ V�N = X,
ÏÔËÕÄÁ U�1 ∪ · · · ∪ U�N = f(X), É f(X) ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

2. ðÕÓÔØ X1×X2 = ⋃� U�, ÇÄÅ X1; X2 ËÏÍÐÁËÔÎÙ, Á ×ÓÅ U� ⊂ X1×X2 ÏÔËÒÙÔÙ. äÌÑ � É a ∈ U� ÐÕÓÔØ Pa;� ⊂
X1 ÉQa;� ⊂ X2 | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a ∈ Pa;�×Qa;� ⊂ U . ôÏÇÄÁX1×X2 = ⋃�

⋃
a∈U� Pa;�×Qa;�.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈ X1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x}×X2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ X2 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏ× �1;x; : : : ; �Nx;x ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ {x}×X2 ⊂ Px;�1;x ×Qx;�1;x ∪· · ·∪Px;�Nx;x ×Qx;�Nx;x . äÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ax = Qx;�1;x ∩ · · · ∩ Qx;�Nx;x . íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ax ÏÔËÒÙÔÏ, É x ∈ Ax |
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ⋃xAx = X1. ÷ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ X1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË x1; : : : ; xM ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
X1 = Ax1 ∪· · ·∪AxM . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, X1×X2 = ⋃Mi=1

⋃Nxi
j=1 Pxi;�j;xi ×Qxi;�j;xi . ðÏÓËÏÌØËÕ Pxi;�j;xi ×Qxi;�j;xi ⊂

U�j;xi , ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X1 ×X2 ÐÏËÒÙÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× U�, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.
3. ðÕÓÔØ K ⊂ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, X ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï. ðÕÓÔØ a ∈ X \ K. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ K ÐÕÓÔØ

Ub; Vb | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a ∈ Ub, b ∈ Vb É Ub ∩ Vb = ∅ (ÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÓÔÉ). ôÏÇÄÁ K ⊂ ⋃b∈K Vb, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ b1; : : : ; bN , ÞÔÏ K ⊂
Vb1 ∪ · · · ∪ VbN . íÎÏÖÅÓÔ×Ï U def= Ub1 ∩ · · · ∩ UbN ÏÔËÒÙÔÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ a É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÎÉ Ó ÏÄÉÎÉÍ Vbi |
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÅÖÉÔ × X \K. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, X \K ÏÔËÒÙÔÏ, Á K ÚÁÍËÎÕÔÏ.

5. ðÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ %, a ∈ X É Y ⊂ X ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ôÏÇÄÁ ÎÉ ÄÌÑ
ËÁËÏÇÏ r ≥ 0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Br def= {b ∈ X | %(a; b) < r} ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Y . íÎÏÖÅÓÔ×Á Br ÏÔËÒÙÔÙ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ
2), ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ X É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Y . îÏ ÎÉËÁËÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ Br1 ; : : : ; BrN ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y ÎÅ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ,
Ô.Ë. Br1 ∪ · · · ∪BrN = Bmax(r1;:::;rN ).

4. ðÕÓÔØ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á K ⊂ X ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÕÓÔØ K ⊂ ⋃� U�, ÇÄÅ U� ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ. ôÏÇÄÁ X = (X \
K) ∪⋃� U�, ÇÄÅ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÙ �1; : : : ; �N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
X = (X \K) ∪ U�1 ∪ · · · ∪ U�N . ïÔÓÀÄÁ K ⊂ U�1 ∪ · · · ∪ U�N , ÔÁË ÞÔÏ K ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

6. åÓÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ Rn ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÐÏ ÐÕÎËÔÕ 3 É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÐÏ ÐÕÎËÔÕ 5.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÕÂÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÕÂ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÏ× É,
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÁËÔÅÎ (ÐÕÎËÔ ??). ïÔÓÀÄÁ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÐÕÎËÔ 4). ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ïÂÒÁÚÏÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÒÁÚ f([a; b]) ÏÔÒÅÚËÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÁËÔÅÎ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎ. ðÕÓÔØ A = inf(f([a; b])), B = sup(f([a; b])). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔ, A;B ∈ f([a; b]). åÓÌÉ A < x < B
É x =∈ f([a; b]), ÐÏÌÕÞÉÍ f([a; b]) ⊂ (−∞; x) ∪ (x;+∞), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ f([a; b]). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
f([a; b]) = [A;B]. ¤
ðÒÉÍÅÒ 3. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6 ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÎÅÌØÚÑ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ `1 = {(x0; x1; : : : ) |

∑
n |xn| < ∞} | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ %(x; y) =∑

n |xn − yn|. ûÁÒ B ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ 0 = (0; 0; : : : ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ) É ÚÁÍËÎÕÔ: ÅÓÌÉ x =∈ B,
ÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × x É ÒÁÄÉÕÓÏÍ, ÍÅÎØÛÉÍ %(x; 0)− 1, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó B ÐÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, `1 \ B ÏÔËÒÙÔÏ. ðÕÓÔØ an = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ) ∈ `1, ÇÄÅ 1 ÓÔÏÉÔ ÎÁ n-ÏÍ ÍÅÓÔÅ.
ðÏÌÏÖÉÍ Uk = `1 \{ak; ak+1; : : : }. ðÏÓËÏÌØËÕ %(ai; aj) = 1 ÐÒÉ ×ÓÅÈ i 6= j, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {ak; ak+1; : : : } ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
k ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á Uk | ÏÔËÒÙÔÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, U1 ⊂ U2 ⊂ : : : , É `1 = ⋃∞

k=1 Uk. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÎÉËÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× Uk ÎÅ ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ B: Uk1 ∪ · · · ∪ UkN = Umax(k1;:::;kN ) 6⊃ B. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, B ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn ≥ 0. äÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï n

√x1 : : : xn ≤ (x1 + · · · + xn)=n ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÓÒÅÄÎÉÍ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. ÷ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ xi 7→ txi, ÇÄÅ t > 0,
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x1 + · · ·+ xn = 1, ÔÏ x1 : : : xn ≤ 1=nn.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï � = {(x1; : : : ; xn) | x1; : : : ; xn ≥ 0; x1+· · ·+xn = 1} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ); ÆÕÎËÃÉÑ
f(x) = x1 : : : xn ÎÁ ÎÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚ f(�) ⊂ R| ËÏÍÐÁËÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, A = supx∈� f(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ËÏÎÅÞÅÎ) É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ: A = f(p1; : : : ; pn).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÕÌÅÊ ÓÒÅÄÉ p1; : : : ; pn ÎÅÔ. ðÕÓÔØ pi < pj . ðÏÓËÏÌØËÕ f(p1; : : : ; pi + t; : : : ; pj − t; : : : ; pn) =
p1 : : : p̂i : : : p̂j : : : pn(pipj+(pj−pi)t−t2), ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ t > 0 ÐÏÌÕÞÉÍ (p1; : : : ; pi+t; : : : ; pj−t; : : : ; pn) ∈
�, ÎÏ f(p1; : : : ; pi+t; : : : ; pj−t; : : : ; pn) > f(p1; : : : ; pn) = A, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ A. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
p1 = · · · = pn = 1=n, É A = 1=nn, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.


