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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ. ïÔÄÅÌÉÍÏÓÔØ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× U ⊂ X (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ) ÓÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) X ⊂ X É ∅ ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ.
2) ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ.
3) ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y Ä×ÕÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ Y ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(U) def= {x ∈ X | f(x) ∈ U} ⊂ X ÏÔËÒÙÔ.
ðÒÉÍÅÒ 1 (ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×). äÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X: ×ÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á U ⊂ X Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÐÏÞÅÍÕ?): ÌÀÂÏÅ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï × X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ. ìÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ-
ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Y × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ X, ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ f−1(a) ⊂ Y ÏÔËÒÙÔ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï-\ËÌÅÃËÁ" (ÁÎÇÌ. kn�odel space): ÔÏÌØËÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ⊂ X É ∅ ⊂ X ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙ-
ÔÙÍÉ. ÷ÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × X ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ X × ÄÒÕÇÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ 2 (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ). X = R; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a ∈ U ÎÁÊÄÅÔÓÑ
" > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a − "; a + ") ⊂ U . ó×ÏÊÓÔ×Á 1 É 2 ÏÞÅ×ÉÄÎÙ (ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÏ ÐÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ); ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á 3 ×ÏÚØÍÅÍ a ∈ U1 ∩ U2; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ "1 > 0 É "2 > 0 ÔÁËÉÅ,
ÞÔÏ (a− "i; a+ "i) ⊂ Ui (ÚÄÅÓØ i = 1; 2); ×ÏÚØÍÅÍ " def= min("1; "2).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : R → R | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ), É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ R ÏÔËÒÙÔÏ.
ðÕÓÔØ f(a) ∈ U ; ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (f(a) − "; f(a) + ") ⊂ U . ðÏÓËÏÌØËÕ f
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ � > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ (a − �; a + �) (Ô.Å. ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ |x− a| < �) ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f(x)− f(a)| < ", ÔÏ ÅÓÔØ f(x) ⊂ (f(a) − "; f(a) + ") ⊂ U , ÔÏ
ÅÓÔØ x ∈ f−1(U). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f−1(U) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ f ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ
ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔ. éÎÔÅÒ×ÁÌ (f(a)− "; f(a) + ") ÏÔËÒÙÔ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!) | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÔÏÞËÏÊ a ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a − �; a + �). üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ
f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a (× ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ).
ðÒÉÍÅÒ 3 (ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï | ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ). ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁ-
ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÍÅÔÒÉËÁ, ÉÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ) % Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) %(a; b) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = b;
2) %(a; b) = %(b; a);
3) %(a; c) ≤ %(a; b) + %(b; c).

ôÏÇÄÁ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ X ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ a ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
{x ∈ X | %(x; a) < "} (ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
B"(a)), ÔÏ x ∈ U . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÏÊÓÔ× 1{3 ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ R.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y Ä×ÕÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ X É
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ B�(a) (ÔÏ ÅÓÔØ %(x; a) < �), ÔÏ f(x) ∈ B"(f(a))
(ÔÏ ÅÓÔØ %(f(x); f(a)) < "). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ R, ÔÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÛÁÒ Br(u) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x ∈ Br(u), É 0 < " < r − %(x; u)
(ÞÉÓÌÏ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ " ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ). ðÕÓÔØ y ∈ B"(x); ÔÏÇÄÁ ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3 ÉÍÅÅÍ
%(y; u) ≤ %(x; u)+%(y; x) < r, ÔÏ ÅÓÔØ y ∈ Br(u). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B"(x) ⊂ Br(u), É ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ ÛÁÒÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ G | Ó×ÑÚÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ, X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ
a É b ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ ÐÕÔÉ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ÎÅÍ), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ. ó×ÏÊÓÔ×Á 1{3
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ X ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÏÅ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÛÁÒ Br(u) ÐÒÉ 0 <
r < 1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ | Ó×ÏÊ ÃÅÎÔÒ u. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, É ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ × X ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ.
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ðÒÉÍÅÒ 5. åÓÌÉ X1; X2 | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ %1; %2, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ
ÎÁ ÉÈ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ %(1)((a1; a2); (b1; b2)) = %1(a1; b1) +%2(a2; b2). á ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ
É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ: %(∞)((a1; a2); (b1; b2)) = max(%1(a1; b1); %2(a2; b2)). ðÒÏ×ÅÒËÁ Ó×ÏÊÓÔ× ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÌÑ %(1) É %(∞)

| ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÐÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍ
%(1) É %(∞), ÏÄÉÎÁËÏ×Ù: ÅÓÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ \× ÓÍÙÓÌÅ %(1)", ÔÏ ÏÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ É \× ÓÍÙÓÌÅ
%(∞)", É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á %(∞)(a; b) ≤ %(1)(a; b) É %(1)(a; b) ≤ 2%(∞)(a; b).
ðÏÜÔÏÍÕ ÛÁÒB(1)

r (u) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒB(∞)
r (u) (ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÄÉÕÓÁ!) É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÛÁÒÅB(∞)

2r (u) (×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ
ÒÁÄÉÕÓÁ). üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

åÓÌÉ X1 = X2 = R, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X = R2 (Ä×Á
ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ). ûÁÒ B(∞)

r ((u1; u2)) ÜÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ (u1; u2) ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ
ÄÌÉÎÙ 2r, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ûÁÒ B(1)

r ((u1; u2)) ÜÔÏ ÔÏÖÅ Ë×ÁÄÒÁÔ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × (u1; u2); ÅÇÏ
ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁ×ÎÙ 2r É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÓÑÍ, Á ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÍÅÀÔ ÎÁËÌÏÎ �=4 Ë ÏÓÑÍ É ÄÌÉÎÕ r

√
2.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁX = X1×X2 ÆÏÒÍÕÌÏÊ %(2)((a1; a2); (b1; b2)) =
√
%2

1(a1; b1) + %2
2(a2; b2);

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÏÊÓÔ× ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ. üÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ (ÐÏÞÅÍÕ?) ÎÁ
X ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÞÔÏ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ %(1) É %(∞).
ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ X = {(x0; x1; : : : )} | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄ ∑∞n=0 |xn| ÓÈÏÄÉÔÓÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ X Ä×Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ: %(1)(x; y) = ∑∞

n=0 |xn − yn| É
%(∞)(x; y) = sup{ |xn − yn| | n = 0; 1; : : : }. ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ %(∞) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ
ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ; ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ %(1) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
|xn − yn| ≤ |xn| + |yn|, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ %(1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ 1{3
ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!).

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï %(∞)(x; y) ≤ %(1)(x; y). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B(1)
r (a) ⊂ B(∞)

r (a), É ÐÏÜÔÏÍÕ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ X, ÏÔËÒÙÔÏÅ \× ÓÍÙÓÌÅ %(∞)", ÂÕÄÅÔ ÏÔËÒÙÔÏ É \× ÓÍÙÓÌÅ %(1)". ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ (Ô.Å.
ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ × X ÍÅÔÒÉËÁÍÉ %(1) É %(∞), ÒÁÚÎÙÅ!). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÛÁÒ B(1)

1 (0) (ÓÉÍ×ÏÌÏÍ 0 ∈
X ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (0; 0; : : : )) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ B(∞)

r (0) = {(x0; x1; : : : ) | ∃� >
0∀n |xn| < r − �} | ËÁËÏÅ ÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ó×ÅÒÈÕ ÎÉ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÌÏÓØ ÎÁ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ, ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÂÏÌØÛÅ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, B(1)

1 (0) ÎÅ ÏÔËÒÙÔ × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ %(∞) (ÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ
3, ÏÔËÒÙÔ × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ %(1)).

åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y , ÇÄÅ Y | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á X ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %(1),
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ É ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ %(∞); ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ. ó ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ g : Y → X ÎÁÏÂÏÒÏÔ: ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÐÒÉ ÔÏÍ ÞÔÏ X ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %(∞), ÔÏ ÐÒÉ
ÓÍÅÎÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ %(1) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → X,
ÇÄÅ ÓÌÅ×Á ÓÔÏÉÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ %(1), Á ÓÐÒÁ×Á | Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ %(∞), ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, Á ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÔÏÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÒÕÇÉÅ!) | ÎÅÔ.
ðÒÉÍÅÒ 7. ðÕÓÔØ X = Z. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ %(m;n) = 2−k, ÇÄÅ 2k | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ Ä×ÏÊËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ
ÄÅÌÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ |m− n| (ÅÓÌÉ m = n, ÔÏ %(m;n) = 0 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, k ∈ Z≥0 ÔÁËÏ×Ï,
ÞÔÏ m − n = 2ku, ÇÄÅ u | ÃÅÌÏÅ É ÎÅÞÅÔÎÏÅ. üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 2-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ):
Ó×ÏÊÓÔ×Á 1 É 2 ÏÞÅ×ÉÄÎÙ, Á ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á 3 ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m − n = 2ku, n − s = 2lv, ÇÄÅ u; v
ÎÅÞÅÔÎÙ, ÔÏ m − s = 2ku + 2lv. åÓÌÉ k > l (ÔÏ ÅÓÔØ 2−l = %(n; s) > %(m;n) = 2−k), ÔÏ m − s = 2l(v + 2k−lu);
ÞÉÓÌÏ × ÓËÏÂËÁÈ ÎÅÞÅÔÎÏ, ÏÔËÕÄÁ %(m; s) = 2−l = %(n; s). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ %(m;n) > %(n; s), ÔÏ %(m; s) =
%(m;n). åÓÌÉ ÖÅ %(m;n) = %(n; s) (ÔÏ ÅÓÔØ k = l), × ÓËÏÂËÁÈ ÓÔÏÉÔ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÕÌØ), ÔÁË ÞÔÏ
%(m; s) ≤ 2(−k−1) < %(m;n). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÕÎËÔÁ 3 (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ), Á ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: %(m; s) ≤ max(%(m;n); %(n; s)), ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÒÁÚÎÙÅ,
ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Á ÅÓÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏÅ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë
2-ÁÄÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÌÀÂÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÍ, É ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÍÅÎØÛÅ ÂÏËÏ×ÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ X, a 6=
b, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U; V ⊂ X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a ∈ U , b ∈ V É U ∩ V = ∅. åÓÌÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × X ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ, ÔÏ ÏÎÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
×ÚÑÔØ U = Br1(a), V = Br2(b), ÇÄÅ r1 + r2 < %(a; b): ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÔÏÞËÁ c ∈ U ∩ V , ÔÏ ÔÏÞËÉ a; b; c
ÎÁÒÕÛÁÌÉ ÂÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï-
\ËÌÅÃËÁ" (Ó ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ); ÅÓÔØ É ÅÝÅ.
ðÒÉÍÅÒ 8 (ÐÒÉÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á). ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ
ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, É X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ
ÎÅÌØÚÑ, Ä×ÉÇÁÑÓØ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ, ÐÒÉÊÔÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ a =∈ U × ÔÏÞËÕ b ∈ U . ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅÓÌÏÖÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï 3: ÅÓÌÉ a =∈ U1 ∩ U2, ÔÏ ÌÉÂÏ a =∈ U1, ÌÉÂÏ a =∈ U2; ÐÕÓÔØ ÄÌÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ×ÅÒÎÏ ÐÅÒ×ÏÅ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÉÚ a ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÊÔÉ, Ä×ÉÇÁÑÓØ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ, × ×ÅÒÛÉÎÕ b, ÔÏ b =∈ U1,



ÐÏÓËÏÌØËÕ U1 ÏÔËÒÙÔÏ, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, b =∈ U1∩U2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, U1∩U2 ÏÔËÒÙÔÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ a É b, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÒÅÂÒÏÍ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÏÔ a Ë b, ÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á ∅, {a} É {a; b} (Á {b} | ÎÅÔ). ôÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ Ä×ÏÅÔÏÞÉÅÍ (ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ
ÎÁÚ×ÁÎÉÑ | ÐÏÚÄÎÅÅ), É ÏÎÏ ÎÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï, Ô.Ë. ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ b, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÔÁËÖÅ É a.

óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÐÏÌÕÞÁÔØ ÄÒÕ-
ÇÉÅ.
ðÒÉÍÅÒ 9 (ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á). åÓÌÉ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É Y ⊂ X, ÔÏ × Y ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ
ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊂ X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ U = Y ∩V . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ [0; 1]
ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ V ⊂ R. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ
×ÉÄÅÔØ, ÅÓÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ × X ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %, ÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å Y ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÔÅÍ
ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÎÁ Y .
ðÒÉÍÅÒ 10 (ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÄÅËÁÒÔÏ×Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ X1; X2 | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, É X =
X1 × X2. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a = (x1; x2) ∈ X ÎÁÊÄÕÔÓÑ
ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U1 ⊂ X1 É U2 ⊂ X2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 É U1 × U2 ⊂ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ × ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ X1, X2 ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ %1, %2, ÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ × X1 × X2 ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %(∞)

(ÉÌÉ %(1)) ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 5. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÛÁÒ B(∞)
r ((a1; a2)) × ÍÅÔÒÉËÅ %(∞) | ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÛÁÒÏ×

Br(a1) ⊂ X1 É Br(a2) ⊂ X2.
ðÒÉÍÅÒ 11 (ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á). ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÏ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼. ðÕÓÔØ Y = X= ∼ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á p : X → Y |
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ X ËÌÁÓÓ, × ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎ ×ÈÏÄÉÔ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Y
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï p−1(U) ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ p−1(U) | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ (ËÁË
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × X) ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ (ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ) × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U . üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ p−1(⋃� U�) = ⋃� p−1(U�) É p−1(U1 ∩ U2) = p−1(U1) ∩ p−1(U2).


