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ëÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÒÅÚ-
ËÏ× ÐÏ ÉÈ ËÏÎÃÁÍ. ïÔÒÅÚËÉ (ÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÉ Ó ÞÅÍ ÎÅ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÅÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁ, Á
ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÃÏ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. çÒÁÆ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ É k ÒÅÂÒÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÂÕËÅÔÏÍ k ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.
úÁÄÁÞÁ 1. Á) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÎÃÏ× ÒÅÂÒÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É ÐÅÔÌÉ × ÇÒÁÆÅ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ ËÏÍÐÁËÔÅÎ.
úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ, e | ÅÇÏ ÒÅÂÒÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÅÔÌÅÊ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G=e,
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÂÒÁ e, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ G. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÂÕËÅÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÞÅÒÅÚ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ É ÒÅÂÅÒ
ÇÒÁÆÁ.

ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ F2, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÂÕË× a; a−1; b; b−1, × ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕË×Ù a É a−1, Á ÔÁËÖÅ b É b−1 ÎÅ ÉÄÕÔ ÐÏÄÒÑÄ. (ðÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï
ÔÏÖÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÇÒÕÐÐÕ.) õÍÎÏÖÅÎÉÅ x1x2 × ÇÒÕÐÐÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x2 ÓÐÒÁ-
×Á Ë ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x1; ÅÓÌÉ ÎÁ ÓÔÙËÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÁÒÙ a É a−1 (× ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) ÉÌÉ b É b−1, ÉÈ
×ÙÞÅÒËÉ×ÁÀÔ.
úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ.

ðÕÓÔØ � | ÇÒÁÆ ëÜÌÉ ÇÒÕÐÐÙ F2 Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a, b, Ô.Å. ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÕÍÅ-
ÒÕÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ F2, É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á w ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÌÏ×ÁÍ w É wa, Á ÔÁËÖÅ
w É wb, ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ � ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1], Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÅÂÒÁÈ
ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÐÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÜÔÉ ÒÅÂÒÁ (ÕÔÏÞÎÉÔÅ!).
úÁÄÁÞÁ 4. Á) éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÛÁÒ × � ÒÁÄÉÕÓÁ 3 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÕÓÔÏÍÕ ÓÌÏ×Õ. Â) äÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ � ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ �1(�) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ. Ç) óÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ ÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �?
úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : S1 → S1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ c ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f−1(c)
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÔÏÞÅË, ÔÏ |deg f | ≤ n.

ìÅÎÔÏÊ íÅÂÉÕÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ Ë×ÁÄÒÁÔÁ [−1; 1]2 ÐÏ ÓËÌÅÊËÁÍ (1; x) ∼ (−1;−x) ∀x ∈ [−1; 1].
úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Â) ðÕÓÔØ RP 2 =
S2=(x ∼ (−x) ∀x) | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁÑ ÓÆÅÒÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓËÌÅÅÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ, É p : S2 → RP 2 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓËÌÅÊËÉ (ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ × ÐÁÒÕ, ÅÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ). ðÕÓÔØ E ⊂ S2 | ÐÏÌÏÓÁ ×ÄÏÌØ ÜË×ÁÔÏÒÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÍÅÖÄÕ 10◦ ÀÖÎÏÊ É 10◦ ÓÅ×ÅÒÎÏÊ ÛÉÒÏÔÙ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p(E) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ, p(S2 \ E) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÒÕÇÕ, Á p(@E) | ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.
(þÅÒÔÁ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ, Á ÓÉÍ×ÏÌ @ | ÇÒÁÎÉÃÕ.)

óÆÅÒÏÊ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ 4g-ÕÇÏÌØÎÉË, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓËÌÅÅÎÙ × ÐÏÒÑÄËÅ a1; b1; a1; b1; a2; b2; : : :
ÔÁË, ÞÔÏ Õ ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓËÌÅÅÎÙ ÔÏÞËÉ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÉÅ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÐÒÉ ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ.
úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A1 É A2, ÇÄÅ
A1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÓÆÅÒÅ Ó g− 1 ÒÕÞËÁÍÉ Ó ÄÙÒËÏÊ (ÄÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ!), A2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÒÕÞËÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÒÕ
S1 × S1 Ó ÄÙÒËÏÊ, Á A1 ∩A2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) RP 2 Ó ×ÙËÏÌÏÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ, Â) ÔÏÒ T2 = S1 ×S1 Ó ×ÙËÏÌÏÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ×) ÂÕÔÙÌËÁ
ëÌÅÊÎÁ Ó ×ÙËÏÌÏÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ, Ç) ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ Ó ×ÙËÏÌÏÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÂÕËÅÔÁÍ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, É ÕËÁÖÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.
úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ: Á) ÓÆÅÒÁ S2, × ËÏÔÏÒÏÊ
ÓËÌÅÅÎÙ Ä×Å ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ, Â) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ S2 É ÅÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ, ×) ÂÕËÅÔ ÓÆÅÒÙ
S2 É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1, Ç) R3\S1, ÇÄÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å | ÏÂÙÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÌÅÖÁÝÁÑ
× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ f; g : S1 → S1 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg f ◦ g = deg f · deg g.
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úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØ Xn | ÂÕËÅÔ n ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, fn;k : S1 → Xn | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÑ-
ÝÅÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × k-À ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÕËÅÔÁ, gn;k : Xn → S1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ k-À
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÕËÅÔÁ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ-ÏÂÒÁÚ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | × ÔÏÞËÕ. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÑ gn;k ◦ fn;l : S1 → S1. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fn;k É gn;k ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ,
Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ gn;k ◦ fn;l ÐÒÉ k 6= l | ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ. ×) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÕÎËÔÁ 11Â É ÚÁÄÁÞÉ 10, ÄÏËÁÖÉ-
ÔÅ, ÞÔÏ ÂÕËÅÔ n > 1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÙ Ó
ÒÁÚÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÕÞÅË ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.


