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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. çÏÍÏÔÏÐÉÉ É ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

îÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f0; f1 : X → Y ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ) F : X × [0; 1]→ Y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F (0; x) = f0(x) É F (1; x) = f1(x).
ðÒÉÍÅÒ 1. ìÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Rn ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ: ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ F (t; x) =
(1− t)f(x).
ðÒÉÍÅÒ 2. ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f0; f1 : S1 → S1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ
ÓÔÅÐÅÎØ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 1 (× ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ) É ÚÁÄÁÞÕ ÉÚ ÌÉÓÔËÁ 1 (× ÄÒÕÇÕÀ).
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : pt → X, ÇÄÅ pt
| ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.
ìÅÍÍÁ 1. çÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁÖÄÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ: F (t; x) = f(x) ∀t. åÓÌÉ F |
ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f0 É f1, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ~F (t; x) def= F (1 − t; x) Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ f1 Ó f0. åÓÌÉ
F Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ f0 Ó f1, Á G | f1 Ó f2, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÁÑ f0 Ó f2, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ H(t; x) = F (2t; x) ÐÒÉ
0 ≤ t ≤ 1=2 É H(t; x) = G(2t− 1; x) ÐÒÉ 1=2 ≤ t ≤ 1. ¤
ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ f0; f1 : X → Y ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ É g0; g1 : Y → Z ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ g0◦f0; g1◦f1 : X → Z ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× X É Y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Hom(X;Y )

ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X → Y , ÐÒÉÞÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
f ∈ Hom(X;Y ) É ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ Hom(Y; Z).

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É Y ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y É g : Y → X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ g ◦ f ∼ idX É f ◦ g ∼ idY . ðÁÒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ
(f; g) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ; ÅÓÌÉ X ⊂ Y É f : X → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ (ËÁ-
ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÎÁ ÓÁÍÁ, ÎÏ ÕÖÅ ËÁË ÔÏÞËÁ Y ), ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÏÊ ÒÅÔÒÁËÃÉÅÊ, Á X | ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ Y .
ðÒÉÍÅÒ 4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÞËÅ (ÔÁËÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ-
×ÁÀÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÍÉ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÁ 0 ∈ Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ Rn: f : {0} → Rn |
×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : Rn → {0} ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, g ◦ f = id{0} (ÄÒÕÇÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ {0} → {0} É ÎÅ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ), É f ◦ g : Rn → Rn (×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ) ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ: ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ
F (t; x) = (1− t)x.

ôÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ Rn ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ.
éÚ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ,

ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ | ÎÅ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.
îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ÞÔÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X × ÓÅÂÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÍÕ X × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ.
ðÒÉÍÅÒ 5. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ! = {x ∈ R2 | |x| = 1} | ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÊ ÒÅÔÒÁËÔ R2 \ {0}. òÅÔÒÁËÃÉÑ: F (t; x) =
(1− t+ t= |x|))x.

åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É Y ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ Hom(X;Z) É Hom(Y; Z)
ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ Z ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ X É Y ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : X → Y É g : Y → X, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ' ∈ Hom(X;Z)
ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ' ◦ g ∈ Hom(Y; Z), Á ÜÌÅÍÅÎÔÕ  ∈ Hom(Y; Z) | ÜÌÅÍÅÎÔ  ◦ f ∈ Hom(X;Z).
üÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ: ' ◦ g ◦ f = ', ÐÏÓËÏÌØËÕ g ◦ f : X → X ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ  ◦ f ◦ g =  . ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ, ÏÎÉ ×ÚÁÉÍ-
ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ Hom(Z;X) É
Hom(Z; Y ) ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ Z.
ðÒÉÍÅÒ 6. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ S1 ÎÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ (ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÞËÅ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ S1 → S1 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ (ËÌÁÓÓ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ
| ÓÔÅÐÅÎØÀ), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S1 × ÔÏÞËÕ.
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ðÒÉÍÅÒ 7. ðÌÏÓËÏÓÔØ R2 É ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ R × [0;+∞) ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÙÐÕËÌÙ) É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÇÏ-
ÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÎÉ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ R2 ÅÅ ÄÏ-
ÐÏÌÎÅÎÉÅ R2 \ {0} ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 5), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
R × [0;+∞) \ {(0; 0)} ×ÙÐÕËÌÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ É ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ S1 (ÐÒÉÍÅÒ
6). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a : D → D | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÒÕÇÁ D × ÓÅÂÑ, ÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ
ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ | ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ.


