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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

ðÅÔÌÅÊ × ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
f : [0; 1] → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(0) = f(1) = b. çÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÐÅÔÅÌØ f0 É f1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
F : [0; 1]2 → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F (t; 0) = f0(t), F (t; 1) = f1(t) ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1], É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈ [0; 1] ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
fs def= F (·; s) : [0; 1] → X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÔÌÅÊ, Ô.Å. F (0; s) = F (1; s) = b. ðÅÔÌÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ,
ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ; ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ×
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �1(X; b).
ðÒÉÍÅÒ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �1(Rn; 0) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ÌÀÂÁÑ ÐÅÔÌÑ f ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ F (t; s) = (1− s)f(t)
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÐÅÔÌÀ e(t) ≡ 0.

ðÏÓËÏÌØËÕ f(0) = f(1), ÐÅÔÌÑ f ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f : [0; 1]=(0 ∼ 1) → X, Ô.Å. ~f : S1 → X. ðÒÉ
ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ [0; 1]=(0 ∼ 1) = S1 × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ a, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔÓ×ÕÀÝÁÑ
ÓËÌÅÅÎÎÙÍ ËÏÎÃÁÍ ÏÔÒÅÚËÁ; ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÅÔÌÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~f(a) = b.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÅÔÌÉ f0; f1 ∈ �1(S1; b) ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f0; ~f1 : S1 → S1

ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ F : [0; 1]2 → S1 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÅÔÌÉ f0 É f1, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f0 É

~f1 ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ~F : S1 × [0; 1] → S1, ÇÄÅ ~F (t; s) = F (t; s), ÅÓÌÉ t 6= 0; 1, É ~F (a; s) = b ÐÒÉ ×ÓÅÈ s.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f0 É ~f1 : S1 → S1 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ deg ~f0 = deg ~f1. ðÏÓËÏÌØËÕ ~f0(a) = b = ~f1(a), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÄÎÑÔÉÑ '0; '1 : [0; 1] → R
ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ '0(0) = 0 = '1(0) (ÐÒÏÅËÃÉÑ p : R → S1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ p(0) = a);
ÏÔÓÀÄÁ '0(1) = deg ~f0 = deg ~f1 = '1(1). ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ �(t; s) = (1 − s)'0(t) + s'1(t); ÔÏÇÄÁ �(0; s) = 0
É �(1; s) = deg ~f0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ [0; 1]. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F = p ◦ � : [0; 1]2 → S1, ËÏÔÏÒÏÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÐÅÔÌÑÍÉ f0 É f1.

ðÕÓÔØ �; � : [0; 1]→ X | ÐÕÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ �(1) = �(0). ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÐÕÔÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÕÔØ (�·�)(t) def= �(2t)
ÐÒÉ 0 ≤ t ≤ 1=2 É = �(2t− 1) ÐÒÉ 1=2 ≤ t ≤ 1. åÓÌÉ �; � | ÐÅÔÌÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ b,
ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ �(1) = �(0)(= b) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ×ÓÅÇÄÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÅÔÅÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÅÔÅÌØ ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ, Ô.Å. ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �1(X; b).
ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ �1(X; b) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ (ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á X Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ b).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ �s | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÅÔÌÉ �0 É �1, a �s | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÅÔÌÉ
�0 É �1, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ �s · �s ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÐÅÔÌÉ �0 · �0 É �1 · �1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ �1(X; b) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

ïÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ �1(X; b) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ. åÓÌÉ �0; �1; �2 | ÐÅÔÌÉ, ÔÏ ÐÅÔÌÑ ((�0 · �1) · �2)(t) = �[u(t)](u(t)),
ÇÄÅ u : [0; 1] → [0; 3] | ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ 4t ÐÒÉ 0 ≤ t ≤ 1=2 É 2t + 1 ÐÒÉ 1=2 ≤ t ≤ 1;
[·] ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (�0 · (�1 · �2))(t) = �[v(t)](v(t), ÇÄÅ v | ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ,
ÒÁ×ÎÁÑ 2t ÐÒÉ 0 ≤ t ≤ 1=2 É 4t − 1 ÐÒÉ 1=2 ≤ t ≤ 1. çÏÍÏÔÏÐÉÑ ÐÅÔÅÌØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ A(t; s) =
�[(1−s)u(t)+sv(t)]((1− s)u(t) + sv(t)).

ïÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ �1(X; b) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÒÏÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÇÒÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÅÔÌÉ
e(t) def= b. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ [e]a = a[e] = a, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ.

ïÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ �1(X; b) ÏÂÒÁÔÉÍÁ: ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ËÌÁÓÓÕ ÐÅÔÌÉ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÅÔÌÀ −1(t) def=
(1− t). çÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÅÔÌÑÍÉ  · −1 É e ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ. ¤

ðÒÉÍÅÒ 3. �1(S1; b) (ÇÄÅ b | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ Z ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ. éÚÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ f 7→ deg f ; × ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ.

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ: ÅÓÌÉ A | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÅÔÌÉ �, Á B | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÅÔÌÉ �
Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ A(0) = B(0) = 0, ÔÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÐÅÔÌÉ � · � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C(t) = A(2t) ÐÒÉ 0 ≤ t ≤ 1=2
É = B(2t − 1) + A(1) ÐÒÉ 1=2 ≤ t ≤ 1. ôÏÇÄÁ deg� · � = C(1) = A(1) + B(1) = deg� + deg �. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ: Õ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S1 → S1 ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁ×ÎÁ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ deg ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó Z.

1



ðÕÓÔØ  : [0; 1]→ X | ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÕ b0 = (0) Ó ÔÏÞËÏÊ b1 = (1). äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÅÔÌÉ � ×
X Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ b1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ∗� ÐÅÔÌÀ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ b0, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∗�(t) = (3t)
ÐÒÉ 0 ≤ t ≤ 1=3, = �(3t− 1) ÐÒÉ 1=3 ≤ t ≤ 2=3, É = (3− 3t) ÐÒÉ 2=3 ≤ t ≤ 1.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∗ ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÐÅÔÅÌØ, Ô.Å. ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �1(X; b1)→
�1(X; b0). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. åÓÌÉ ÐÕÔÉ 0 É 1 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ �
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(0; s) = b0 É �(1; s) = b1 ÐÒÉ ×ÓÅÈ s ∈ [0; 1], ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (0)∗ É (1)∗ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. åÓÌÉ
ÐÕÔØ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÐÕÔÅÊ � É �, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ∗ : �1(X;�(1))→ �1(X;�(0)) | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �∗ : �1(X;�(1))→ �1(X;�(0)) É �∗ : �1(X;�(1))→ �1(X;�(0)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊ É ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÔÏ
ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ �1(X; b) ÄÌÑ ×ÓÅÈ b ∈ X ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. åÓÌÉ ÐÕÔØ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÔÌÅÊ Ó (0) = (1),
ÔÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ∗ : �1(X; b)→ �1(X; b) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ: ∗f = −1 · f · .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ −1(t) def= (1− t) | ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ b1 = (1) É b0 = (0). ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ-
×ÅÄÅÎÉÅ ÐÕÔÅÊ  ·−1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÐÕÔÉ e(t) = b0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ∗ ◦ (−1)∗ = (−1)∗ ◦∗ =
e∗ = id, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ∗ (É (−1)∗) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ
ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ¤

ðÕÓÔØ f : X1 → X2 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ b1 × ÔÏÞËÕ b2 = f(b1). ðÅÔÌÅ � :
[0; 1]→ X1, �(0) = �(1) = b1 ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÐÅÔÌÀ f ◦ � : [0; 1]→ X2, (f ◦ �)(0) = (f ◦ �)(1) = b2.
ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÅÔÅÌØ ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ, Ô.Å. ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ f∗ : �1(X1; b1)→ �1(X2; b2). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. åÓÌÉ f : X1 → X2 É
g : X2 → X3 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÏ (g◦f)∗ = g∗◦f∗ åÓÌÉ F : X1×X2 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f0 : X1 → X2 É f1 : X1 → X2, ÔÏ (f1)∗ = '∗ ◦ (f0)∗, ÇÄÅ ' : [0; 1] → X2 | ÐÕÔØ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ '(t) = F (b1; t).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ A : [0; 1]2 → X1 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÅÔÌÉ �0 É �1, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ f(A(t; s))
ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÐÅÔÌÉ f ◦�0 É f ◦�1. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÅÔÅÌØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f ◦ (� ·�) = (f ◦�) · (f ◦
�), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ×ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ôÒÅÔØÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.
ðÒÏ×ÅÒËÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ) | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤
ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ f : S1 → S1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ k. ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f∗ : �1(S1; b1) = Z → Z =
�1(S1; b2) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ k. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ �1(S1; b1) = Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÅÔÌÑ '(t) = e2�it. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ f ◦' ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ k, ÔÁË ÞÔÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ deg × ÞÉÓÌÏ k ∈ Z.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ f∗(1) = k, ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f : X → Y É g : Y → X | ÐÁÒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ f∗ ◦ g∗ = (f ◦ g)∗ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3. ðÏÓËÏÌØËÕ f ◦ g ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ
X2 × ÓÅÂÑ, × ÓÉÌÕ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 (f◦g)∗ = �∗, ÇÄÅ � | ÐÕÔØ × X2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, g∗◦f∗ = �∗,
ÇÄÅ � | ÐÕÔØ × X1. ðÏÓËÏÌØËÕ �∗ É �∗ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÐÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 2), f∗ : �1(X; b)→ �1(Y; f(b))
É g∗ : �1(Y; a)→ �1(X; g(a)) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. ¤


