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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. îÁËÒÙÔÉÑ.

ðÕÓÔØ B É E | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, F | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. îÁËÒÙÔÉ-
ÅÍ Ó ÂÁÚÏÊ B, ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ E É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÌÏÅÍ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
p : E → B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ B ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U 3 b (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÔÒÉ×ÉÁ-
ÌÉÚÕÀÝÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ) É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : p−1(U)→ F (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ), ÔÁËÏÅ
ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p× ' : p−1(U)→ U × F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
ðÒÉÍÅÒ 1 (ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ). B | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, F | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ
ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, E = B × FA, p : E → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ×ÓÅ B, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ | ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ
×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.
ðÒÉÍÅÒ 2 (ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ). B = S1 = {z ∈ C | |z| = 1}, E = R, F | ÓÞÅÔÎÏÅ
ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ Z ⊂ R), p(t) def= e2�it. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÔÏÞËÉ b ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÄÕÇÕ U 3 b, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ×ÓÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á (ÓÍ. ÎÉÖÅ) ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ,
ÞÔÏÂÙ 1 ∈ U . ðÒÏÏÂÒÁÚ p−1(U) × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ,
ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ' : p−1(U) → Z ⊂ R ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ÔÏÞËÅ t ∈ p−1(U) ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÅÖÁÝÅÅ × ÔÏÍ ÖÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÞÔÏ É t.

CÍÙÓÌ ÔÅÒÍÉÎÁ \ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ" ×ÙÑÓÎÉÔÓÑ ÐÏÚÄÎÅÅ.
ðÒÉÍÅÒ 3. E = Sn (ÓÆÅÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ × Rn+1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), B = RPn (ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ × Rn+1, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
p ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏÞËÅ a ∈ Sn ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ a É ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. F | ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË. ôÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÐÒÑÍÏÊ ` ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ
Ó ÎÅÀ ÕÇÏÌ, ÍÅÎØÛÉÊ � (ÇÄÅ � | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÖÄÕ 0 É �=2). ðÒÏÏÂÒÁÚ p−1(U) ⊂ Sn ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÒÕÇÕ; ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ p ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏÍ ÎÁ U | ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.
ðÒÉÍÅÒ 4. åÓÌÉ F ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÏ p : E → B | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÂÒÁÔÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p−1 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ: ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ U ⊂ E ÏÔËÒÙÔÏ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ b ∈ p(U) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ p−1 : V → p−1(V ) | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ).
íÎÏÖÅÓÔ×Ï p−1(V ) ⊂ E ÏÔËÒÙÔÏ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ W = p−1(V )∩U ÏÔËÒÙÔÏ É ÎÅÐÕÓÔÏ (ÓÏÄÅÒÖÉÔ p−1(b)).
îÏ ÔÏÇÄÁ p, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÎÁ W | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, É p(W ) ⊂ p(U) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ
×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ p(U) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ b ∈ W ⊂ p(U). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, p(U)
ÏÔËÒÙÔÏ, É p−1 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÜÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.
îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ' | ÓÐÏÓÏÂ \ÒÁÚÍÅÔÉÔØ" ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË Ó ∈ U ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ÍÏÝÎÏÓÔÉ A ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ p ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÏÂÒÁÚÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ \ÍÅÔËÕ", ÂÙÌÏ
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ U . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ p−1(c) ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏÌÖÎÁ ÎÁÊÔÉÓØ
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÅÔÏË. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ p−1(b) ⊂ E ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ
b ∈ B ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ FA (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÉÓËÒÅÔÅÎ É ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ A); ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ
A ÞÁÓÔÏ ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ p ÂÙÌÏ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.
ðÒÉÍÅÒ 5. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : [0; 1)→ S1 = {z ∈ C | |z| = 1} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ p(t) = e2�it. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ), ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,
ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ S1 ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á [0; 1) ÎÅÔ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p−1 : S1 → [0; 1) ÒÁÚÒÙ×ÎÏ ×
ÔÏÞËÅ 1 ∈ S1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, p ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÅÍ R ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ
G × ÇÒÕÐÐÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× X: ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Rg : X → X ÔÁË,
ÞÔÏ Rg1g2 = Rg2 ◦ Rg1 . éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á e2 = e (e | ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Re = idX , Á ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
gg−1 = e | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Rg−1 = R−1

g . çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ a; b ∈ X ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÅÓÌÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ b = Rg(a). üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!);
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. ïÒÂÉÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÔÏÞËÕ a ∈
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X, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ Rg(a); g ∈ G. æÁËÔÏÒ X ÐÏ ××ÅÄÅÎÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÏÒÂÉÔ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X=G (ÔÏÞÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ X=R, ÎÏ ÔÁË ÎÅ ÐÒÉÎÑÔÏ); ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ | ÏÒÂÉÔÙ.

äÅÊÓÔ×ÉÅ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï U 3 a ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Rg(U)∩U 6= ∅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ g = e (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, Rg(U) = U). åÓÌÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
R ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : X → X=G, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ
ÅÅ ÏÒÂÉÔÕ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÇÄÅ × ÒÏÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á FA ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ ÇÒÕÐÐÁ G (Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ).
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ b ∈ X=G | ÏÒÂÉÔÁ, É a ∈ b (Ô.Å. p(a) = b). ÷ÏÚØÍÅÍ Õ a ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , ÕÐÏÍÑÎÕÔÕÀ
× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÏÞÎÏÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÓÔÉ, É ÐÕÓÔØ V = p(U) (Ô.Å. ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÏÒÂÉÔ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË c ∈ U). íÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï V ⊂ X=G ÏÔËÒÙÔÏ, Ô.Ë. p−1(V ) = ⋃

g∈GRg(U) = ⋃
g∈GR−1

g−1(U) ÏÔËÒÙÔÏ | ÜÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÐÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Rg−1).

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Rg1(U) É Rg2(U) ÐÒÉ g1 6= g2 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ: ÅÓÌÉ c ∈ Rg1(U)∩Rg2(U), ÔÏ Rg−1
1

(c) ∈
U ∩ Rg2g−1

1
(U), ×ÏÐÒÅËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ U . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ' : p−1(V ) → G,

ÐÏÌÁÇÁÑ '(c) = g ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ c ∈ Rg(U). ôÅÐÅÒØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ p : Rg(U) → V | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!),
ÔÁË ÞÔÏ p | ÎÁËÒÙÔÉÅ.
ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ X = R, G = Z, É Rn(x) = x + n ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ R, n ∈ Z. üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ (Rn1+n2(x) =
x+n1 +n2 = Rn2(Rn1(x))), ÏÎÏ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ (× ËÁÞÅÓÔ×Å ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x ∈ R ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÄÌÉÎÏÊ ÍÅÎÅÅ 1). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ X=G ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S1, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
p : X → X=G | ÎÁËÒÙÔÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 2.
ðÒÉÍÅÒ 7. X = Sn, G = Z=2Z | ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× 0, 1. äÅÊÓÔ×ÉÅ R0 = idSn (ÔÁË ×ÓÅÇÄÁ) É R1(x) =
−x (ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÆÅÒÙ). üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ (Ô.Ë. R2

1 = idSn), ÏÎÏ ÔÏÞÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ
(ÄÏËÁÖÉÔÅ!). æÁËÔÏÒ X=G ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ RPn, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : X → X=G | ÎÁËÒÙÔÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 3.
ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ). ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ.

1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ  : [0; 1]→ B É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ e ∈ E ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p(e) = (0), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ
ÐÕÔØ � : [0; 1]→ E (ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÕÔÉ ) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(0) = e É p ◦ � = ;

2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' : [0; 1]2 → B É ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 	 : [0; 1]→ E ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ p(	(s)) =
'(0; s), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : [0; 1]2 → E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p◦� = ' É �(0; s) = 	(s).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÐÏÚÄÎÅÅ; ÓÅÊÞÁÓ ÉÚ×ÌÅÞÅÍ ÉÚ ÎÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ E (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, B) ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ; b ∈ E |
ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ p∗ : �1(E; b)→ �1(B; p(b)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (×ÌÏÖÅÎÉÅÍ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ [] ∈ Ker p∗, ÇÄÅ  : [0; 1] → E, (0) = (1) = b | ÐÅÔÌÑ × E. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ' : [0; 1]2 → B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ '(t; 0) = p((t)), '(t; 1) = p(b) ÄÌÑ ×ÓÅÈ t É '(0; s) =
'(1; s) = p(b) ÄÌÑ ×ÓÅÈ s. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ � : [0; 1]2 → E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �(t; 0) = (t) É
p(�(t; s)) = '(t; s) ÄÌÑ ×ÓÅÈ t É s. ôÏÇÄÁ p(�(0; s)) = p(�(1; s)) = p(b) É �(0; 0) = �(1; 0) = b. ðÒÏÏÂÒÁÚ
p−1(p(b)) ⊂ E ÄÉÓËÒÅÔÅÎ, ÏÔÓÀÄÁ �(0; s) = �(1; s) = const: = �(0; 0) = �(1; 0) = b ÄÌÑ ×ÓÅÈ s | ÉÎÙÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, � ÜÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÐÅÔÅÌØ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ × ÔÏÞËÅ b. ôÁËÖÅ p(�(t; 1)) = p(b) ÐÒÉ ×ÓÅÈ t | × ÓÉÌÕ
ÄÉÓËÒÅÔÎÏÓÔÉ p−1(p(b)) ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �(t; 1) = const: = �(0; 1) = b. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÔÌÑ  ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ,
É [] = 1 ∈ �1(E; b). ¤

ðÕÓÔØ  : [0; 1]→ B | ÐÅÔÌÑ × B, (0) = (1) = p(b), É � : [0; 1]→ E | ÅÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(0) = b.
óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÐÅÔÌÉ  ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÉ � Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ
(ÐÏÓËÏÌØËÕ p−1(p(b)) ÄÉÓËÒÅÔÎÏ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÏÞËÁ �(1) ∈ p−1(p(b)) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ
ÐÅÔÌÉ , Ô.Å. ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ [] ∈ �1(B; p(b)). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ �1(B; p(b)) × p−1(p(b)).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ 1; 2 | ÐÅÔÌÉ, Á �1;�2 | ÉÈ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ [] 7→ �(1)
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÌÁÓÓÏ× ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ × ÇÒÕÐÐÅ �1(B; p(b))
ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ p∗(�1(E; b)) É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÞÅË p−1(p(b)); ÔÏÞËÅ b ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ
ËÌÁÓÓ | ÓÁÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 1; 2 | ÐÅÔÌÉ × B, Á �1;�2 | ÉÈ ÐÏÄÎÑÔÉÑ. ðÕÓÔØ 1 =  ·2, ÇÄÅ [] ∈ p∗(�1(E; b)) ⊂
�1(B; p(b)). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ � : [0; 1] → E ÐÅÔÌÉ  : [0; 1] → B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÔÌÅÊ: �(0) = �(1) = b.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÄÎÑÔÉÅ 1 =  · 2 ÅÓÔØ �1 = � · �2, É �1(1) = �2(1).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ �1(1) = �2(1). ôÏÇÄÁ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÅÔÌÉ  = 1 · −1
2 ÜÔÏ ÐÕÔØ � = �1 · �2, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÐÅÔÌÅÊ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, [] ∈ p∗(�1(E; b)).
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ [] 7→ �(1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×

�1(B; p(b))=p∗(�1(E; b)) × p−1(p(b)). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ c ∈ p−1(p(b)). ÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ E ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÕÔØ � : [0; 1]→ E ÉÚ b × c. ôÏÇÄÁ p◦� : [0; 1]→ B | ÐÅÔÌÑ, ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ¤



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2). åÓÌÉ E ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ É ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ (�1(E; b) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ), ÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ �1(B; p(b)) É ÓÌÏÅÍ p−1(p(b)).
ðÒÉÍÅÒ 8. äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ �1(Sn) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, ÅÓÌÉ n ≥ 2. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ  : [0; 1] → Sn |
ÐÅÔÌÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ [0; 1] É Sn | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÐÁËÔÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. ïÔÓÀÄÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ t ∈ [i=N; (i + 1)=N ] (É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ i = 0; : : : ; N − 1) ÔÏÞËÉ
(t) ∈ Sn ÌÅÖÁÔ × ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÕÛÁÒÉÑ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ  ÎÁ [i=N; (i+
1)=N ] ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÍÕ [i=N; (i+ 1)=N ] × ÄÕÇÕ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÒÕÇÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ (i=N)
É ((i + 1)=N). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,  ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÚ×ÅÎÎÏÊ (N -Ú×ÅÎÎÏÊ) ÌÏÍÁÎÏÊ ~. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ a ∈
Sn, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ~ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ (ÄÌÑ ÌÏÍÁÎÏÊ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ); ÔÏÇÄÁ ~ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ [0; 1]→ Sn \{a}. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Sn \{a} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Rn É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ; ÔÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ~ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÐÅÔÌÅ-ËÏÎÓÔÁÎÔÅ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3 É ÐÒÉÍÅÒÁ 3 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �1(RPn) ÐÒÉ n ≥ 2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Z=2Z.


