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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. îÁËÒÙÔÉÑ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ): ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ËÌÁÓÓÉ-
ÆÉËÁÃÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÂÁÚÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. îÁËÒÙÔÉÅ, ÂÁÚÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÂ [0; 1]n (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n), ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÌÅÍÍ:

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ p : E → [0; 1]n | ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÌÏÅÍ F . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ËÕÂÁ [0; 1]n ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 2k ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ 2kn ÏÂÒÁÚÏ×Á×-
ÛÉÈÓÑ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ËÕÂÉËÏ× ÂÕÄÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÕÂÉË Mk, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅ
ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØ xk | ÃÅÎÔÒ Mk. ðÏÓËÏÌØËÕ [0; 1]n | ËÏÍÐÁËÔ, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ, ÞÔÏ xk → x∗ ∈ [0; 1]n ÐÒÉ k → ∞. îÏ Õ x∗ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , ÎÁÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ
(ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁËÒÙÔÉÑ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, U ÓÏÄÅÒÖÉÔ Mk ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ k | ×ÏÐÒÅËÉ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ
ÎÁÄ Mk ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. ¤

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ [0; 1]n = �1 ∪ �2, ÇÄÅ �1 = {(x1; : : : ; xn) | xn ≤ 1=2}, �2 = {(x1; : : : ; xn) | xn ≥ 1=2}, É
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁ �1 É �2 ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ ÎÁËÒÙÔÉÅ p (ÎÁÄ ×ÓÅÍ [0; 1]n) ÔÁËÖÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ '1 : p−1(�1) → F É '2 : p−1(�2) → F
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ '1 × p : p−1(�1) → F × �1 É '2 × p : p−1(�2) → F × �2 | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÙÈ x1; : : : ; xn−1 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  x1;:::;xn−1 : F → F , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
 x1;:::;xn−1 = '1 ◦

(
'2|p−1(x1;:::;xn−1;1=2)

)−1
. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ e ∈ E, p(e) = (x1; : : : ; xn). ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

'(e) = '1(e), ÅÓÌÉ p(e) ∈ �1 (Ô.Å. xn ≤ 1=2), É '(e) =  x1;:::;xn−1('2(e)), ÅÓÌÉ p(e) ∈ �2 (Ô.Å. xn ≥ 1=2).
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÎÁËÒÙÔÉÑ p ÎÁÄ ×ÓÅÍ [0; 1]n, ËÏÔÏÒÏÅ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÏÂØÅÍ ËÕÂ [0; 1]n ÎÁ 2kn ËÕ-
ÂÉËÏ× ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏÍ {(x1; : : : ; xn) |
s=2k ≤ xn ≤ (s+ 1)=2k} ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÏÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÎÁÄ ×ÓÅÍ [0; 1]n. ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F , É f : B′ → B | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.
ðÏÌÏÖÉÍ E′ def= {(e; b′) ∈ E×B′ | f(b′) = p(e)}, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f∗p : E′ → B ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f∗p)(e; b′) =
b′. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F É ÂÁÚÏÊ B′: ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, (f∗p)−1(b′) = p−1(f(b′));
×ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ b′ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ′ = f−1(U), ÇÄÅ U | ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÁÑ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ f(b′) ∈ B. ôÏÇÄÁ (f∗p)−1(U ′) = {(e; b′) ∈ U ′ × p−1(U) | f(b′) = p(e)}, ÔÁË ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ '′ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ' ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p ÎÁÄ U : '′(e; b′) def= '(e).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 6. ðÕÓÔØ 
 : [0; 1] → B |
ÐÕÔØ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ b = 
(0). îÁËÒÙÔÉÅ 
∗p ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1] ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1. åÇÏ ÔÏÔÁÌØÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E′ = {(x; t) ∈ E × [0; 1] | p(x) = 
(t)}, Á ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : E′ → F ÔÁËÏÅ,
ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �(x; t) def= ('(x; t); t) | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ E′ → F × [0; 1]. ðÕÓÔØ '(e; 0) def= f0 ∈ F ; ÔÏÇÄÁ
�(t) def= �−1(f0; t) | ÉÓËÏÍÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÄÎÑÔÉÑ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÎÁËÒÙÔÉÅ �∗p ÎÁÄ [0; 1]2 ÔÁËÖÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÐÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ 1). ¤

íÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁËÒÙÔÉÊ p1 : E1 → B É p2 : E2 → B Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÁÚÏÊ (ÎÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÚÎÙÍÉ
ÓÌÏÑÍÉ F1 É F2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E1 → E2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p2 ◦ f = p1.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. íÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÎÁËÒÙÔÉÑÍÉ p1 : E1 → B É p2 : E2 → B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕÐÐÁ (p1)∗(�1(E1; e1)) ⊂ �1(B; b) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (p2)∗(�1(E2; e2)) ⊂ �1(B; b);
ÚÄÅÓØ e2 = f(e1) É b = p1(e1) = p2(e2). åÓÌÉ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ
(p2)∗(�1(E2; e2))=(p1)∗(�1(E1; e1)) ⊂ F .
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f : E1 → E2 | ÍÏÒÆÉÚÍ. ëÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÅÔÌÉ 
 : [0; 1] → B, 
(0) = 
(1) = b,
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ (p1)∗(�1(E1; e1)), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÔÌÑ � : [0; 1]→ E1, �(0) = �(1) = e1, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ p1◦� = 
. îÏ
ÔÏÇÄÁ 	 def= f ◦� : [0; 1]→ E2 | ÐÅÔÌÑ × E2, 	(0) = 	(1) = e2, p2 ◦	 = 
, ÔÁË ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÐÅÔÌÉ 
 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
(p2)∗(�1(E2; e2)). äÌÑ ÔÏÞËÉ e2 ∈ E2 ÐÏÌÏÖÉÍ U2

def= p−1
2 (U), ÇÄÅ U | ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ b

× ÎÁËÒÙÔÉÉ p1. ðÏÓËÏÌØËÕ f−1(U2) ⊂ p−1
1 (U), ×ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÎÁËÒÙÔÉÑ

p1 ÎÁÄ U . ðÕÓÔØ � : [0; 1]→ E1 | ÐÕÔØ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ e1 = �(0) É e′ = �(1). ôÏÞËÁ e′ ∈ p−1
1 (b) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ

f−1(e2) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÅÔÌÑ p1 ◦� ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÅÔÌÉ × p2, Ô.Å. ËÏÇÄÁ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÅÔÌÉ
p1 ◦ � × �1(B; b)=(p1)∗(�1(E1; e1)) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ (p2)∗(E2; e2)=(p1)∗(�1(E1; e1)). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f |
ÎÁËÒÙÔÉÅ Ó ÎÕÖÎÙÍ ÓÌÏÅÍ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ (p1)∗(�1(E1; e1)) ⊂ (p2)∗(�1(E2; e2)). ðÕÓÔØ e ∈ E, É � : [0; 1] → E1 | ÐÕÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
�(0) = e1 É �(1) = e. ðÕÓÔØ �2 : [0; 1] → E2 | ÐÕÔØ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÐÕÔÉ p1 ◦ � : [0; 1] → B.
ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f(e) = �2(1). åÓÌÉ �′ | ÄÒÕÇÏÊ ÐÕÔØ, É �′2 | ÐÏÄÎÑÔÉÅ p1 ◦ �′, ÔÏ ËÌÁÓÓ ÐÅÔÌÉ
� def= �′ · �−1 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �1(E1; e1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÌÁÓÓ ÐÅÔÌÉ �1 ◦ � = (p1 ◦ �)−1 · (p1 ◦ �′) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
(p1)∗(�1(E1; e1)) ⊂ (p2)∗(�1(E2; e2)). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÕÔÉ �2 É �′2 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÅ ËÏÎÃÙ, ÔÁË ÞÔÏ f(e)
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁËÒÙÔÉÊ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. îÁËÒÙÔÉÑ p1 : E1 → B É p2 : E2 → B ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ
(p1)∗(�1(E1; e1)) É (p2)∗(�1(E2; e2)) ÇÒÕÐÐÙ �1(B; b) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ É �1(X) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ p : E → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ Ó ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÍ ÓÌÏÅÍ, Á p1 : E1 → B | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ
Ó ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ E1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ p × p1.

÷ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 ÎÁËÒÙÔÉÅ Ó ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÊ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ìÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ Z = �1(S1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ nZ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n ≥ 0. åÓÌÉ pn : S1 → S1 |
ÎÁËÒÙÔÉÅ ×ÉÄÁ p(z) = zn, ÔÏ (pn)∗(�1(S1)) = nZ; ÚÄÅÓØ n > 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁÎÄÒÁÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ
p0 : R→ S1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (p0)∗(�1(R)) = 0. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ Ó ÂÁÚÏÊ S1, ËÒÏÍÅ pn,
ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. éÍÅÅÍ nZ ⊂ kZ, ÅÓÌÉ n = km ÐÒÉ m ∈ Z. íÅÖÄÕ ÎÁËÒÙÔÉÑÍÉ pn É pk × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÍÏÒÆÉÚÍ | ÎÁËÒÙÔÉÅ z 7→ zm.

îÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X É ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á U 3 x ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ V ⊂ U ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.
ìÅÍÍÁ 3. ðÕÔÉ 
0; 
1 : [0; 1] → X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 
0(0) = 
1(0) É 
0(1) = 
1(1), ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ËÁË ÐÕÔÉ Ó
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÅÔÌÑ 
0 ·
−1

1 ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ (ËÁË ÐÅÔÌÑ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É
ËÏÎÃÏÍ × 
0(0)). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÐÕÔÉ 
0 É 
1 Ó ÏÂÝÉÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ
(ËÁË ÐÕÔÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 
0 = 
1 · 
−1

1 · 
0 ∼ 
1, ÅÓÌÉ ÐÅÔÌÑ 
−1
1 · 
0 ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ 
0 ∼ 
1, ÔÏ 
0 · 
−1

1 ∼

1 · 
−1

1 | ÐÅÔÌÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ B | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ G ⊂ �1(B; b) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1) ÎÁËÒÙÔÉÅ p : E → B Ó ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ E ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p∗(�1(E; e)) = G.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ G = {1}. ðÏÓËÏÌØËÕ p∗ | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
�1(E; e) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ E | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÕÔÅÊ 
 : [0; 1]→ B ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 
(0) = b, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÇÏÍÏ-
ÔÏÐÉÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ (Ó×ÏÉÍÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÕÔÉ). âÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ × E ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
AU;�, ÇÄÅ U ⊂ B | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á � : [0; 1]→ B ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÕ b = �(0) Ó ÔÏÞËÏÊ
�(1) ∈ U . íÎÏÖÅÓÔ×Ï AU;� ⊂ E ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ×ÓÅÈ ÐÕÔÅÊ 
 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 
(1) ∈ U , É 
 ÇÏÍÏÔÏÐ-
ÎÏ � · , ÇÄÅ  : [0; 1]→ U | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3) ÐÕÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
 (0) = �(1) É  (1) = 
(1). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, |
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ (ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ AU1;�1 ∩AU2;�2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ AU;�).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : E → B ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(
) = 
(1) É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ F =
�1(B; b). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ U 3 a | ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÕÔØ 
0 : [0; 1]→
B, 
0(0) = b, 
0(1) = a. ðÕÓÔØ 
 : [0; 1] → B ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ 
(0) = b, 
(1) ∈ U | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, 
 ∈ p−1(U).
ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ '(
) = [
 ·  · 
−1

0 ] ∈ �1(B; b), ÇÄÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ
ÐÅÔÌÉ, Á  : [0; 1]→ U | ÐÕÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ  (0) = 
(1),  (1) = a.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : p−1(U)→ �1(B; b) | ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ p(
1) = 
1(1) = 
2(1) = p(
2),
É '(
1) = '(
2), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 
1 · 
−1

0 ∼ 
2 · 
−1
0 (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ  ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ!), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÔÌÑ


1 ·  
−1
0 · (
2 ·  
−1

0 )−1 = 
1 · 
−1
2 ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3, ÜÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÕÔÉ 
1 É 
2



ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ E. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p ×  : p−1(U) →
U × �1(B; b) ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ B ÓÏ ÓÌÏÅÍ �1(B; b). ïÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ × e ∈ E ÓÌÕÖÉÔ ËÌÁÓÓ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÊ ÐÅÔÌÉ × ÔÏÞËÅ b. ôÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁËÒÙÔÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ: ÔÏÞËÕ e É ÔÏÞËÕ

 ∈ E, ÇÄÅ 
 : [0; 1] → B | ÐÕÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 
(0) = b, ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔÅÍ � : [0; 1] → E, ÇÄÅ �(t) |
ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÉ 
t(s) def= 
(ts). ôÏÔ ÖÅ ÐÕÔØ � ÓÌÕÖÉÔ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÐÕÔÉ 
 × ÎÁËÒÙÔÉÉ p. ôÅÐÅÒØ ÅÓÌÉ 

| ÐÅÔÌÑ, ÔÏ �(1) = [
] ∈ �1(B; b) | ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ E ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ, É p∗(�1(E; e)) ⊂ �1(B; b)
ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ G ⊂ �1(B; b) ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, É p : E → B | ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ. îÁ-
ÚÏ×ÅÍ ÐÕÔÉ 
1; 
2 : [0; 1]→ B ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ 
1(0) = 
2(0) = b, 
1(1) = 
2(1), É ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÅÔÌÉ

1 · 
−1

2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ G. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï EG ËÁË ÆÁËÔÏÒ E ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ,
É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ pG : EG → B ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ pG(
) = 
(1). ôÏÇÄÁ pG : EG → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÏ ÓÌÏÅÍ
�1(B; b)=G, É (pG)∗(�1(EG; e)) = G (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ¤
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ E | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÔÒÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 3), p : E → S1∨S1 | ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÂÕËÅÔÏÍ
Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅ×Á E ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ F2 Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ
a É b; ×ÅÒÛÉÎÙ w É w′ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÅÓÌÉ w′ = wq, ÇÄÅ q ∈ {a; a−1; b; b−1}. ðÕÓÔØ 
 : [0; 1] → S1 ∨ S1 |
ÐÅÔÌÑ, 
(0) = 
(1) = v (×ÅÒÛÉÎÁ ÂÕËÅÔÁ), É � : [0; 1] → E | ÐÏÄÎÑÔÉÅ, �(0) = �(1) = e (ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ).
ðÏÓËÏÌØËÕ E ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ (ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÌÉÓÔËÁ 3), ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÅÔÅÌØ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �(1) ∈ F2.

îÁ E ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ F2: ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÅÂÒÕ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ ×ÅÒÛÉÎÙ w ∈ F2 É wqF2, É
u ∈ F2, ÔÏ Ru(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÅÂÒÕ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ ux É uxq, ÐÒÉÞÅÍ ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ × ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ. üÔÏ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÏÅËÃÉÉ p : E → S1 ∨ S1: p(Ru(x)) = p(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ
x ∈ E É u ∈ F2. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �u def= Ru ◦ � | ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÅÔÌÉ 
, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �u(0) = �u(1) = u.
÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÅÓÌÉ �1, �2 | ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÅÔÅÌØ 
1, 
2 (ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ), ÔÏ
ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÐÅÔÌÉ 
 def= 
1 · 
2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÕÔØ � def= �1 · (R�1(1) ◦ �2), ÏÔËÕÄÁ �(1) = �1(1)�2(1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ [
] 7→ �(1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ �1(S1 ∨ S1)→ F2.


