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1. Ëèêè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé.

1.1. Êàòåãîðèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü � ýòî
îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå. Äðóãèìè ñëîâàìè ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü �
ýòî ïîâåðõíîñòü (ò.å. äâóìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå) ñ äîïîëíèòåëüíîé
ñòðóêòóðîé, íàäåëÿþùåé òî÷êè ïîâåðõíîñòè íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Ýòè ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ êàðò, òî åñòü ïàð (U, z), ãäå
U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòè P , à z : U → C � íåïðåðûâíîå âëîæåíèå
â ïëîñêîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Ñåìåéñòâî ëîêàëüíûõ êàðò {(Uα, zα)|α ∈ A} íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíûì àòëàñîì íà
P , åñëè

⋃
α

Uα = P è îòîáðàæåíèÿ zβz
−1
α : zα(Uα

⋂
Uβ) → C ãîëîìîðôíû äëÿ âñåõ

α, β ∈ A. Ãîëîìîðôíûå àòëàñû {(Uα, zα)|α ∈ A} è {(Vβ, wβ)|β ∈ B} íà ïîâåðõíîñòè
P ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ îáúåäèíåíèå � òàêæå ãîëîìîðôíûé àòëàñ.

Ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ (òîïîëîãè÷åñêàÿ) ïîâåðõíîñòü P âìåñòå ñ
êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ãîëîìîðôíûõ àòëàñîâ ëîêàëüíûõ êàðò.

Çàäà÷à 1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðóåìà

Ìîðôèçìàìè â êàòåãîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûå
îòîáðàæåíèÿ ϕ : P1 → P2, òî åñòü îòîáðàæåíèÿ ãîëîìîðôíûå â êàæäîé ëîêàëüíîé
êàðòå. Äðóãèì ñëîâàìè ôóíêöèè f2ϕf

−1
1 : f1(U1)

⋂
U2 → C ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûìè

îòîáðàæåíèÿìè äëÿ ëþáî ïàðû ëîêàëüíûõ êàðò (Ui, fi) ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé Pi.
Òåîðèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòîì òåîðèè

êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé.
Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé � ýòî:
1. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C è ëþáîå åãî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî (ò.å. îáëàñòü).
2. Ñôåðà Ðèìàíà C = C

⋃∞ ñ àòëàñîì èç äâóõ ëîêàëüíûõ êàðò {(U1, z1)(U2, z2)},
ãäå U1 = {z ∈ C||z| < 2}, z1(z) = z} è U2 = {z ∈ C||z| > 1

2
}, z2(z) = 1

z
}.

Çàäà÷à-ïðèìåð 1.1. Çàäàéòå ñòðóêòóðó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè íà òîðå
T = C/Γ, ãäå Γ � ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ, ïîðîæäåííàÿ ñäâèãàìè z 7→ z + 1
è z 7→ z + τ è Im(τ) > 0.

1.2. Àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå. Êàæäûé êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí
F (x, y) ïîðîæäàåò ïëîñêóþ êîìïëåêñíûé àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ
PF = {(x, y) ∈ C2|F (x, y) = 0}. Ñîîòâåòñòâèÿ (x, y) 7→ x è (x, y) 7→ y ïîðîæäàþò
îòðàæåíèÿ x : PF → C è y : PF → C. Êðèâàÿ PF íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé,
åñëè ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèé x è y íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòü
{p ∈ PF |dx(p) = 0}⋂{p ∈ PF |dx(p) = 0} = ∅.
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé Vcr(x) = x({p ∈ PF |dx(p) = 0})
ôóíêöèè x, îòêðûòîå îäíîñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî V ⊆ C \ Vcr(x) è êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòè Ux åãî ïðîîáðàçà x−1(V ).

Çàäà÷à 1.2. Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèÿ f(p1) 6= f(p2) ïðè p1 6= p2 ∈ Ux

Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâà âèäà (Ux, x|U) îáðàçóþò ñèñòåìó ëîêàëüíûõ êàðò íà
PF \ {p ∈ PF |dx(p) = 0}. Àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìó ëîêàëüíûõ êàðò (Uy, y|U) ïîðîæäàåò
ôóíêöèÿ y.

Çàäà÷à-ïðèìåð 1.2. Äîêàæèòå, ÷òî ëîêàëüíûå êàðòû âèäà (Ux, x|U) è (Uy, y|U)
îáðàçóþò íà íåîñîáîé ïëîñêîé êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé PF ãîëîìîðôíûé
àòëàñ, ïðåâðàùàÿ åå â êîìïàêòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü. ßâíî óêàæèòå àòëàñ
òàêîãî òèïà äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé PF = {(x, y) ∈ C2|F (x, y) = 0}, ãäå
F (x, y) = y2 − (x2m+1 + a2mx

2m + ...+ a1x+ a0)

Â ïîñëåäñòâèè ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü
èçîìîðôíà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, ïîðîæäåííîé íåîñîáîé ïîëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé
êðèâîé. È áîëåå òîãî, êàòåãîðèÿ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé èçîìîðôíà
íåêîòîðîé êàòåãîðèè êîìïëåêñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.

Òåîðèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòîì
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

1.3. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Çàâèñèìîñòè, âîçíèêàþùèå â åñòåñòâîçíàíèè
÷àñòî îïèñûâàþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìè (y = n

√
x, y = ln(x) è äð.)

Êîíöåïöèÿ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ïëîõî âêëàäûâàåòñÿ ñèñòåìó ñîâðåìåííûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé, îñíîâàííóþ íà îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèÿõ. Ê ñ÷àñòüþ,
íóæíûå äëÿ åñòåñòâîçíàíèÿ ôóíêöèè, êàê ïðàâèëî, ëîêàëüíî ãîëîìîðôíû. Ýòî
ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü èõ êàê îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè íà íåêîòîðûõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòÿõ.

Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.
Êàíîíè÷åñêèì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (Ua, fa), ãäå Ua ∈ C � êðóã ñ öåíòðîì â
a, è fa(z) =

∑∞
i=0 ci(z−a)i � ðÿä ñõîäÿùèéñÿ â Ua. Òàêèå ïàðû âîçíèêàþò, íàïðèìåð,

ïðè ëîêàëüíîì îïèñàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè F (z, w) = 0 â âèäå çàâèñèìîñòè w = f(z)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè (z0, w0), ãäå F (z0, w0) = 0.

Êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû (Ua, fa) è (Ũa, f̃a) ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
fa|Ua∩Ũa = f̃a|Ua∩Ũa . Ãîâîðÿò, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò (Ub, fb) ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà (Ua, fa) âäîëü ïóòè γ ⊂ C
ñ êîíöàìè â òî÷êàõ a è b, åñëè ñóùåñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå (Ua, fa) è (Ub, fb)

êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû (Ũa, f̃a) è (Ũb, f̃b), îáëàñòü D ⊃ γ ∪ Ũa ∪ Ũb è ãîëîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ f : D → C òàêèå, ÷òî f |Ũa = fa è f |Ũb = f̃b.

Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ôèêñèðóåì íà γ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê è
ñîïîñòàâëÿåì êàæäîé èç íèõ êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðÿäû
ñîñåäíèõ êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàëè íà ïåðåñå÷åíèè îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ,
à êîíå÷íûå êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû ñîâïàäàëè ñ (Ua, fa) è (Ub, fb).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñåìåéñòâî {(Ub, fb)|b ∈ B} âñåõ êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì (Ua, fa), ðàññìîòðèì íåñâÿçíîå
îáúåäèíåíèå tb∈BUb è îòîæäåñòâèì òî÷êè z1 ∈ Ub1 è z2 ∈ Ub2 , åñëè fb1(z1) = fb1(z1).
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Çàäà÷à 1.3. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà êîíñòðóêöèÿ ñîïîñòàâëÿåò êàíîíè÷åñêîìó
ýëåìåíòó (Ua, fa) ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü P . Ôóíêöèè {fb|b ∈ B} ïîðîæäàþò ïðè
ýòîì ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f : P → C.
Çàäà÷à 1.4. Äîêàçàòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò (Ux, x|U), ïîðîæäåííûé
íåîñîáîé ïîëèíîìèàëüíîé çàâèñèìîñòüþ F (x, y) = 0, ïîðîæäàåò ðèìàíîâó
ïîâåðõíîñòü PF è ôóíêöèþ x : PF → C

Çàäà÷à 1.5. Ïîñòðîèòü ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ôóíêöèé w = ln(z).

1.4. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ëþáàÿ ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü äîïóñêàåò åñòåñòâåííóþ ìåòðèêó ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ðàâíîé 1 äëÿ
ñôåðû Ðèìàíà C, ðàâíîé 0 äëÿ C, öèëèíäðà C/ < z 7→ z + b > è òîðà, è ðàâíîé -1
â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Áîëåå òîãî, âñÿêîé òàêîé ìåòðèêå îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷àÿ ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ìû èçó÷àåì
äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Áîëåå òîãî
êîíôîðìíûé òèï (âåëè÷èíà óãëîâ ìåæäó êðèâûìè) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðèìàíîâîé
ìåòðèêè íà ïîâåðõíîñòè îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðîé ñòðóêòóðîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè íà íåé.

1.5. Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû è òåîðèÿ ñòðóí. Â êîíöå 20 âåêà áûëè
îòêðûòû ñïåöèàëüíîãî âèäà áåñêîíå÷íûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùèå øèðîêèé êëàññ íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé � òàê íàçûâàåìûå
èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû. Ïîçæå âûÿñíèëîñü ÷òî îíè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò
â áîëüøèíñòâå ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, óñòàíàâëèâàÿ âçàèìîñâÿçè ìåæäó íèìè.
Êðîìå òîãî, íåîæèäàííî âûÿñíèëîñü, ÷òî âàæíûå êëàññû ðåøåíèé èíòåãðèðóåìûõ
ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé.

Äðóãèì ñîáûòèåì, ïîñòàâèâøèì ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè â öåíòð ìàòåìàòè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèé ñòàëî ðàçâèòèå òåîðèè ñòðóí: ñîâðåìåííîãî âàðèàíòà åäèíîé òåîðèè
ïîëÿ. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè, ýëåìåíòàðíûå îáúåêòû ôèçèêè ïîõîæè íà êîíòóðû
â ïðîñòðàíñòâå, à íå íà òî÷êè. Òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
ïðåäñòàâëÿåò òîãäà íå ëèíèþ, à ïîâåðõíîñòü. Ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
èíäóöèðóåò íà òàêîé òðàåêòîðèè ðèìàíîâó ìåòðèêó. Âåðîÿòíîñòü òðàåêòîðèè
îïðåäåëÿåòñÿ êîíôîðìíûì òèïîì ýòîé ìåòðèêè, òî åñòü ñòðóêòóðîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè íà íåé. Ôåìàíîâñêèå èíòåãðàëû ïåðåõîäÿò ïðè ýòîì â èíòåãðàë ïî
ïðîñòðàíñòâó âñåõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé (ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé).

Ýòè âàæíûå ïðèëîæåíèÿ ñäåëàëè òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé îäíèì èç
ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.

2. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè.
"Ìíîãîãðàííîñòü" ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ åå

èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè. Î÷åíü ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ
â ÷àñòíîñòè ïîäõîä ÷åðåç ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè è ôóíêöèè Ãðèíà.

Êàê è ðàíüøå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âåùåñòâåííóþ ïëîñêîñòü R× R = {(x, y)}
ñ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ C = {z}, ïîëàãàÿ z = x + iy. Íàïîìíèì, ÷òî îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî D ⊂ C = R2 íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ.
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Îïðåäåëåíèå 2.1. Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u(x, y) íà îáëàñòè D ñ íåïðåðûâíûìè
âòîðûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè îíà
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆u = 0, ãäå

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=

1

4

∂2

∂z∂z̄

� îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà

ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îò ãèäðîìåõàíèêè äî òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.
Òåîðåìà 2.1. Ôóíêöèÿ u íà ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ñîâïàäàåò ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ
íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f , ò.å. u(x, y) = Ref(x+ iy).
Proof. Ïóñòü f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà óñëîâèÿ
Êîøè-Ðèìàíà äàþò

∂u

∂x
=
∂v

∂y,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

ïîýòîìó,
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

∂

∂x

∂u

∂x
+
∂2u

∂y2
=

∂

∂x

∂v

∂y
+
∂2u

∂y2
=

∂

∂y

∂v

∂x
+
∂2u

∂y2
= − ∂

∂y

∂u

∂y
+
∂2u

∂y2
= 0.

Ïóñòü
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Òîãäà
∂

∂x
(
∂u

∂x
) =

∂

∂y
(−∂u

∂y
)

è
∂

∂x
(−∂u

∂y
) = − ∂

∂y
(
∂u

∂x
)

, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà íà ôóíêöèþ

g(x+ iy) =
∂u

∂x
− i∂u

∂y
.

Òàêèì îáðàçîì, g(z) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì åå ïåðâîîáðàçíóþ

f(x+ iy) = f(z0) +

∫ z

z0

g(z)dz = f(z0) +

∫ (x,y)

(x0,y0)

(
∂u

∂x
− i∂u

∂y
)(dx+ idy).

Òîãäà

Ref(x+ iy) = u(x0, y0) +

∫ (x,y)

(x0,y0)

(
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy) = u(x, y).

�
Çàäà÷à 2.1. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u íà ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ñîâïàäàåò ñ ìíèìîé ÷àñòü íåêîòîðîé
ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.
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Òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ãàðìîíè÷åñêèìè è ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè ïîçâîëÿåò
ëåãêî ïåðåíîñèòü íà ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîãèå ñâîéñòâà ãîëîìîðôíûõ.
Çàäà÷à 2.2. Äîêàçàòü, ÷òî íà îáëàñòè D:

• Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷åì âñå åå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå òàêæå ãàðìîíè÷åñêèå.
• Áèãîëîìîðôíàÿ çàìåíà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïåðåâîäèò ãàðìîíè÷åñêóþ
ôóíêöèþ â ãàðìîíè÷åñêóþ.
• Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà ñâÿçíîì ìíîæåñòâå ñîâïàäàþò, åñëè îíè
ñîâïàäàþò íà åãî îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå.

2.1. Èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Äàëåå ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè ∂D ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé, îðèåíòèðîâàííîé
êàê ãðàíèöà îáëàñòè D. ×åðåç

∂

∂n
= cos θ

∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè n = (cos θ, sin θ)
ê ãðàíèöå ∂D.
Çàäà÷à 2.3. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòîêñà è ñîîòíîøåíèå

∂ψ

∂n
ds = −∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y
dy,

äîêàçàòü ôîðìóëó Ãðèíà∮

∂D

ϕ
∂ψ

∂n
ds =

∫ ∫

D

(
∂ϕ

∂x

∂ψ

∂x
+
∂ϕ

∂y

∂ψ

∂y
)dxdy +

∫ ∫

D

ϕ(
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
)dxdy,

äëÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ â D ôóíêöèé ϕ, ψ.
Çàäà÷à 2.4. Ïóñòü ôóíêöèè u(x+ iy) = u(x, y) è v(x+ iy) = v(x, y) ãàðìîíè÷åñêèå â
D è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â D. Äîêàçàòü, ÷òî

∮
∂D

(u ∂v
∂n
−v ∂u

∂n
)ds = 0

è
∮
∂D

∂u
∂n
ds = 0.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x + iy) = u(x, y) ãàðìîíè÷åñêàÿ â D è äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â D. Òîãäà

u(ξ) =
1

2πρ

∮

|z−ξ|=ρ
u(z)ds

ïðè Uρ = {z ∈ C||z − ξ| < ρ} ⊂ D è
∮

z∈∂D
{u(z)

∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds = δ2πu(ξ),

ãäå δ = 1 ïðè ξ ∈ D è δ = 0 ïðè ξ ∈ C \ D̄
Proof. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

v(z) = Re(ln(z − ξ)) = ln |z − ξ|.
Ïðè 0 < |z − ξ| < ∞ îíà ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè è,
ñëåäîâàòåëüíî, ãàðìîíè÷åñêàÿ íà C \ ξ. Ñîãëàñíî çàäà÷å 2.4 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∮

∂D

{u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds = 0
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ïðè ξ ∈ C \ D̄.
Ïóñòü òåïåðü ξ ∈ D. Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü Uρ = {z ∈ C||z − ξ| < ρ} ⊂ D è

îáëàñòü Dρ = D \ Uρ. Òîãäà ξ ∈ C \ D̄ρ è èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî ∮

∂Dρ

{u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds = 0.

Òàêèì îáðàçîì,∮

∂D

{u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds =

∮

∂Uρ

u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ|ds−

∮

∂Uρ

∂u

∂n
ln |z − ξ|ds.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ln |z− ξ| = ln ρ íà ∂Uρ è, ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí
0 ñîãëàñíî çàäà÷å 2.4. Êðîìå òîãî,

∂

∂n
ln |z − ξ| = ∂

∂r
ln r|r=ρ =

1

ρ
è, ñëåäîâàòåëüíî,∮

∂D

{u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds =

1

ρ

∮

∂Uρ

u(z)ds.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ρ→ 0, îòêóäà,∮

∂D

{u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds =

1

ρ

∮

∂Uρ

u(z)ds = 2πu(ξ).

�

2.2. Ôóíêöèÿ Ãðèíà.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôóíêöèåé Ãðèíà G = GD â îáëàñòè D ⊂ C íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
G(z, ξ) = 1

2π
ln |z − ξ|+ g(z, ξ) íà D ×D, ãäå

• G(z, ξ) = G(ξ, z) è G(z, ξ′) = 0 ïðè ëþáûõ z ∈ D è ξ′ ∈ ∂D;
• ôóíêöèÿ g(z, ξ) íåïðåðûâíà â D×D è íåïðåðûâíà ïî ξ â D ïðè ëþáîì z ∈ D
• ôóíêöèÿ g(z, ξ) ãàðìîíè÷íà ïî z ïðè ëþáîì ξ ∈ D è ãàðìîíè÷íà ïî ξ ïðè
ëþáîì z ∈ D.

Çàäà÷à 2.5. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé ôóíêöèè Ãðèíà.
Äëÿ ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé æîðäàíîâûìè êðèâûìè, ôóíêöèÿ

Ãðèíà ñóùåñòâóåò è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå íà åäèíè÷íûé
äèñê Λ = {z ∈ C||z| < 1}, ñóùåñòâóþùåå ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèìàíà.
Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü D ⊂ C � ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü è w : D → Λ

áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå íà åäèíè÷íûé äèñê. Ïîëîæèì W (z, ξ) = w(z)−w(ξ)

1−w(z)w(ξ)
.

Òîãäà G(z, ξ) = 1
2π

ln |W (z, ξ)| � ôóíêöèÿ äëÿ Ãðèíà îáëàñòè D.
Proof. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ξ ∈ D è ðàññìîòðèì wξ(z) = W (z, ξ) êàê
ôóíêöèþ îò z ∈ D. Ýòà ôóíêöèÿ êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D = {z} íà äèñê
Λ è èìååò åäèíñòâåííûé 0 ïðè z = ξ.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ wξ(z)

z−ξ ãîëîìîðôíà è íå îáðàùàåòñÿ
â 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ln

wξ(z)

z−ξ ãîëîìîðôíà è ôóíêöèÿ
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g(z, ξ) = G(z, ξ) − 1
2π

ln |z − ξ| = 1
2π

ln |W (z,ξ)
z−ξ | = 1

2π
ln |wξ(z)

z−ξ | = 1
2π
Re ln

wξ(z)

z−ξ ãàðìîíè÷íà
ïî z ïðè ëþáîì ξ ∈ D. Åå ñèììåòðèÿ è íåïðåðûâíîñòü ïî ïàðå ïåðåìåííûõ (z, ξ)

ñëåäóþò èç |W (z, ξ)| = |w(z)−w(ξ)|
|1−w(z)w(ξ)| . Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå î ñîîòâåòñòâèè

ãðàíèö ôóíêöèÿ wξ(z) íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè D è |wξ(∂D)| = 1, îòêóäà
G(∂D, ξ) = 0 �

Äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
Ãðèíà â ïðîñòûõ îáëàñòÿõ. Â ÷àñòíîñòè:

Äëÿ åäèíè÷íîãî äèñêà Λ îòîáðàæåíèå wξ(z) = (z−ξ)
1−zξ̄ ïîðîæäàåò ôóíêöèþ Ãðèíà

GΛ(z, ξ) = 1
2π

ln |z−ξ|
|1−zξ̄| .

Äëÿ ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè H = {z ∈ C|Rez > 0} îòîáðàæåíèå wξ(z) = z−ξ
z+ξ

ïîðîæäàåò ôóíêöèþ Ãðèíà GΛ(z, ξ) = 1
2π

ln | z−ξ
z+ξ
|.

2.3. Çàäà÷à Äèðèõëå.
Îïðåäåëåíèå 2.3. Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îáëàñòè D ñîñòîèò â îòûñêàíèè ôóíêöèè
u, ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D è íåïðåðûâíîé íà çàìûêàíèè D̄ ïî åå (îãðàíè÷åííîìó,
íåïðåðûâíîìó) çíà÷åíèþ u|∂D = ϕ íà ãðàíè÷íîì êîíòóðå.
Çàäà÷à 2.6. Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â ñëåäóþùåì ñìûñëå.
Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü G(z, ξ) = GD(z, ξ) � ôóíêöèÿ Ãðèíà â îáëàñòè D. Òîãäà
ôóíêöèÿ

u(z) =

∮

ξ∈∂D
ϕ(ξ)

∂

∂n
G(z, ξ)ds

ðåøàåò çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ D.
Proof. Ãàðìîíè÷íîñòü ôóíêöèè u(z) =

∮
ξ∈∂D ϕ(ξ) ∂

∂n
G(z, ξ)ds ñëåäóåò èç

ãàðìîíè÷íîñòè G(z, ξ) ïî z ïðè ëþáîì ξ ∈ D. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ u(z) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

u(z) =

∮

ξ∈∂D
u(ξ)

∂

∂n
G(z, ξ)ds.

Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì,

G(z, ξ) =
ln r

2π
+ g(z, ξ),

ãäå r = |z − ξ|. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 è çàäà÷å 2.4

2πu(z) =

∮

ξ∈∂D
{u(ξ)

∂ ln r

∂n
− ∂u

∂n
(ξ) ln r}ds

è ∮

ξ∈∂D
{u(ξ)

∂g

∂n
(z, ξ)− g(z, ξ)

∂u

∂n
(ξ)}ds = 0,

ïðè z ∈ D. Ñëåäîâàòåëüíî,
∮

ξ∈∂D
{u(ξ)

∂G

∂n
(z, ξ)−G(z, ξ)

∂u

∂n
(ξ)}ds =

∮

ξ∈∂D
{u(ξ)

∂( ln r
2π

+ g(z, ξ))

∂n
−(

ln r

2π
+g(z, ξ))

∂u

∂n
(ξ)}ds = u(z).

8



Êðîìå òîãî, G(z, ξ) = 0 ïðè ξ ∈ ∂D. �

Íàéäåííûå ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ïðîñòûõ îáëàñòåé ïîçâîëÿþò ðåøàòü äëÿ
íèõ çàäà÷ó Äèðèõëå. Ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ äèñêà Λ ðàâíà, êàê ìû çíàåì,
GΛ(z, ξ) = 1

2π
ln |z−ξ|
|1−zξ̄| . Ïîëîæèì z = reiϕ, ξ = ρeiθ. Òîãäà ∂

∂n
G(reiϕ, ρeiθ) =

1

2π
Re

∂

∂ρ
ln

reiϕ − ρeiθ
1− rρei(ϕ−θ) |ρ=1 =

1

2π
Re{ eiθ

eiθ − reiϕ+
rei(θ−ϕ)

1− rei(θ−ϕ)
} =

1

2π

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − ϕ)
.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ äèñêà ðåøàåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà äëÿ äèñêà
|z| < 1:

u(reiϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − ϕ)
u(eiθ)dθ.

Çàäà÷à 2.7. Äîêàçàòü ôîðìóëó Ïóàññîíà äëÿ ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Rez > 0:

u(x+ iy) =
x

π

∫ ∞
−∞

u(iη)dη

(y − η)2 + x2
.

Çàäà÷à 2.8. Íàéòè ôîðìóëû Øâàðöà äëÿ äèñêà

F (z) =
1

2π

2π∫

0

Reiθ + z

Reiθ − zReF (Reiθ)dθ + iC (|z| < R)

è âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,

F (z) =
x

π

∫ ∞
−∞

ReF (iη)

(iη − z)
dη + iC,

âîññòàíàâëèâàþùèå ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ ïî çíà÷åíèþ åå âåùåñòâåííîé ÷àñòè íà
ãðàíèöå.

2.4. Ïðîñòðàíñòâî îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ
íåîáõîäèìû äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (àýðî è ãèäðî
ìåõàíèêà, íåôòåäîáû÷à è äð.). Ïîýòîìó õîòåëîñü áû äîïîëíèòü òåîðåìó Ðèìàíà î
ñóùåñòâîâàíèè êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D â åäèíè÷íûé êðóã
Λ ÿâíûì ïîñòðîåíèåì òàêîãî îòîáðàæåíèÿ. Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ýòî óäàâàëîñü
ñäåëàòü ëèøü äëÿ ïðîñòåéøèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Ïðîãðåññ â ýòîé ïðîáëåìå ïðèøåë ñ ñîâåðøåííî íåîæèäàííîé ñòîðîíû è îêàçàëñÿ
ñâÿçàííûì ñ òåîðèåé èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, êîòîðàÿ ðàçðàáàòûâàëàñü äëÿ ðåøåíèÿ
íîâûõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (äâèæåíèå ïëàçìû, òåîðèÿ ãðàâèòàöèè è
äð.). Ýòîò íîâûé ïîäõîä áûë ðàçðàáîòàí îêîëî 10 ëåò íàçàä. Áîëüøèíñòâî
ó÷àñòíèêîâ ýòîãî îòêðûòèÿ ðàáîòàþò ñåé÷àñ íà íàøåì ôàêóëüòåòå (À.Â. Çàáðîäèí,
È.Ì. Êðè÷åâåð, À.Â. Ìàðøàêîâ, Ò.Òàêåáå, Ñ.Ì. Íàòàíçîí).

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî H âñåõ ñîäåðæàùèõ ∞ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé ñ
àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé íà ñôåðå Ðèìàíà, çàìûêàíèå êîòîðûõ íå ñîäåðæèò 0.

Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò â ýòîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ãàðìîíè÷åñêèå ìîìåíòû Ðè÷àðäñîíà, ïðåäëîæåííûå â ñåðåäèíå 20
âåêà äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè ïîòåíöèàëà.
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t0 =
1

π

∫∫

C\Q

d2z, tk = − 1

πk

∫∫

Q

z−kd2z (k = 1, 2, ...), d2z = dxdy.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà
ïðîñòðàíñòâå H. Ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå H, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü,
íå ãîëîìîðôíû ïî {tk}. Ïîýòîìó (êàê ìû è ðàíüøå ïîñòóïàëè â òàêèõ ñëó÷àÿõ)
íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä ïî ïåðåìåííûì
{tk} è {t̄k}. ×åðåç Qt ∈ H áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ îáëàñòü, îòâå÷àþùàÿ êîîðäèíàòàì
t = {t0, t1, t̄1, t2, t̄2, ...}.

Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðèçîâàííîå z è z̄ ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà H

D(z) =
∑

k≥1

z−k

k

∂

∂tk
, D̄(z̄) =

∑

k≥1

z̄−k

k

∂

∂t̄k
, ∇(z) =

∂

∂t0
+D(z) + D̄(z̄).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hz ⊂ H ìíîæåñòâî îáëàñòåé, ñîäåðæàùèõ òî÷êó z ∈ C.
Ðàññìîòðèì îáëàñòü Q ∈ Hz, òî÷êè êîðîé áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ξ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
GQ(z, ξ) åå ôóíêöèþ Ãðèíà. Ñîïîñòàâèì îáëàñòè Q îáëàñòü Qε, ïîëó÷àþùóþñÿ
èç îáëàñòè Q ñäâèãîì ãðàíèöû íà âåëè÷èíó −επ ∂

∂n
GQ(z, ξ) â íàïðàâëåíèè âíåøíåé

íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè Q.
Âåêòîðíûå ïîëÿ íà Hz � ýòî ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà ìíîæåñòâå çàäàííûõ íà

Hz ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δz âåêòîðíîå ïîëå íà Hz, êîòîðîå ïåðåâîäèò ôóíêöèþ
X : Hz → C â ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ íà îáëàñòè Q çíà÷åíèå lim

ε→0

1
ε
(X(Qε)−X(Q)).

Çàäà÷à 2.9. Äîêàçàòü, ÷òî δz(t0) = 1.
Ëåììà 2.1. Âåêòîðíûå ïîëÿ δz è ∇(z) ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà Hz. Êðîìå òîãî, åñëè f � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè
ìíîæåñòâà Q è X(Q) =

∫∫
Q

f(ξ)d2ξ, òî δzX = −πf(z).

Proof. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë X(Q) =
∫∫
Q

f(ξ)d2ξ, ãäå f � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Òîãäà

δzX = lim
ε→0

1

ε

∫∫

(Qε\Q)

(−π)
∂

∂n
GQ(z, ξ)f(ξ)d2ξ = −π

∮

ξ∈∂Q

f(ξ)
∂

∂n
GQ(z, ξ)ds = −πf(z).

Ïðèìåíÿÿ ýòî íàáëþäåíèå ê êîîðäèíàòàì

tk = − 1

πk

( ∫∫

Q

Re(z−k)d2z + i

∫∫

Q

Im(z−k)d2z
)
,

íàõîäèì ÷òî
δz(tk) =

1

k

(
Re(z−k) + iIm(z−k)

)
=
z−k

k
.

Àíàëîãè÷íî δz(t̄k) = z̄−k
k
, îòêóäà

δz(X) =
∂X

∂t0
δzt0 +

∑ ∂X

∂tk
δztk +

∑ ∂X

∂t̄k
δz t̄k = (

∂

∂t0
+
∑

k≥1

z−1

k

∂

∂tk
+
∑

k≥1

(z̄)
z̄−1

k

∂

∂t̄k
)X.

�
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Ëåììà 2.2. Ïóñòü ôóíêöèîíàë X(Q) =
∫∫
C\Q

f(v)d2v ïîðîæäåí íåïðåðûâíîé ôóíêöèé

f , îïðåäåëåííîé â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà C \ Q è z ∈ Q. Òîãäà ∇(z)X = πfh(z),
ãäå fh(z) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Q ôóíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ f íà ∂Q.
Proof. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ëåììû 2.1 íàõîäèì
∇(z)X = δzX = lim

ε→0

1
ε2

∫∫
(Qε\Q)

f(v)(−επ) ∂
∂n
GQ(z, v)d2v =

−π ∮
v∈∂(C\Q)

f(v) ∂
∂n
GQ(z, v)ds = π

∮
v∈∂Q

f(ξ) ∂
∂n
GQ(z, v)ds = π

∮
ξ∈∂Q

fh(v) ∂
∂n
GQ(z, v)ds.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.4 îòñþäà ñëåäóåò ∇(z)X = πfh(z). �
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 2.2 ñ ó÷åòîì

ñîîòíîøåíèÿ lim
∆→∅

((
∫∫

Ω∪4
− ∫∫

Ω

)(
∫∫

Ω∪4
− ∫∫

Ω

))f(u, v)d2ud2v = (
∫∫
Ω

∫∫
∆

+
∫∫
4

∫∫
Ω

)f(u, v)d2u.

Çàäà÷à 2.10. Ïóñòü ôóíêöèîíàë X(Q) =
∫∫
C\Q

∫∫
C\Q

f(u, v)d2ud2v ïîðîæäåí

íåïðåðûâíîé ôóíêöèé f , îïðåäåëåííîé â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà (C\Q)×(C\Q) è
z ∈ Q. Òîãäà ∇(z)X = 2πΦ(z), ãäå Φ(z) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Q ôóíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ
ñ
∫∫
C\Q

f(z, u)d2u íà ∂Q.

Ðàññìîòðè ôóíêöèîíàë F (Q) = − 1
π2

∫∫
C\Q

∫∫
C\Q

ln |u−1 − v−1|d2ud2v.

Òåîðåìà 2.5. Ôóíêöèÿ Ãðèíà GQ(z, ξ) îáëàñòè Q âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèîíàë F
ïî ôîðìóëå

GQ(z, ξ) =
1

2π
ln |z−1 − ξ−1|+ 1

4π
∇(z)∇(ξ)F.

Proof. Ñîãëàñíî çàäà÷å 2.10, ∇(z)F = 2πΦ(z), ãäå Φ(z) � ãàðìîíè÷åñêàÿ íà Q
ôóíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ − 1

π2

∫∫
C\Q

ln |u−1 − z−1|d2u íà ∂Q. Ñîãëàñíî ëåììå 2.2,

∇(ξ)Φ(z) = πl(z, ξ), ïðè÷åì ôóíêöèÿ l(z, ξ) ãàðìîíè÷íà íà Q ïî ξ ïðè êàæäîì
z è ñîâïàäàåò ñ − 1

π2 ln |ξ−1 − z−1| íà ∂Q. Òàêèì îáðàçîì ∇(z)∇(ξ)F = 2π2l �
ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ −2 ln |ξ−1−z−1| ïðè ξ ∈ ∂Q. Ñëåäîâàòåëüíî
ôóíêöèÿ 1

2π
ln |z−1− ξ−1|+ 1

4π
∇(z)∇(ξ) óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì ôóíêöèè Ãðèíà

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ íåé. �

2.5. Ýôôåêòèâèçàöèÿ òåîðåìû Ðèìàíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç w(z, t)
áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè Qt íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà
{z ∈ C||z| > 1} íîðìèðîâàííîå óñëîâèÿìè wt(∞) = ∞ è Im∂zwt(∞) = 0,
Re∂zwt(∞) > 0.

Îòîáðàæåíèå èìååò âèä w(z, t) = p(t)z+
∞∑
j=0

pj(t)z
−j, ãäå â âèäó íîðìèðîâêè p(t) ∈ R

è p′(0) > 0. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàéäåì ôóíêöèè p(t), p0(t), p1(t), ... .

Çàäà÷à 2.11. Äîêàæèòå, ÷òî w(z, t) = z√
(t0)

ïðè t = (t0, 0, 0, . . . ).
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Íàì ïîíàäîáèòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: äâóìåðíàÿ
áåçäèñïåðñèîííàÿ öåïî÷êà Òîäû. Îíà áûëà ïîñòðîåíà â êîíöå 90 ãîäîâ äëÿ íóæä
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Äëÿ íàøèõ öåëåé áóäåò óäîáíî åå îïèñàíèå â âèäå ñèñòåìû
ñîîòíîøåíèé íà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F (t). Îñîáóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàåò
ïðîèçâîäíàÿ ∂0 = ∂

∂t0
.

(z − ξ)eD(z)D(ξ)F = ze−∂0D(z)F − ξe−∂0D(ξ)F ,

(z̄ − ξ̄)eD̄(z̄)D̄(ξ̄)F = z̄e−∂0D̄(z̄)F − ξ̄e−∂0D̄(ξ̄)F ,

1− e−D(z)D̄(ξ̄)F =
1

zξ̄
e∂0(∂0+D(z)+D̄(ξ̄))F .

Åå ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè F (t) îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ
t = (t0, t1, t̄1, t2, t̄2, . . . ), óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì äëÿ
ëþáûõ ïàð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (z, ξ).

Òåîðåìà 2.6. Ôóíêöèÿ F (t) óäîâëåòâîðÿåò äâóìåðíîé áåçäèñïåðñèîííîé öåïî÷êå
Òîäû. Êðîìå òîãî,

w(z, t) = z exp((−1

2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t)).

Proof. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 2.3 è 2.5, íàõîäèì, ÷òî

ln

∣∣∣∣
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

∣∣∣∣ = 2πGQ(z, ξ) = ln

∣∣∣∣
1

z
− 1

ξ

∣∣∣∣+
1

2
∇(z)∇(ξ)F.

Óìíîæàÿ íà 2, ïîëó÷àåì

h = ln

∣∣∣∣
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

∣∣∣∣
2

− ln

∣∣∣∣
1

z
− 1

ξ

∣∣∣∣
2

−∇(z)∇(ξ)F = 0.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ξ →∞, íàõîäèì − ln |w(z)|2 + ln |z|2 = ∂0∇(z)F . Îòêóäà

ln(p) = lim
z→∞

ln

∣∣∣∣
w(z)

z

∣∣∣∣ = −1

2
∂2

0F.

Ðàñêëàäûâàÿ h â ñóììó h1+h2 ãîëîìîðôíîé, àíòèãîëîìîðôíîé è ïîñòîÿííîé ÷àñòè
ïî z, íàõîäèì, ÷òî ôóíêöèè

h1 = ln

(
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

)
− ln

(
1

z
− 1

ξ

)
−D(z)∇(ξ)F

è
h2 = ln

(
w̄(z)− w̄(ξ)

1− w̄(z)w(ξ)

)
− ln

(
1

z̄
− 1

ξ̄

)
− D̄(z̄)∇(ξ)F

íå çàâèñÿò îò z.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó z →∞, íàõîäèì, ÷òî

h1 = ln

(
− 1

w̄(ξ)

)
− ln

(
−1

ξ

)
, h2 = ln

(
− 1

w(ξ)

)
− ln

(
−1

ξ̄

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ äâà âûðàæåíèÿ äëÿ h1, íàõîäèì, ÷òî

D(z)∇(ξ)F =

(
ln

(
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

)
− ln

(
1

z
− 1

ξ

))
−
(

ln

(
− 1

w̄(ξ)

)
− ln

(
−1

ξ

))
=
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ln

(
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)
× −zw̄(ξ)

z − ξ
)

= ln

(
w(z)− w(ξ)

z − ξ
)

+ ln

(
z

w(z)

1
−w(z)w̄(ξ)

+ 1

)
.

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ξ →∞ äàåò

D(z)∂0F = ln(p) + ln

(
z

w(z)

)
.

Ñîïîñòàâëÿÿ ñ ln(p) = −1
2
∂2

0F , íàõîäèì ln
(
w(z)
z

)
= −1

2
∂2

0F − D(z)∂0F , ÷òî
ýêâèâàëåíòíî

w(z, t) = zexp((−1

2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t)).

Ãîëîìîðôíàÿ ïî ξ ÷àñòü ðàâåíñòâà D(z)∇(ξ)F = ln
(
w(z)−w(ξ)

z−ξ

)
+ ln

(
z

w(z)
1

−w(z)w̄(ξ)
+1

)

äàåò

−D(z)∂0F = D(z)D(ξ)F − ln

(
w(z)− w(ξ)

z − ξ
)
− ln

(
z

w(z)

)
= D(z)D(ξ)F+

ln(z − ξ) + ln

(
w(z)

w(z)− w(ξ)

)
− ln z

, òî åñòü

ze−∂0D(z)F = (z − ξ)eD(z)D(ξ)F w(z)

w(z)− w(ξ)
.

Ìåíÿÿ ìåñòàìè z è ξ, íàõîäèì

ξe−∂0D(ξ)F = (ξ − z)eD(z)D(ξ)F w(ξ)

w(ξ)− w(z)
= (z − ξ)eD(z)D(ξ)F w(ξ)

w(z)− w(ξ)
.

Òàêèì îáðàçîì,
ze−∂0D(z)F − ξe−∂0D(ξ)F = (z − ξ)eD(z)D(ξ)F .

Çàìåíÿÿ (z, ξ) íà (z̄, ξ̄), íàõîäèì ðàâåíñòâî

z̄e−∂0D̄(z̄)F − ξ̄e−∂0D̄(ξ̄)F = (z̄ − ξ̄)eD̄(z̄)D̄(ξ̄)F .

Ãîëîìîðôíàÿ îòíîñèòåëüíî ξ̄ ÷àñòü ðàâåíñòâàD(z)∇(ξ)F = ln
(
w(z)−w(ξ)

z−ξ

)
+ln

(
z

w(z)
1

−w(z)w̄(ξ)
+1

)

äàåò

D(z)D̄(ξ̄)F = − ln

(
1− 1

w(z)w̄(ξ)

)
,

îòêóäà

e−D(z)D̄(ξ̄)F = 1− 1

w(z)w̄(ξ)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà w(z, t) = z exp((−1
2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t)), íàõîäèì

1− e−D(z)D̄(ξ̄)F =
1

zξ̄
e∂0(∂0+D(z)+D̄(ξ̄))F .

�
13



Çàäà÷à 2.12. * Äîêàçàòü, ÷òî
∇(z)F = v0 + 2Revk

k
z−1,

ãäå
v0 = ∂0F =

2

π

∫∫

C\Qt
ln |z|d2z, vk =

∂

∂tk
F =

1

π

∫∫

C\Qt
zkd2z

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.6 ñâîäèò ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ êîíôîðìíîãî
îòîáðàæåíèÿ w(z, t) : Qt → C \ Λ ê ïðîáëåìå ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè F
êàê àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïåðåìåííûõ t = (t0, t1, t̄1, t2, t̄2, . . . ). Ôóíêöèÿ F (t)
ïðåäñòàâëÿåò è áîëüøîé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Îíà íåçàâèñèìî âîçíèêàåò â
ñîâðåìåííûõ ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ìàòðè÷íûå ìîäåëè, òîïîëîãè÷åñêàÿ
ãðàâèòàöèÿ è äð.), ãäå òàêæå òðåáóåòñÿ åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà Òåéëîðà.
Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ F íå ïîçâîëÿåò, ê ñîæàëåíèþ, íàéòè ýòî ðàçëîæåíèå.

Ïîëîæåíèå ñïàñàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.6 î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ F
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äâóìåðíîé áåçäèñïåðñèîííîé öåïî÷êè Òîäû. ×òîáû èñêàòü
ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íàäî ñíà÷àëà èñêëþ÷èòü èç íåå ÷èñëà z, z̄, ξ, ξ̄. Äëÿ ýòîãî
íàäî ðàçëîæèòü ôóíêöèè, ó÷àñòâóþùèå â óðàâíåíèÿõ â ðÿäû Ëîðàíà, ïî z, z̄, ξ, ξ̄. Â
êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ðÿäîâ âûñòóïàþò ïîëèíîìû îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè F . Ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ìîíîìàõ äëÿ ïðàâûõ è ëåâûõ
÷àñòåé óðàâíåíèé äàåò ñ÷åòíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
F , òàêîå ÷òî exp((−1

2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t)) =
√
t0 ïðè t = (t0, 0, 0, . . . ). Áîëåå òîãî, ýòè

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè íóæíîå íàì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè
F â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà

F (t) =
1

2
t20 ln t0−3

4
t20+
∑

Ni

(
i1, . . . , ik |̄i1, . . . , īk̄
n1, . . . , nk|n̄1, . . . , n̄k̄

)
t
i−(n1+···+nk+n̄1+···+n̄k̄)+2
0 tn1

i1
. . . tnkik t̄

n̄1

ī1
. . . t̄

n̄k̄
īk̄
,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî k, k̄, nr, n̄r > 1, 0 < i1 < · · · < ik, 0 < ī1 < · · · < īk̄,
i − (n1 + · · · + nk + n̄1 + · · · + n̄k̄) + 2 > 0. Áîëåå òîãî, äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
Ni

(
i1, . . . , ik |̄i1, . . . , īk̄
n1, . . . , nk|n̄1, . . . , n̄k̄

)
óäàåòñÿ íàéòè ýôôåêòèâíûå ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû

(ñì. "Annals of Global Analysis and Geometry" �28 (2005) pp.233-255)
Äëÿ òåõ t, äëÿ êîòîðûõ ýòîò ôîðìàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, òåîðåìà 2.6 ïîçâîëÿåò

ÿâíî íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Q ñ ãàðìîíè÷åñêèìè
ìîìåíòàìè Äæåôåðñîíà t â ñòàíäàðòíóþ îáëàñòü C \ Λ.

3. Òåîðåìà îá óíèôîðìèçàöèè
Çäåñü ïðåäñòàâëåí ìàòåðèàë ëåêöèé, ïîñâÿùåííûõ äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåé

êëàññè÷åñêîé òåîðåìû îá óíèôîðìèçàöèè.
Òåîðåìà 3.1. (À.Ïóàíêàðå, Ï.Ê¼áå, 1908 ã.) Âñÿêàÿ îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü êîíôîðìíî-ýêâèâàëåíòíà ëèáî åäèíè÷íîìó äèñêó D1 = {|z| < 1}, ëèáî
êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C, ëèáî ñôåðå Ðèìàíà C.
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Â ëåêöèÿõ ìû äîêàæåì ãëàâíóþ ÷àñòü òåîðåìû îá óíèôîðìèçàöèè îòíîñÿùóþñÿ
ê íåêîìïàêòíîìó ñëó÷àþ è ñîñòîÿùóþ â ñëåäóþùåì.
Òåîðåìà 3.2. Âñÿêàÿ íåêîìïàêòíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü
êîíôîðìíî-ýêâèâàëåíòíà ëèáî åäèíè÷íîìó äèñêó, ëèáî êîìïëåêñíîé ïðÿìîé
C.
Óïðàæíåíèå 3.1. Âûâåñòè îáùóþ Òåîðåìó 3.1 îá óíèôîðìèçàöèè èç Òåîðåìû 3.2,
çíàÿ, ÷òî âñÿêàÿ êîìïàêòíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ñôåðå.
3.1. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2:
ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà.

Îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ýëåìåíòàðíîì ïðåäëîæåíèè.
Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü S � íåêîìïàêòíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü.
Ïóñòü q ∈ S, è ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ G(p, q), ãàðìîíè÷åñêàÿ ïî p ∈ S \ q,
òàêàÿ ÷òî G(p, q) → 0 ïðè p → ∂S è â ëîêàëüíîé êàðòå â îêðåñòíîñòè òî÷êè q
èìåþùàÿ âèä
(1) G(p, q) = − ln |p− q|+ u(p),

ãäå u(p) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè q. Òîãäà ïîâåðõíîñòü S
êîíôîðìíî-ýêâèâàëåíòíà åäèíè÷íîìó äèñêó.
Proof. Íàïîìíèì, ÷òî âñÿêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ
âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè, è ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî
ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû. Òåì ñàìûì, â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè
ïðîêîëîòîé ïîâåðõíîñòè S \ q ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ φq(p), òàêàÿ
÷òî G(p, q) = Reφq(p). Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ëîêàëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ
φq. Îíà àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ âäîëü ëþáîãî ïóòè â S \ q, è ðåçóëüòàò
ïðîäîëæåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà ãîìîòîïèè ïóòè ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè.
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïðîêîëîòîé ïîâåðõíîñòè S \ q ïîðîæäåíà îáõîäîì âîêðóã
ïðîêîëà q è èçîìîðôíà Z. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè p èìååì φq(p) = − ln(p − q) + h(p),
h(p) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè q, â ñèëó ôîðìóëû (1).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîäîëæåíèè ôóíêöèè φq âäîëü çàìêíóòîãî ïóòè, îáõîäÿùåãî
òî÷êó q, ïðîäîëæåííàÿ âåòâü îòëè÷àåòñÿ îò íà÷àëüíîé ïðèáàâëåíèåì ±2πi, êàê è
äëÿ ôóíêöèè − ln z. Âçÿòèå ýêñïîíåíòû óáèâàåò ïîñëåäíþþ äîáàâêó. Òåì ñàìûì,
ôóíêöèÿ

Fq(p) = e−φq(p)

ãîëîìîðôíà íà âñåé ïîâåðõíîñòè S. Èìååì
|Fq(p)| = e−G(p,q).

Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ Fq(p) èìååò åäèíñòâåííûé è ïðîñòîé íóëü â òî÷êå q, è
åå ìîäóëü ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè p → ∂S. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Fq(p) çàäàåò
(ðàçâåòâëåííîå) íàêðûòèå S → D1. Åãî ñòåïåíü ðàâíà 1, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè
è ïðîñòîòû íóëÿ. Èòàê, Fq : S → D1 � êîíôîðìíûé èçîìîðôèçì. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2 ìû ïîñòðîèì ôóíêöèþ G(p, q), òàêóþ êàê â
ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè, òîëüêî óäîâëåòâîðÿþùóþ áîëåå ñëàáîìó ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ (òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ Ãðèíà). Îíà ñòðîèòñÿ êàê âåðõíÿÿ
ãðàíü ïîäõîäÿùåãî ñåìåéñòâà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñîîòâåòñòâóþùèé
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ïîäãîòîâèòåëüíûé ìàòåðèàë î ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ áóäåò íàïîìíåí ïîçäíåå.
Ìû ïîêàæåì (Ëåììà 3.1), ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Ãðèíà ñóùåñòâóåò, òî ïîâåðõíîñòü S
êîíôîðìíî-ýêâèâàëåíòíà îáëàñòè â D1, è ñëåäîâàòåëüíî, äèñêó, ïî òåîðåìå Ðèìàíà
î êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè. Ãëàâíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà � ýòî òåîðåìà 3.4,
óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà âñåãäà ñóùåñòâóåò íà êîìïàêòíîé îáëàñòè
â ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ïîâåðõíîñòü S èñ÷åðïûâàåòñÿ
êîìïàêòíûìè îáëàñòÿìè Ωj ⊂ S ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè. Íà êàæäîé èç ïîñëåäíèõ
ñóùåñòâóåò îäíîëèñòíàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ fj : Ωj → C, â ñèëó Ëåììû 3.1.
Äàëåå ïîñëå ïîäõîäÿùåãî âûáîðà íîðìèðîâêè ïîñëåäíèõ ôóíêöèé äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî èõ íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê îäíîëèñòíîé ôóíêöèè S → C.
Ýòî âûâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèåì î íîðìàëüíûõ ñåìåéñòâàõ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü S � ñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, q ∈ S. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Pq ñåìåéñòâî ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé u(p) íà S \ q ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì â S, êîòîðûå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè q èìåþò
âèä
(2) u(p) = − ln |p− q|+ v(p),

ãäå v(p) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè q. Äëÿ ëþáîãî p ∈ S \ q
ïîëîæèì
(3) G(p, q) = sup

u∈Pq
u(p).

Ïðèìåð 3.1. Ôóíêöèÿ u = 0 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Pq: ðàâåíñòâî (2)
âûïîëíåíî ñ v(p) = ln |p− q|. Òåì ñàìûì, G(p, q) ≥ 0.
Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáîãî q ∈ S ôóíêöèÿ G(p, q) ëèáî òîæäåñòâåííî ðàâíà +∞,
ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé íà S \ q, èìåþùåé âèä (1) â îêðåñòíîñòè
òî÷êè q.
Îïðåäåëåíèå 3.2. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ G(p, q) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
Ãðèíà, è ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà ñóùåñòâóåò.
Ëåììà 3.1. Åñëè íà îäíîñâÿçíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè S ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
Ãðèíà äëÿ ëþáîãî q ∈ S, òî S êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà îáëàñòè â åäèíè÷íîì äèñêå.
Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü S � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, à Ω b S � êîìïàêòíàÿ îáëàñòü
ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, Íà îáëàñòè Ω ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ãðèíà G(p, q) äëÿ ëþáîãî
q ∈ Ω.

Âñå âûøåñôîðìóëèðîâàííûå òåîðåìû è ëåììà áóäóò äîêàçàíû ïîçäíåå.
Proof. Òåîðåìû 3.2 ïî ìîäóëþ Ëåììû 3.1 è Òåîðåì 3.3, 3.4. Ðàññìîòðèì
èñ÷åðïàíèå íåêîìïàêòíîé îäíîñâÿçíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè S îäíîñâÿçíûìè
êîìïàêòíûìè îáëàñòÿìè Ωj ñ ãëàäêèìè ãðàíèöàìè:

Ω1 b Ω2 b · · · = S.

Ôèêñèðóåì òî÷êó O ∈ Ω1 è ëîêàëüíóþ êàðòó â åå îêðåñòíîñòè. Ñóùåñòâóþò
îäíîëèñòíûå ôóíêöèè φj : Ωj → C, êîíôîðìíî îòîáðàæàþùèå îáëàñòè Ωj íà
îäíîñâÿçíûå îáëàñòè â D1 (Òåîðåìà 3.4 è Ëåììà 3.1). Íîðìèðóåì ôóíêöèè φj òàê,
÷òîáû

φj(O) = 0; φ′j(O) = 1.
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Ôóíêöèè φj ãîëîìîðôíû íà âîçðàñòàþùèõ îáëàñòÿõ, èñ÷åðïûâàþùèõ ïîâåðõíîñòü
S. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ðàâíîìåðíî
íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî j è âñåõ
k > j ðàññìîòðèì êîìïîçèöèè

ψk = φk ◦ φ−1
j : φj(Ωj)→ C.

Îáëàñòü Ωj êîíôîðìíî-ýêâèâàëåíòíà åäèíè÷íîìó äèñêó (òåîðåìà Ðèìàíà).
Ïðèìåíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíôîðìíîãî èçîìîðôèçìà, ïåðåâîäÿùåãî 0 â O,
ïðåâðàùàåò îòîáðàæåíèÿ ψk â îäíîëèñòíûå ôóíêöèè

ψk : D1 → C, ψk(0) = 0, cj < |ψ′k(0)| < dj,

ãäå cj, dj > 0 � êîíñòàíòû çàâèñÿùèå òîëüêî îò j è íå çàâèñÿùèå îò k. Ìîæíî âûáðàòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψkr , ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ,
òàê êàê ñåìåéñòâî íîðìèðîâàííûõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé íà äèñêå íîðìàëüíî: èç
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü φkr ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâàõ â Ωj. Ïðèìåíÿÿ ýòî ïîñòðîåíèå ê êàæäîé îáëàñòè Ωj è âûáèðàÿ
äèàãîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé φsr ,
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â S. Åå ïðåäåë åñòü
îäíîëèñòíîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå Φ : S → C, ïî ïîñòðîåíèþ. Òåì ñàìûì,
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü S êîíôîðìíî-ýêâèâàëåíòíà îáëàñòè Φ(S) ⊂ C. Ýòî âìåñòå ñ
òåîðåìîé Ðèìàíà î êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè äîêàçûâàåò òåîðåìó 3.2. �
3.2. Ïîäãîòîâèòåëüíûé ìàòåðèàë: ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. ×òîáû
ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà, íàïîìíèì âíà÷àëå îïðåäåëåíèå
ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü V � îáëàñòü â C. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
u : V → R ∪ {−∞} íàçûâàåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáûõ z ∈ V è
çàìêíóòîãî äèñêà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì z, ñîäåðæàùåãîñÿ â V , çíà÷åíèå ôóíêöèè â
öåíòðå íå áîëüøå åå ñðåäíåãî ïî åãî ãðàíèöå:

(4) u(z) ≤ 1

2πr

∮

{|z−ζ|=r}
u(ζ)ds; ds � ýëåìåíò äëèíû îêðóæíîñòè.

Ïðèìåð 3.2. Âñÿêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé. Ôóíêöèÿ
ln |z| ãàðìîíè÷íà íà ïðîêîëîòîé êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C∗ è ñóáãàðìîíè÷íà íà âñåé
êîìïëåêñíîé ïðÿìîé, âêëþ÷àÿ íóëü.
Çàìå÷àíèå 3.1. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u(z) ãàðìîíè÷íà, åñëè è òîëüêî åñëè
ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî (òåîðåìà î ñðåäíåì). Ôóíêöèÿ
êëàññà C2 ñóáãàðìîíè÷íà, åñëè è òîëüêî åñëè åå ëàïëàñèàí íå îòðèöàòåëåí.
Òåîðåìà 3.5. (Ïðèíöèï Ìàêñèìóìà). Âñÿêàÿ íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ,
ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè è íåïðåðûâíàÿ â åå çàìûêàíèè, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà
íà ãðàíèöå è íå ìîæåò äîñòèãàòü ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà âíóòðè îáëàñòè.

Òåîðåìà ñðàçó ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (4).
Ñëåäñòâèå 3.1. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u : V → R ∪ {−∞} íà îáëàñòè V ⊂ C
ñóáãàðìîíè÷íà, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîé îáëàñòè W b V ñ êîìïàêòíûì
çàìûêàíèåì âûïîëíåíî ñëåäóþùåå. Ïóñòü v � ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå: ôóíêöèÿ,
ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòèW è íåïðåðûâíàÿ íà åå çàìûêàíèè, òàêàÿ ÷òî v|∂W ≡ u∂W .
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî z ∈ W âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî u(z) ≤ v(z). (Ýòî è îáúÿñíÿåò
òåðìèí "ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ".)

Proof. Ïóñòü u � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ. Ïóñòü W è v � òàêèå, êàê âûøå. Ôóíêöèÿ u− v
ñóáãàðìîíè÷íà â îáëàñòè W è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà åå ãðàíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà
íå ïîëîæèòåëüíà â W (Ïðèíöèï Ìàêñèìóìà), ò.å. u ≤ v â W . Îáðàòíî, ïóñòü äëÿ
ëþáîé îáëàñòè W ôóíêöèÿ u íå ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ v çàäà÷è
Äèðèõëå. Ïðèìåíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå ê ïðîèçâîëüíîìó äèñêó ñ öåíòðîì â ëþáîé
òî÷êå z, ïîëó÷àåì u(z) ≤ v(z). Ïðàâàÿ ÷àñòü v(z) ðàâíà ñðåäíåìó ôóíêöèè u ïî
ãðàíèöå äèñêà, òàê êàê ôóíêöèÿ v ãàðìîíè÷íà è ñîâïàäàåò ñ u íà ãðàíèöå (òåîðåìà
î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé). À ýòî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
(4), è òåì ñàìûì, ôóíêöèÿ u ñóáãàðìîíè÷íà. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïîíÿòèå ñóáãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ãîëîìîðôíûõ çàìåí êîîðäèíàò (êàê è ïîíÿòèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè). Ýòî äàåò
âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè.

3.3. Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3.1. Ïðèâåäåííîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò
ðàññóæäåíèÿì èç ñòàòüè [8]. Ïóñòü íà îäíîñâÿçíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè S
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ãðèíà G(p, q) äëÿ ëþáîãî q ∈ S. Äëÿ âñÿêîãî q ∈ S ñóùåñòâóåò
ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ

Fq(p) : S → C, |Fq(p)| ≡ e−G(p,q),

êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå Ïðåäëîæåíèÿ 3.1. Èìååì |Fq(p)| ≤ 1,
òàê êàê G(p, q) ≥ 0 è â ñèëó ïðåäûäóùåé ôîðìóëû. Èòàê, Fq(S) ⊂ D1. Â îòëè÷èå
îò äîêàçàòåëüñòâà Ïðåäëîæåíèÿ 3.1, ôóíêöèÿ Ãðèíà G(p, q), a priori, íå îáÿçàíà
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè p → ∂S, è ñîîòâåòñòâóþùèé àðãóìåíò, äîêàçûâàþùèé
îäíîëèñòíîñòü ôóíêöèè Fq(p), íå ðàáîòàåò. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü
îäíîëèñòíîñòü, ñðàâíèâàÿ îòîáðàæåíèÿ Fq äëÿ ðàçëè÷íûõ q, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå
ôóíêöèè Ãðèíà, íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Pq è
Ïðèíöèï Ìàêñèìóìà äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Êëþ÷åâûì óòâåðæäåíèåì,
èñïîëüçóåìûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü S � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, q ∈ S, è ïóñòü ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ Ãðèíà G(p, q). Òîãäà äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè F : S → D1,
èìåþùåé ïðîñòîé íóëü â òî÷êå q, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(5) ln |F (p)| ≤ −G(p, q).

Proof. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Pq ôóíêöèÿ L(p) = ln |F (p)| + u(p) ñóáãàðìîíè÷íà
íà âñåé ïîâåðõíîñòè S. Ñóáãàðìîíè÷íîñòü â ïðîêîëîòîé ïîâåðõíîñòè S \ q î÷åâèäíà.
Ñóáãàðìîíè÷íîñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè q ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ëîêàëüíîé êàðòå
u(p) = − ln |p−q|+v(p), ãäå ôóíêöèÿ v � ñóáãàðìîíè÷íà, à ln |F (p)| = ln |p−q|+h(p),
ãäå ôóíêöèÿ h(p) � ãàðìîíè÷íà, òàê êàê F èìååò ïðîñòîé íóëü â òî÷êå q. Òåì
ñàìûì, ëîãàðèôìû ñîêðàùàþòñÿ, è ôóíêöèÿ L(p) = h(p) + v(p) ñóáãàðìîíè÷íà. Â
îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ∂S èìååì L ≤ 0, òàê êàê u = 0 âáëèçè ãðàíèöû è |F | < 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, L(p) = ln |F (p)|+ u(p) ≤ 0, ïî Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìà. Áåðÿ âåðõíþþ
ãðàíü ïî âñåì u ∈ Pq, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (5). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �
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Äëÿ ëþáûõ q1 6= q2 ∈ S ìû ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå ê ôóíêöèè

φ(p) =
Fq1(p)− Fq1(q2)

1− Fq1(q2)Fq1(p)
.

Èìååì |φ(p)| < 1, òàê êàê çíà÷åíèå φ(p) ïîëó÷àåòñÿ èç Fq1(p) ∈ D1 ïðèìåíåíèåì
äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ìàòðèöåé

(
1 −Fq1(q2)

−Fq1(q2) 1

)
,

òåì ñàìûì, ÿâëÿþùåãîñÿ àâòîìîðôèçìîì åäèíè÷íîãî äèñêà. Äàëåå
φ(q2) = 0, φ(q1) = −Fq1(q2).

Ñëåäîâàòåëüíî,
(6) ln |φ(p)| ≤ −G(p, q2) = ln |Fq2(p)|,
â ñèëó íåðàâåíñòâà (5) c F = φ, q = q2. Ïîäñòàâëÿÿ p = q1, ïîëó÷àåì
|Fq1(q2)| ≤ |Fq2(q1)| äëÿ ëþáûõ q1 6= q2, Çíà÷èò, |Fq1(q2)| = |Fq2(q1)| äëÿ ëþáûõ 1

q1 6= q2, ïî ñèììåòðèè. Èòàê, ôóíêöèÿ φ(p)
Fq2 (p)

ãîëîìîðôíà íà âñåé ïîâåðõíîñòè,
èìååò ìîäóëü íå áîëüøå åäèíèöû è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå 1 ïî ìîäóëþ â
òî÷êå q1. Çíà÷èò, îíà ïîñòîÿííà ïî Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìà, è φ(p) ≡ Fq2(p) ñ
òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû. Òåì ñàìûì, ôóíêöèÿ φ(p) îáðàùàåòñÿ
â íóëü òîëüêî â òî÷êå q2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Fq1(p) = Fq1(q2), åñëè è òîëüêî åñëè
p = q2, ïî îïðåäåëåíèþ. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå, ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáîì q2 ∈ S,
ýêâèâàëåíòíî èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Fq1 . Èòàê, îòîáðàæåíèå Fq1 : S → D1

ãîëîìîðôíî è èíúåêòèâíî. Ëåììà 3.1 äîêàçàíà.

3.4. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ìåòîäîì Ïåððîíà. Ìû âûâåëè Òåîðåìó îá
óíèôîðìèçàöèè èç Òåîðåì 3.3 è 3.4 î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèè Ãðèíà. Çäåñü ìû
äîêàæåì Òåîðåìû 3.3 è 3.4 ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà ìåòîäîì Ïåððîíà,
êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíü ïîäõîäÿùåãî ñåìåéñòâà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé ñóùåñòâóåò è ëèáî ðàâíà +∞, ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Åãî
óïðîùåííûé ëèíåéíûé âàðèàíò � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå âûïóêëîé ôóíêöèè íà îáëàñòè
â ëèíåéíóþ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ëèíåéíûõ ñðåçîâ åå ãðàôèêà. Ìåòîä
Ïåððîíà îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ ñâîéñòâàõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðèâåäåííûå
íèæå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþò ðàññóæäåíèÿì èç [9, 11].
Ïðåäëîæåíèå 3.3. Åñëè ôóíêöèè f è g ñóáãàðìîíè÷íû, òî h = max{f, g} � òîæå.
Proof. Íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé âëå÷åò íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì
äëÿ ìàêñèìóìà:

f(z) ≤ 1

2πr

∮

|ζ−z|=r
f(ζ) ≤ 1

2πr

∮

|ζ−z|=r
h(ζ),

àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ g(z), à ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ
h(z) = max{f(z), g(z)}. �

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü f � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè V íà
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, è ïóñòü D ⊂ V � çàìêíóòûé êîîðäèíàòíûé äèñê. Ïóñòü

1Ýòî äîêàçûâàåò ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèè Ãðèíà
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f̃ � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D, íåïðåðûâíàÿ â çàìûêàíèè D è ñîâïàäàþùàÿ ñ f íà
ãðàíèöå. Òîãäà ôóíêöèÿ

fD(z) =

{
f(z), ïðè z /∈ D,
f̃(z) ïðè z ∈ D

ñóáãàðìîíè÷íà â îáëàñòè V .
Proof. Íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì äëÿ ôóíêöèè fD âûïîëíåíî âíå çàìêíóòîãî äèñêà D
è ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì âíóòðè åãî. Íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì äëÿ z ∈ ∂D è ìàëîãî
r > 0 ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè f è èç òîãî,
f(z) = f̃(z) è f ≤ f̃ . �
Îïðåäåëåíèå 3.4. Ñåìåéñòâî P ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè S íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì Ïåððîíà, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

1) åñëè u1, u2 ∈ P, òî max{u1, u2} ∈ P;
2) åñëè u ∈ P, òî uD ∈ P äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî êîîðäèíàòíîãî äèñêà D ⊂ S.

Ïðèìåð 3.3. Ðàññìîòðèì ðàíåå ââåäåííîå ñåìåéñòâî Pq ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé
íà ïðîêîëîòîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè S\q ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â S, èìåþùèõ
ñëåäóþùèé âèä â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè q:

u(q) = − ln |p− q|+ v(p),

ãäå v � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â (íåïðîêîëîòîé) îêðåñòíîñòè òî÷êè q.
Ñåìåéñòâî Pq ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì Ïåððîíà.
Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü P � ñåìåéñòâî Ïåððîíà. Òîãäà ôóíêöèÿ

sP(x) = sup
u∈P

u(x)

ëèáî ãàðìîíè÷íà íà âñåé ïîâåðõíîñòè, ëèáî òîæäåñòâåííî ðàâíà +∞.
Proof. Òåîðåìû 3.3 ïî ìîäóëþ Òåîðåìû 3.6. Ïóñòü äëÿ äàííîé òî÷êè q ôóíêöèÿ
G(p, q) íå ðàâíà òîæäåñòâåííî +∞. Òîãäà îíà ãàðìîíè÷íà íà S \ q, ïî Òåîðåìå 3.6
è òàê êàê Pq � ñåìåéñòâî Ïåððîíà. Â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè q ñóììû
u(p) + ln |p − q|, u ∈ Pq ñóáãàðìîíè÷íû è òàêæå îáðàçóþò ñåìåéñòâî Ïåððîíà,
êàê è ôóíêöèè u. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü v(p) ãàðìîíè÷íà
â íåïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè q è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (1). Òåîðåìà 3.3
äîêàçàíà. �

Ïîëîæèì
Dr = {|z| < r} ⊂ C; Dr(z) = {|ζ − z| < r} ⊂ C.

Òåîðåìà 3.6 áóäåò íèæå âûâåäåíà èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 3.7. (Õàðíàê). Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ c = c(r) > 1, çàâèñÿùàÿ îò
0 < r < 1, c(r)→ 1 ïðè r → 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ. Ïóñòü
u � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ â åäèíè÷íîì äèñêå D1 è íåïðåðûâíàÿ
íà åãî çàìûêàíèè. Òîãäà

(7) c−1(r) ≤ sup
z1,z2∈Dr

u(z2)

u(z1)
≤ c(r).
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Proof. Çíà÷åíèå ôóíêöèè u â òî÷êå z ∈ D1 íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà: îíî
ðàâíî èíòåãðàëó ïî ∂D1 îò ïðîèçâåäåíèÿ åå îãðàíè÷åíèÿ íà ãðàíèöó u|∂D1 è ÿäðà
Ïóàññîíà, íå çàâèñÿùåãî îò u. Ïîñëåäíåå åñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ z ∈ D1

è ζ ∈ ∂D1, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ è ðàâíîìåðíî îòäåëåííàÿ îò íóëÿ ôóíêöèÿìè
îò r ïðè z ∈ Dr, ðàâíîìåðíî ïî ζ ñòðåìÿùàÿñÿ ê 1 ïðè z → 0. Îòñþäà ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
Ñëåäñòâèå 3.3. Âñÿêîå ñåìåéñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â
åäèíè÷íîì äèñêå, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå â íåêîòîðîé çàäàííîé òî÷êå äèñêà,
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì íà êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâàõ.
Proof. Åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèé îãðàíè÷åíû â íåêîòîðîé çàäàííîé òî÷êå äèñêà, òî
îíè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ, ïî òåîðåìå Õàðíàêà.
Ïóñòü c(r) � ôóíêöèÿ èç òåîðåìû Õàðíàêà, Íàïîìíèì, ÷òî c(r)→ 1 ïðè r → 0. Ýòî
âìåñòå ñ (7) è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèé â íóëå îçíà÷àåò, ÷òî
u(z) − u(0) → 0 ðàâíîìåðíî ïî âñåì ôóíêöèÿì u ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà ïðè
z → 0. Ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ñåìåéñòâà â íóëå äîêàçàíà. Ðàâíîñòåïåííàÿ
íåïðåðûâíîñòü â ëþáîé äðóãîé òî÷êå z ∈ D1 è íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â
D1 ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ êîíôîðìíîãî
àâòîìîðôèçìà åäèíè÷íîãî äèñêà, ïåðåâîäÿùåãî z â 0. �
Ñëåäñòâèå 3.4. Ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë âñÿêîé íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, ëèáî
òîæäåñòâåííî ðàâåí +∞.
Proof. Ïóñòü u1 ≤ u2 ≤ . . . � ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì

s(z) = lim
j→∞

uj(z),

ïðåäåë ñóùåñòâóåò â ñèëó ìîíîòîííîñòè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî
ôóíêöèè îïðåäåëåíû íà çàìêíóòîì åäèíè÷íîì äèñêå è íå îòðèöàòåëüíû, çàìåíÿÿ uj
íà uj − u1. À òîãäà åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèé îãðàíè÷åíû â êàêîé-òî òî÷êå z ∈ D1,
òî ôóíêöèè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ è ðàâíîñòåïåííî
íåïðåðûâíû, â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë s(z) îãðàíè÷åí íà
êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uj ñõîäèòñÿ ê íåìó ðàâíîìåðíî íà
êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ, â ñèëó ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ s(z) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó òåîðåìû î ñðåäíåì

s(z) =
1

2πr

∮

|ζ−z|=r
s(ζ),

âûïîëíåííîìó äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé uj: ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà, íàïðèìåð, ïî òåîðåìå î ìàæîðèðîâàííîé ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè.
Çíà÷èò, ôóíêöèÿ s(z) ãàðìîíè÷íà. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �
Proof. Òåîðåìû 3.6. Ïóñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè s = sP êîíå÷íî â íåêîòîðîé
òî÷êå O ∈ S, è ïóñòü D b S � ïðîèçâîëüíûé êîîðäèíàòíûé äèñê ñ öåíòðîì â
òî÷êå O. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ s ãàðìîíè÷íà íà D. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un ôóíêöèé èç ñåìåéñòâà P , òàêèõ ÷òî un(O) → s(O) ïðè
n→∞. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un ïîòî÷å÷íî
íåóáûâàþùåé, çàìåíÿÿ åå íà ũn = max{u1, u2, . . . , nn}. Ôóíêöèè unD ãàðìîíè÷íû
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â D, ïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó P è unD ≥ un, ïî îïðåäåëåíèþ. Òåì ñàìûì,
unD ≤ s, è unD(O) → s(O) < +∞. Ôóíêöèè unD îáðàçóþò ïîòî÷å÷íî íåóáûâàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êàê è ôóíêöèè un. Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü unD ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â D ê ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè σ â äèñêå D
(Ñëåäñòâèå 3.4). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî s ≡ σ â äèñêåD. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå: s(z) > σ(z) äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ D. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
vn ∈ P , òàêóþ ÷òî vn(z) → s(z). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîòî÷å÷íî íåóáûâàåò è vn ≥ un, çàìåíÿÿ åå íà max{v1, . . . , vn, u1, . . . , un}. Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé vnD ïîòî÷å÷íî íå óáûâàåò è ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà
êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â D ê ôóíêöèè ν, ãàðìîíè÷åñêîé â D. Èìååì

vnD ≥ unD, u
n
D(O)→ s(O) = σ(O), vnD(z)→ s(z) = ν(z) > σ(z) ïðè n→∞.

Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî σ ≤ ν, à òàêæå, ÷òî vnD(O) → σ(O), è òåì
ñàìûì, ν(O) = σ(O). Èòàê, ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ν−σ â äèñêå D íåîòðèöàòåëüíà,
ïîëîæèòåëüíà â òî÷êå z è îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå O. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ñ Ïðèíöèïîì Ìàêñèìóìà äîêàçûâàåò, ÷òî σ ≡ s â äèñêå D, è òåì ñàìûì, ôóíêöèÿ
s ãàðìîíè÷íà â äèñêå D. Ìíîæåñòâî M∞ òåõ òî÷åê z ∈ S, â êîòîðûõ s = +∞, �
îòêðûòî. Ýòî ñëåäóåò èç âûøåäîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ: âî âñÿêîì êîîðäèíàòíîì
äèñêå, ñîäåðæàùåì õîòÿ áû îäíó òî÷êó z, ãäå s(z) < +∞, ôóíêöèÿ s ãàðìîíè÷íà
è òåì ñàìûì, ïðèíèìàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó íèêàêîé êîîðäèíàòíûé äèñê
íå ìîæåò ïåðåñåêàòü îäíîâðåìåííî è M∞, è åãî äîïîëíåíèå. Èòàê, ìíîæåñòâî òåõ
òî÷åê z, ãäå s(z) � êîíå÷íà, îòêðûòî, êàê è åãî äîïîëíåíèå, è íà ïåðâîì ìíîæåñòâå
ôóíêöèÿ s ãàðìîíè÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíî èç äâóõ ïîñëåäíèõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò
ñî âñåé ïîâåðõíîñòüþ S. Ýòî äîêàçûâàåò Òåîðåìó 3.6. �

Òåïåðü ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû îá óíèôîðìèçàöèè, îñòàëîñü
äîêàçàòü Òåîðåìó 3.4. Äëÿ ýòîãî ìû âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå â
äîïîëíåíèè îáëàñòè Ω b S ê êîîðäèíàòíîìó äèñêó ñ öåíòðîì q èìååò ðåøåíèå ñ
ëþáûìè íåïðåðûâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ñëåäóþùàÿ òåîðåìà). Çàòåì ìû
äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Ãðèíà ðàâíà +∞,
òî ïîäõîäÿùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåìàñøòàáèðîâàííûõ ôóíêöèé èç ñåìåéñòâà
Pq ñõîäèòñÿ ê åäèíèöå â ðàâíîìåðíî íà êîîðäèíàòíîì êîëüöå ñ öåíòðîì q. Äàëåå
ìû äîêàæåì Òåîðåìó 3.4 ïðèìåíåíèåì Ïðèíöèïà Ìàêñèìóìà ê ðàçíîñòè ôóíêöèè
èç ëåììû è ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà ∂Ω è
åäèíè÷íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà ãðàíèöå äèñêà.
Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü Ω b S � êîìïàêòíàÿ îáëàñòü íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
S ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé (íè S, íè Ω íå îáÿçàíû áûòü îäíîñâÿçíûìè). Äëÿ ëþáîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : ∂Ω → R ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F : Ω → R,
íåïðåðûâíàÿ íà çàìûêàíèè Ω è ñîâïàäàþùàÿ ñ f íà ãðàíèöå.
Proof. Îáîçíà÷èì

M = max f ; m = min f.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî P(f) ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé u : Ω→ R, òàêèõ ÷òî
(8) limz→xu(z) ≤ f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂Ω.

Ñåìåéñòâî P(f) íå ïóñòî, òàê êàê çàâåäîìî ñîäåðæèò ôóíêöèþ u ≡ m. Îáîçíà÷èì
F (p) = sup

u∈P(f)

u(p), p ∈ Ω.
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Ôóíêöèÿ F (p) ãàðìîíè÷íà â îáëàñòè Ω. Ýòî ñëåäóåò èç Òåîðåìû 3.6 è èç òîãî,
÷òî P(f) � ñåìåéñòâî Ïåððîíà, à åãî ôóíêöèè îãðàíè÷åíû ñâåðõó êîíñòàíòîé M ,
ïî îïðåäåëåíèþ è ïî Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìà. Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
(9) lim

z→x
F (z) = f(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂Ω.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ ∂Ω âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ëîêàëüíóþ êàðòó â åå îêðåñòíîñòè è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ζn ∈ S \ Ω, ζn → x âäîëü êðèâîé, îðòîãîíàëüíîé ïðÿìîé
Tx∂Ω. Äëÿ ëþáîãî ìàëîãî ε > 0 è ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n (â çàâèñèìîñòè îò
ε) ïîëîæèì

un,ε(z) = max{ln |x− ζn
z − ζn |+ f(x)− ε, m}; z ∈ Ω.

Ôóíêöèÿ un,ε ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó P(f), è un,ε(z)→ f(x)−ε ïðè z → x. Èòàê, äëÿ
ëþáûõ x ∈ Ω è ε > 0 èìååì limy→xu(y) ≥ f(x)− ε äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè u ∈ P(f),
à ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ u = F . Çíà÷èò,
(10) limz→xF (z) ≥ f(x)

äëÿ ëþáîãî x ∈ ∂Ω. Ðàññìàòðèâàÿ àíàëîãè÷íîå ñåìåéñòâî P(−f), ïîëó÷àåì
ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ G(p), òàêóþ ÷òî
(11) limz→xG(z) ≥ −f(x).

Èìååì u + v ≤ 0 äëÿ ëþáûõ u ∈ P(f), v ∈ P(−f), ïî îïðåäåëåíèþ, ñì. (8).
Ñëåäîâàòåëüíî, F + G ≤ 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, F + G ≥ 0, â ñèëó (10), (11) è
Ïðèíöèïà Ìàêñèìóìà. Òåì ñàìûì, F ≡ −G, è íåðàâåíñòâà (10) è (11) íèæíèõ
ïðåäåëîâ ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè. Èòàê, limz→xF (z) = f(x), limz→zG(z) = −f(x).
Ñëåäîâàòåëüíî, limz→xF (z) ≥ f(x). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, 0 = limz→x(F (z) +G(z)) ≥ limz→xF (z) + limz→xG(z) > 0,
� ïðîòèâîðå÷èå. Ýòî äîêàçûâàåò (9) è òåîðåìó. �
Ëåììà 3.2. Ïóñòü S, Ω b S � òàêèå, êàê â ïðåäûäóùåé òåîðåìå. Ïóñòü q ∈ Ω
� òàêàÿ ÷òî ñîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà G(p, q) íà îáëàñòè Ω ðàâíà +∞.
Ïóñòü 0 < r < 2r < 1, D1 = D1(q) b Ω � êîîðäèíàòíûé äèñê ðàäèóñà 1 ñ
öåíòðîì â òî÷êå q. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé un ∈ Pq, ïîëîæèì
Mn = max∂Dr un, òàêèõ ÷òî Mn → +∞ è

(12) un
Mn

→ 1 ðàâíîìåðíî íà êîëüöå Ar = D2r \Dr ïðè n→∞.

Proof. Ïîëîæèì ∆ = D1. Äëÿ êàæäîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè u ∈ Pq ïîëîæèì
ũ(p) = u(p) + ln |p− q|, û(p) = − ln |p− q|+ ũ∆(p).

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ũ ñóáãàðìîíè÷íà â ∆, à ũ∆ � ñóáãàðìîíè÷íà â îêðåñòíîñòè
çàìêíóòîãî äèñêà ∆, ñîâïàäàåò ñ ũ âíå äèñêà, à âíóòðè äèñêà ôóíêöèÿ ũ∆ ãàðìîíè÷íà
è ũ∆ ≥ u. Ïî îïðåäåëåíèþ,

û ∈ Pq, û ≥ u, ũ(p) = u(p) ≥ 0 íà ãðàíèöå ∂∆.

Òåì ñàìûì, ũ ≥ 0 â äèñêå ∆, ïî Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìà. Ïóñòü vn ∈ Pq �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé, ñòðåìÿùàÿñÿ ê +∞ â íåêîòîðîé
òî÷êå îêðóæíîñòè ∂Dr. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ôóíêöèé

un = v̂n.
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Èìååì ṽn,∆(p) = un(p) + ln |p − q| → +∞ ðàâíîìåðíî íà D2r, â ñèëó ãàðìîíè÷íîñòè,
òåîðåìû Õàðíàêà è íåðàâåíñòâà ṽn,∆ ≥ vn,∆. Òåì ñàìûì, un → +∞ ðàâíîìåðíî íà
äèñêå D2r. Ïîëîæèì

Mn = max
∂Dr

un, χn =
un
Mn

, ψn(p) =
ṽn,∆(p)

Mn

= χn(p) +
1

Mn

ln |p− q|.
Ôóíêöèè ψn ãàðìîíè÷íû è íå îòðèöàòåëüíû â äèñêå ∆, à èõ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
íà îêðóæíîñòè ∂Dr ðàâíû 1. Ïîýòîìó, îíè ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû íà êîìïàêòàõ
â ∆ (Ñëåäñòâèå 3.3) è ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ψn
ñõîäÿòñÿ ê íåîòðèöàòåëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ψ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â
∆. Ñëåäîâàòåëüíî, χn(p) = ψn(p) + 1

Mn
ln |p − q| → ψ(p) ðàâíîìåðíî íà Ar, òàê êàê

Mn → +∞. Ïóñòü ψ 6≡ const. Òîãäà ìàêñèìóì ôóíêöèè ψ íà îêðóæíîñòè ∂Dν

ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòåò êàê ôóíêöèÿ îò ν. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî max |∂D2rχn > max |∂Drχn. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè χn = un

Mn
≥ 0, ñóáãàðìîíè÷åñêîé íà îáëàñòè

Ω \ q c Ω \Dr è ðàâíîé íóëþ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ∂Ω. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ψ ≡ 1.
Ëåììà äîêàçàíà. �
Proof. Òåîðåìû 3.4. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: G(p, q) ≡ +∞ äëÿ íåêîòîðîãî
q ∈ Ω. Ôèêñèðóåì åäèíè÷íûé êîîðäèíàòíûé äèñê D1 = D1(q) b Ω ñ öåíòðîì q,
0 < r < 2r < 1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé un ∈ Pq èç ïðåäûäóùåé ëåììû. Ïóñòü
F : Ω \Dr → R � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â çàìûêàíèè Ω \Dr, ðàâíàÿ
íóëþ íà ãðàíèöå ∂Ω è ðàâíàÿ 1 íà ãðàíèöå ∂Dr. Ôóíêöèÿ F ñóùåñòâóåò ïî Òåîðåìå
3.8. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ε > 0. Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî un

Mn
− F − ε ≤ 0, ïî Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìà, è òàê êàê îíî

ñïðàâåäëèâî íà ãðàíèöå ∂(Ω \Dr) ïî îïðåäåëåíèþ. Âûáèðàÿ ε ñêîëü óãîäíî ìàëûì
è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó÷àåì 1 − F ≤ 0, ò.å. F ≥ 1 íà êîëüöå
Ar = D2r \ Dr. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, F ≤ 1, ïî Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìà. Òåì ñàìûì,
F ≡ 1 íà Ar, â òî âðåìÿ, êàê F |∂Ω ≡ 0 è ôóíêöèÿ F ãàðìîíè÷íà â îáëàñòè Ω \ Dr

è íåïðåðûâíà â åå çàìûêàíèè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò Òåîðåìó 3.4 è
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû îá óíèôîðìèçàöèè. �

4. Òèïû ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé
4.1. Àâòîìîðôèçìû îäíîñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Ãîëîìîðôíûé
èçîìîðôèçì îáëàñòè D ∈ C íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì êîìïëåêñíîé
îáëàñòè D. Ñóïåðïîçèöèÿ òàêèõ àâòîìîðôèçìîâ çàäàåò íà èõ ìíîæåñòâå ñòðóêòóðó
ãðóïïû Aut(D).

Ñîãëàñíî òåîðåìå óíèôîðìèçàöèè, ëþáàÿ ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíà ñôåðå Ðèìàíà C, êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
C èëè åäèíè÷íîìó äèñêó Λ = {z ∈ C||z| < 1}.
Çàäà÷à 4.1. Äîêàæèòå, ÷òî äèñê Λ áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòåí âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè H = {z ∈ C|Im(z) > 0}

Çàäà÷à 4.2. Äîêàæèòå, ÷òî Aut(C) = {z 7→ az + b

cz + d
|a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0},

Aut(C) = {z 7→ az + b|a, b ∈ C, a 6= 0}
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Aut(Λ) = {z 7→ eiα
z − a
1− az ||a| < 1, α ∈ R}

Aut(H) = {z 7→ az + b

cz + d
|a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0}

Áèãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþò óãëû ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ êðèâûìè
íà ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó êëàññ áèãîëîìîðôíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîâåðõíîñòè
íàçûâàþòñÿ íàçûâàåòñÿ òàêæå êîíôîðìíûì òèïîì ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.
Ñëåäñòâèå 4.1. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè C, C è H èìåþò ðàçëè÷íûå êîíôîðìíûå
òèïû.

4.2. Óíèôîðìèçàöèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. .
Èç òîïîëîãèè èçâåñòíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M ñ ôóíäàìåíòàëüíîé

ãðóïïîé π1(M) ãîìåîìîðôíî ôàêòîð ïîâåðõíîñòè W/Γ, ãäå Γ äèñêðåòíàÿ
ãðóïïà òîïîëîãè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ M , äåéñòâóþùàÿ áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Ãðóïïà Γ íàçûâàåòñÿ óíèôîðìèçèðóþùèìåé ãðóïïîé. Âîçíèêàþùèé ëîêàëüíûé
ãîìåîìîðôèçì ϕ : W → W/Γ→M íàçûâàåòñÿ óíèôîðìèçèðóþùèì îòîáðàæåíèåì.

Ïóñòü òåïåðüM � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñ ãîëîìîðôíûì àòëàñîì {(Uα, zα)|α ∈ A}.
Óíèôîðìèçèðóþùåå îòîáðàæåíèå ϕ : W →M ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî êàðò íà W âèäà
(Vβ, zβ), ãäå Vβ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ϕ−1(Uα) è zβ = zαϕ.
Çàäà÷à 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñîâîêóïíîñòü êàðò {(Vβ, zβ)|β ∈ B} îáðàçóåò
ãîëîìîðôíûé àòëàñ è çàäàåò íà W ñòðóêòóðó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.
Óíèôîðìèçèðóþùàÿ ãðóïïà Γ ñîñòîèò ïðè ýòîì èç áèãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè W . Êîíôîðìíûé òèï óíèôîðìèçèðóþùåé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè W îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîíôîðìíûì òèïîì ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè M .
Çàäà÷à 4.4. Äîêàæèòå, ÷òî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé, ñîõðàíÿþùèå óãëû ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ êðèâûìè íà
ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ áèãîëîìîðôíûì.

Òàêèì îáðàçîì êîíôîðìíûé òèï ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü M îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé (W,Γ), ãäå W ∈ {C,C, H} è Γ � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû Aut(W ).
Çàäà÷à 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðû (W,Γ1) è (W,Γ2) çàäàþò áèãîëîìîðôíî
ýêâèâàëåíòíûå ïîâåðõíîñòè, åñëè è òîëüêî åñëè ãðóïïû Γ1 è Γ2 ñîïðÿæåíû â
Aut(W ).

Çàäà÷à 4.5 ñâîäèò îïèñàíèå ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ê îïèñàíèþ êëàññîâ
ñîïðÿæåííîñòè, äåéñòâóþùèõ áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê äèñêðåòíûõ ïîäãðóïï íà
îäíîñâÿçíûõ óíèôîðìèçèðóþùèõ ïîâåðõíîñòÿõ: ñôåðå Ðèìàíà, êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè è åäèíè÷íîì äèñêå.
Çàäà÷à 4.6. Äîêàæèòå, ÷òî âñå àâòîìîðôèçìû ñôåðû Ðèìàíà èìåþò
íåïîäâèæíûå òî÷êè. Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâóþùèå áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê
äèñêðåòíûå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïîðîæäåíû îäíèì èëè
äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîð-ïîâåðõíîñòü C/Γ ïî
ãðóïïå Γ, ïîðîæäåííûì ïðîèçâîëüíûì ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, èçîìîðôíà C \ 0.
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Îïðåäåëåíèå 4.1. Äèñêðåòíûå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ åäèíè÷íîãî äèñêà Λ, à
òàêæå äèñêðåòíûå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H íàçûâàþòñÿ
ôóêñîâûìè ãðóïïàìè.
Çàäà÷à 4.7. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ôóêñîâà ãðóïïà èëè ïîðîæäåíà îäíèì
ýëåìåíòîì, èëè íå êîììóòàòèâíà.
Ïðèìåð 4.1. Ñëåäóþùàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ôóêñîâîé è íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé
ìîäóëÿðíîé ãðóïïîé Mod = {z 7→ az+b

cz+d
|a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1} ∼= PSL(2,Z).

Çàäà÷à 4.8. Íàéòè îáðàçóþùèå è ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü ìîäóëÿðíîé ãðóïïû.
Óêàçàíèå, ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ îáëàñòü:

-1 0 1
Ïîäâåäåì ïðîìåæóòî÷íûé èòîã.

Òåîðåìà 4.1. Âñÿêàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü P èçîìîðôíà C,C,C \ 0, òîðó C/Γ′,
ãäå Γ′ � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ íå êîëëèíåàðíûìè ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè,
èëè ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòè Λ/Γ, ãäå Γ ⊂ Aut(Λ) ∼= π1(P, p) � ôóêñîâà ãðóïïà,
äåéñòâóþùàÿ áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

4.3. Ìîäóëè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà 1. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ëèøü ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ñ êîíå÷íîïîðîæäåííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé.
Êîìïàêòíûå ïîâåðõíîñòè òàêîãî òèïà õàðàêòåðèçóþòñÿ ðîäîì ("÷èñëîì ðó÷åê")
g. Íåêîìïàêòíûå ïîëó÷àþòñÿ "âûêèäûâàíèåì" èç êîìïàêòíûõ êîíå÷íîãî ÷èñëà
ñâÿçíûõ îäíîñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî ÷òî óäàëåíèå òî÷êè è äèñêà
ïðèâîäÿò ê ðèìàíîâûì ïîâåðõíîñòÿì ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íîãî êîíôîðìíîãî òèïà.
Îïðåäåëåíèå 4.2. Ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷àþùóþñÿ èç êîìïàêòíîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g âûêèäûâàíèåì n äèñêîâ è m òî÷åê ìû áóäåì
íàçûâàòü ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ òèïà t = (g, n,m). Óíèôîðìèçèðóþùóþ åå
ãðóïïó ìû áóäåì íàçûâàòü ãðóïïîé òèïà t = (g, n,m). Ìíîæåñòâî êëàññîâ
èçîìîðôíîñòè Mt ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé òèïà t íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
ìîäóëåé ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé òèïà t.

Íàøåé ãëàâíîé çàäà÷åé áóäåò äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Mg,k,m èìååò
åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ñâÿçíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è îïèñàòü åãî
òîïîëîãèþ.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ M(0,0,0), M(0,1,0), M(0,0,1) è M(0,0,2) ñîñòîèò
èç îäíîé òî÷êè. ×òî ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé M(0,2,0) è M(0,1,1)

ìû îáñóäèì ïîçæå. À ñåé÷àñ äîêàæåì
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Òåîðåìà 4.2. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé M(1,0,0) åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
ïðîñòðàíñòâîì H/Mod, ãäå Mod � êëàññè÷åñêàÿ ìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà.
Proof. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äâóìåðíîãî òîðà P êîììóòàòèâíà è èçîìîðôíà
Z ⊕ Z. Ñîãëàñíî çàäà÷àì 4.7 è 4.6 îòñþäà ñëåäóåò,÷òî P̃ = C/Γ, ãäå ãðóïïà
Γ ⊂ AutC ïîðîæäåíà ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè Tf1 , Tf2 íà íåïðîïîðöèîíàëüíûå
âåêòîðû f1, f2 ∈ C. Ñîãëàñíî çàäà÷å 4.5, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f2 = 1 è Imf1 > 0,
(òî åñòü f1 ∈ H), ïðè÷åì ïàðû âåêòîðîâ (1, τ) è (1, τ ′), ãäå τ, τ ′ ∈ H ïîðîæäàþò
èçîìîðôíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè åñëè è òîëüêî åñëè îíè ïîðîæäàþò ñîïðÿæåííûå
â Aut(C) ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ C
îáðàçóþùèå (k, kτ ′) ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå
(1, τ) ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ïî ôîðìóëàì k = cτ + d è kτ ′ = aτ + b, ãäå
(
a b
c d

) ∈ SL(2,Z). Òàêèì îáðàçîì, τ ′ = aτ + b

cτ + d
= γτ , ãäå γ ∈ Mod. �

Çàäà÷à 4.9. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà 1 èìååò
åñòåñòâåííóþ êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó è èçîìîðôíî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

5. Ìîäóëè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé.

5.1. Ãåîìåòðèÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. È òàê íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü
ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè âèäà H/Γ, ãäå H = {z ∈ C|Imz > 0}
� âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü, à Γ � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
Aut(H) = {Az = az+b

cz+d
|a, b, c, d ∈ R, ad − bc > 0} ∼= PSL(2,R), äåéñòâóþùàÿ íà

H áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Çàäà÷à 5.1. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Aut(H) ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé èçîìåòðèé
ìåòðèêè ds =

|dz|
Im(z)

. Ýòà ìåòðèêà çàäàåò íà H ìîäåëü Ïóàíêàðå ãåîìåòðèè
Ëîáà÷åâñêîãî. Íàéäèòå ïðÿìûå (ò.å. ãåîäåçè÷åñêèå) ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî â
ýòîé ìîäåëè.

Ýòà ìåòðèêà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.
Ôàêòîðèçàöèÿ ïî äèñêðåòíîé ãðóïïå, äåéñòâóþùåé áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
ïåðåíîñèò ìåòðèêó íà ôàêòîð ïîâåðõíîñòü. Ïîýòîìó âñå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè,
óíèôîðìèçèðóåìûå H, íàçûâàþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè.
Çàäà÷à 5.2. Äîêàæèòå, ÷òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü òèïà (g, n,m) �
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ åñëè è òîëüêî åñëè 6g − 6 + 3n+ 2m > 0

Íåïîäâèæíûå òî÷êè àâòîìîðôèçìà Az = az+b
cz+d

A ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè z1, z2

óðàâíåíèÿ cz2 + (d− a)z − b = 0. Àâòîìîðôèçì A íàçûâàåòñÿ:
• Ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè z1, z2 /∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå z2 = z1 è àâòîìîðôèçì A
èìååò îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó â H.
Ïðèìåð: A(z) = z+1

−z+1
.

• Ïàðàáîëè÷åñêèì, åñëè z1 = z2. Â ýòîì ñëó÷àå z1 = z2 ∈ R è ó àâòîìîðôèçìà
A íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà H, è ëèøü îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íà R ∪∞.
Ïðèìåð: A(z) = z + b.
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• Ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè z1 6= z2 ∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå ó àâòîìîðôèçìà A òàêæå
íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà H, çàòî ðîâíî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè íà R ∪∞.
Ïðèìåð: A(z) = λz.

Çàäà÷à 5.3. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ïàðàáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì ñ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé a ∈ R ñîïðÿæåí â ãðóïïå Aut(H) ñ àâòîìîðôèçìîì z 7→ z + 1 è èìååò âèä
C(z) =

(1− aγ)z + a2γ

−γz + (1 + aγ)
. Åñëè γ > 0, òî C(r) > r. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè a òàêîé

àâòîìîðôèçì äåéñòâóåò êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

c
a

- -w

Çàäà÷à 5.4. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì C ñîïðÿæåí
â ãðóïïå Aut(H) ñ àâòîìîðôèçìîì z 7→ λz, λ > 0, è èìååò âèä
Cz =

(λa− β)z + (1− λ)αβ

(λ− 1)z + (α− λβ)
, ãäå ÷èñëî λ > 1 íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ñäâèãà

C, α � íåïîäâèæíàÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ è β � íåïîäâèæíàÿ îòòàëêèâàþùàÿ
òî÷êè àâòîìîðôèçìà C. Ñîåäèíÿþùàÿ èõ ïîëóîêðóæíîñòü `(C) èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî C (èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî).

/
α β

`(C)- -�

Íåïîäâèæíóþ òî÷êó a(C) ïàðàáîëè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà C ìû áóäåì ñ÷èòàòü åãî
èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé è îáîçíà÷àòü `(C) = α(C) = β(C) = a(C).

Çàäà÷à 5.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïîðîæäåííàÿ ïàðàáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì C
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü H/ < C > èçîìîðôíà Λ \ 0 è íå èìååò çàìêíóòûõ
ãåîäåçè÷åñêèõ.
Çàäà÷à 5.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïîðîæäåííàÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì
C ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü H/ < C > èìååò åäèíñòâåííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ,
ñîâïàäàþùóþ ñ îáðàçîì èíâàðèàíòíîé ïðÿìîé àâòîìîðôèçìà C. Ýòà
ãåîäåçè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, íå ãîìîòîïíûì 0 êîíòóðîì ìèíèìàëüíîé
äëèíû. Ïîâåðõíîñòè èçîìîðôíû, åñëè è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå äëèíû
ìèíèìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ðàâíû.
Çàäà÷à 5.7. Îïèøèòå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé M(0,2,0) è M(0,1,1).
Çàäà÷à 5.8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïðîêîëîâ ãèïåðáîëè÷åñêîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè H/Γ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ïàðàáîëè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû Γ.

5.2. Ïîñëåäîâàòåëüíûå íàáîðû àâòîìîðôèçìîâ. Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ
íåêîììóòàòèâíûõ äèñêðåòíûõ ôóêñîâûõ ãðóïï, äåéñòâóþùèõ áåç íåïîäâèæíûõ
òî÷åê. Ýòè ãðóïïû óäîáíî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ ñèñòåì îáðàçóþùèõ. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ñèñòåìû îáðàçóþùèõ ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óñëîâèå
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äèñêðåòíîñòè ñâîäèëîñü ê óñëîâèþ íà ãåîìåòðèþ èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ ýòèõ
îáðàçóþùèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî äèñêðåòíîñòè ãðóïï áóäåò ïðîõîäèòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.
Ìû ïîñòðîèì ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè, ãåîìåòðèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ
ãåîìåòðèåé èíâàðèàíòíûõ ïðÿìûõ îáðàçóþùèõ è äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ïðèìûêàþùèõ ê êàæäîé âåðøèíå îáëàñòè ðåàëèçóåò
àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó îáðàçóþùèìè.

Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé óäîáíî ïåðåéòè îò âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H
ê äèñêó Λ = {z ∈ C||z| < 1}. Ãðóïïà åãî ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ
Aut(Λ) òàêæå ðàñïàäàåòñÿ íà ýëëèïòè÷åñêèå, ïàðàáîëè÷åñêèå, ãèïåðáîëè÷åñêèå
àâòîìîðôèçìû, èìåþùèå ñîîòâåòñòâåííî 0, 1, 2 íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà àáñîëþòå
∂Λ = {z ∈ C||z| = 1}. Áèãîëîìîðôíûé èçîìîðôèçì ϕ : H → Λ ïåðåâîäèò ìåòðèêó
íà H â èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî Aut(Λ) ìåòðèêó íà Λ è èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå
ñäâèãîâ C â èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå ñäâèãîâ ϕCϕ−1.
Çàäà÷à 5.9. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûìè (ò.å.ãåîäåçè÷åñêèìè) ýòîé ìåòðèêè íà Λ
ÿâëÿþòñÿ äóãè îêðóæíîñòåé, îðòîãîíàëüíûå ∂Λ.
Îïðåäåëåíèå 5.1. Íàáîð {C1, C2, C3} ∈ Aut(H) íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíûì, åñëè îí
íå ñîäåðæèò ýëëèïòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ, C1C2C3 = 1, à èíâàðèàíòíûå ïðÿìûå
ñäâèãîâ ðàñïîëîæåíû êàê íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1

Ëåììà 5.1. Ïóñòü {C1, C2, C3} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð. Òîãäà íàáîð
{C1C2C

−1
1 , C1, C3} òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíûé.

Proof. Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñäâèãîâ Ci ðàçáèâàþò àáñîëþò íà 6 äóã γi, èçîáðàæåííûõ
íà ðèñ. 1. Ïóñòü α è β íåïîäâèæíûå ïðèòÿãèâàþùàÿ è îòòàëêèâàþùàÿ òî÷êè ñäâèãà
C1C2C

−1
1 . Òîãäà

`(C1C2C
−1
1 ) = C1`(C2) îòêóäà β ∈ γ4 ∪ γ5 ∪ γ6.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
C1`(C2) = C−1

3 C−1
2 `(C2) = C−1

3 `(C2) îòêóäà β ∈ γ3 ∪ γ2 ∪ γ1 ∪ γ6.

Òàêèì îáðàçîì, β ∈ γ6. Àíàëîãè÷íî, α ∈ γ6. Òî åñòü {C1C2C
−1
1 , C1, C3} òîæå

ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð. �
Ëåììà 5.2. Ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð V = {C1, C2, C3} ïîðîæäàåò ôóêñîâó ãðóïïó
òèïà (0, 3, 0), òî åñòü Γ äèñêðåòíàÿ ãðóïïà� è Λ/Γ � ñôåðà ñ 3 äûðàìè.
Proof. Ïóñòü ri � ïåðåñåêàþùèé `(Ci) ãåîäåçè÷åñêèé ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå Oi è
êîíöàìè â òî÷êå àáñîëþòà. Òîãäà di = C−1

i ri � ãåîäåçè÷åñêèé ëó÷ ñ êîíöîì Oi+1.
Ëó÷è {ri, di(i = 1, ..., n)} îãðàíè÷èâàþò íåêîìïàêòíóþ îáëàñòü M íà ðèñ. 2).
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Ðèñ. 2

Äóãè `(Ci) îòñåêàþò îò M "õâîñòû" Mi, âûõîäÿùèå íà ãðàíèöó ∂Λ. Âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå îáðàçîâ Cj(Mi) ýòèõ "õâîñòîâ" Cj(Mi) îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìíûì
ðàñïîëîæåíèåì ïðÿìûõ Cj(`(Ci)). Ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ Cj(`(Ci)) îïðåäåëÿåòñÿ,
â ñâîþ î÷åðåäü, ëåììîé 5.1. Òàêèì îáðàçîì ìíîãîóãîëüíèêè M , C1M ,
C1C2M = C−1

3 M , C1C2C3M = M ðàñïîëîæåíû êàê íà ðèñ. 2 è ðåàëèçóþò
îäíîêðàòíûé îáõîä âîêðóã âåðøèíû O1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîîòíîøåíèå
C1C2C3 = 1 ðåàëèçóåò òàêæå è îäíîêðàòíûé îáõîä âîêðóã âåðøèí O2 è O3. �

Îïðåäåëåíèå 5.2. Íàáîð {C1, ..., Cn}, ñîñòîÿùèé èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ
àâòîìîðôèçìîâ {C1, ..., Ck} è ïàðàáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ {Ck+1, ..., Cn},
íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðîì òèïà (0, k, n − k), åñëè äëÿ ëþáîãî i = 1, ...,
n− 1 íàáîðû {C1 · · ·Ci−1, Ci, Ci+1 · · ·Cn} ïîñëåäîâàòåëüíûå.
Çàäà÷à 5.10. Ïóñòü {C1, ..., Cn} ∈ Aut(Λ) � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð. Äîêàæèòå,
÷òî ` = CjCj+1...Cn−1Cn(`(C1)) ëåæèò ìåæäó `(Cj−1) è `(Cj).
Çàäà÷à 5.11. Ìîäèôèöèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.2 äîêàæèòå, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð V = {C1, ..., Cn} ⊂ Aut(Λ) òèïà (0, k,m) ïîðîæäàåò
ôóêñîâó ãðóïïó Γ òèïà (0, k,m) , òî åñòü Γ � äèñêðåòíàÿ ãðóïïà è Λ/Γ � ñôåðà ñ
k äûðàìè è m ïðîêîëàìè (ñì. ðèñ. 3).

Ðèñ. 3

Ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðîì òèïà (g, k,m) íàçîâåì íàáîð
{A1, B1, ..., Ag, Bg, C1, ..., Cn}

30



òàêîé, ÷òî Ai, Bi (i = 1, ..., g) � ãèïåðáîëè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû è

{A1, B1A
−1
1 B−1

1 , ..., Ag, BgA
−1
g B−1

g , C1, ..., Cn}
� ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (0, 2g + k,m). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóêñîâà ãðóïïà
Γ ⊂ Aut(Λ) èëè Γ ⊂ Aut(H)) � ýòî ôóêñîâà ãðóïïà òèïà (g, k,m), åñëè Λ/Γ
(ñîîòâåòñòâåííî H/Γ) ïðèíàäëåæèò Mg,k,m.

Òåîðåìà 5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (g, k,m) ïîðîæäàåò ôóêñîâó ãðóïïó
Γ òèïà (g, k,m)

Proof. Ïóñòü {A1, B1, ..., Ag, Bg, Cg+1, ..., Cn} ∈ Aut(Λ) � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð
òèïà (g,m, k). Ïðè g = 0 óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç çàäà÷è 5.11. Ïóñòü g > 0.
Ïîëîæèì Ci = [AiBi] (i = 1, ..., g). Íàøè îïðåäåëåíèÿ ãàðàíòèðóþò ðàñïîëîæåíèå
ãåîäåçè÷åñêèõ `(Ai), `(Bi), `(Ci), ïîêàçàííîå íà ðèñ. 4. Ïóñòü O1 ∈ `(C1) è M �

O1

O2

O3`(C 2
) `(B2)`(C

1) `(B1)

`(A
1)

`(A 2
)`(Cn)

Ðèñ. 4

ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, èç çàäà÷è 5.11. Ïðè i 6 g çàìåíèì ëó÷è ri, di íà
ãåîäåçè÷åñêèå ñåãìåíòû ñ âåðøèíàìè

Oi+1, BiA
−1
i B−1

i Oi+1, A−1
i B−1

i Oi+1, B−1
i Oi+1, Oi = AiBiA

−1
i B−1

i Oi+1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íîâûé ìíîãîóãîëüíèê M̃ (ñì. ðèñ. 4). Èñïîëüçóÿ òå æå
àðãóìåíòû, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5.2, íàõîäèì, ÷òî ìíîãîóãîëüíèêè

M̃,A1M̃, A1B1M̃, A1B1A
−1
1 M̃, C1M̃, C1A2M̃, C1A2B2M̃,

C1A2B2A
−1
2 M̃, C1C2M̃, ..., C1C2 · · ·Cn−1M

ðåàëèçóþò îáõîä âîêðóã òî÷êè O1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî {A1, ..., Cn}
ïîðîæäàåò ôóêñîâó ãðóïïó Γ. Ëåãêî ïðîñëåäèòü, ÷òî êàæäàÿ ïàðà (Ai, Bi) ïîðîæäàåò
ðó÷êó ïîâåðõíîñòè Λ/Γ. Ïîýòîìó Λ/Γ � ïîâåðõíîñòü òèïà (g, k,m). �

5.3. Ãåîìåòðèÿ ôóêñîâûõ ãðóïï. Ïóñòü P � ïîâåðõíîñòü òèïà (g, k,m). Ñèñòåìó
îáðàçóþùèõ

v = {ai, bi(i = 1, ..., g), ci(i = g + 1, ..., n)}
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ãðóïïû π1(P, p) íàçîâåì ñòàíäàðòíîé, åñëè v ïîðîæäàåò π1(P, p) ñ îïðåäåëÿþùèì
ñîîòíîøåíèåì

g∏
i=1

[ai, bi]
n∏

i=g+1

ci = 1

è ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì ïðîñòûõ êîíòóðîâ
ṽ = {ãi, b̃i(i = 1, ..., g), c̃i(i = g + 1, ..., n)}

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
• êîíòóð c̃i ãîìîëîãè÷åí 0 è îòñåêàåò îò ïîâåðõíîñòè P îäíó äûðó ïðè i 6 g+ k
è îäèí ïðîêîë ïðè i > g + k;
• ãi ∩ b̃j = ãi ∩ c̃j = b̃i ∩ c̃j = c̃i ∩ c̃j = p;
• â îêðåñòíîñòè òî÷êè p êîíòóðû ṽ ðàñïîëîæåíû êàê íà ðèñ. 5

a1

a1
b1

b1
a2 a2

b2

b2

c1

c1
c2c2

p

Ðèñ. 5

Â ýòîì ñëó÷àå íàáîð êîíòóðîâ ṽ ðàñïîëîæåí íà P êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6

p

ã1

ã2

b̃1

b̃2

c̃1

c̃2

g1

gp−1

Ðèñ. 6

Ïóñòü òåïåðü Γ ⊂ Aut(Λ) � ôóêñîâà ãðóïïà, P = Λ/Γ, Φ : Λ → P � åñòåñòâåííàÿ
ïðîåêöèÿ è q ∈ Φ−1(p). Ñîïîñòàâèì àâòîìîðôèçìó C ∈ Γ îðèåíòèðîâàííûé
ãåîäåçè÷åñêèé îòðåçîê `q(C) ⊂ Λ ñ íà÷àëîì q è êîíöîì C(q). Ñîîòâåòñòâèå
C 7→ Φ(`q(C)) ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì Φq : Γ→ π1(P, p).
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Ëåììà 5.3. Ïóñòü V = {Ai, Bi(i = 1, ..., g), Ci(i = g+ 1, ..., n)} � ïîñëåäîâàòåëüíûé
íàáîð òèïà (g, k,m), Γ � ôóêñîâà ãðóïïà, êîòîðóþ îí ïîðîæäàåò, è P = Λ/Γ. Òîãäà
vq = Φq(V ) � ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû π1(P, p).
Proof. Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü M , ïîñòðîåííóþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 5.1. Ïðè i > g ñîåäèíèì òî÷êè Oi è Oi+1 ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
îòðåçêàìè ci ⊂M . (Çäåñü On+1 = O1.) Ðàññìîòðèì íà H ãåîäåçè÷åñêèå ñåãìåíòû
aib
−1
i a−1

i = [Oi, AiB
−1
i A−1

i Oi], a−1
i = [AiB

−1
i A−1

i Oi, B
−1
i A−1

i Oi], c−1
i = [Oi, C

−1Oi]

Òîãäà åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ Φ : Λ → P ïîðîæäàåò ñòàíäàðòíóþ ñèñòåìó
îáðàçóþùèõ

vO1 = {Φ(ai),Φ(bi)(i = 1, ..., g), Φ(ci)(i = g + 1, ..., n)} ∈ π1(P,Φ(O1))}.
Íåïðåðûâíûé ïåðåíîñ òî÷êè O1 â q ïåðåâîäèò vO1 â ñòàíäàðòíóþ ñèñòåìó
îáðàçóþùèõ vq. �

Öåëü ýòîãî ïàðàãðàôà � äîêàçàòü îáðàùåíèå ýòîé ëåììû.
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü Γ ⊂ Aut(Λ) � ôóêñîâà ãðóïïà òèïà (g, k,m), P = Λ/Γ,
Φ : Λ→ P � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ è

v = {ai, bi(i = 1, ..., g), ci(i = g + 1, ..., n)}
� ñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû π1(P,Φ(q)). Òîãäà V = Φ−1

q (v) �
ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (g, k,m).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé è
ëåìì. Ïóñòü ã � êîíòóð, ïðåäñòàâëÿþùèé a ∈ π1(P,Φ(q)). Áóäåì îáõîäèòü êîíòóð
ã, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè Φ(q), "ïîäíèìàÿ" ýòîò îáõîä íà Λ, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè q. Ïîñëå
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îáõîäîâ â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ ìû ïîëó÷èì ëèíèþ `(ã) ⊂ M ñ
êîíöàìè â íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ àâòîìîðôèçìà A = Φ−1

q (a) (ñì. ðèñ. 7).

`(A)

`(ã)

h`(A)

h`(ã)
`(B)`(b̃)

q

Ðèñ. 7

Ëåììà 5.4. Åñëè ã íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, òî h`(A) è `(A) íå ïåðåñåêàþòñÿ
ïðè âñåõ h ∈ Γ.
Proof. Ïóñòü h`(A) è `(A) ïåðåñåêàþòñÿ ïðè h ∈ Γ. Òîãäà h`(ã) è `(ã) òàêæå
ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. ðèñ. 7). �

Ëåììà 5.5. Ïóñòü êîíòóðû ã, b̃ ïðåäñòàâëÿþò ýëåìåíòû a, b ∈ π1(P,Φ(q)). Ïóñòü
ñóùåñòâóåò ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ êîíòóðîâ ã è b̃, ïåðåâîäÿùàÿ èõ â íåïåðåñåêàþùèåñÿ
êîíòóðû. Òîãäà

`(Φ−1
q (a)) ∩ `(Φ−1

q (b)) = ∅.
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Proof. Åñëè
`(Φ−1

q (a)) ∩ `(Φ−1
q (b)) 6= ∅,

òî `(ã) è `(b̃) ïåðåñåêàþòñÿ òàê, ÷òî èõ ïåðåñå÷åíèå íåëüçÿ èñêëþ÷èòü ìàëîé
äåôîðìàöèåé (ñì. ðèñ.7). �

Ëåììà 5.6. Ïóñòü êîíòóðû c̃1, c̃2, c̃3 íå èìåþò ñàìîïåðåñå÷åíèé è ïðåäñòàâëÿþò
c1, c2, c3 ∈ π1(P,Φ(q)) òàêèå, ÷òî c1·c2·c3 = 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ
êîíòóðîâ c̃1,c̃2 è c̃3, ïåðåâîäÿùàÿ èõ â ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíòóðû. Òîãäà
èëè íàáîð

{Φ−1
q (c1),Φ−1

q (c2),Φ−1
q (c3)},

èëè íàáîð
{Φ−1

q (c−1
3 ),Φ−1

q (c−1
2 ),Φ−1

q (c−1
1 )}

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì.

Proof. Ïîëîæèì Ci = Φ−1
q (ci). Ñîãëàñíî ëåììå 5.5 `(C1) ∩ `(C2) = ∅. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî `(C1) è `(C2) ðàñïîëîæåíû êàê íà ðèñ.8. Ðàññìîòðèì äóãè α = (α1, α2) è

Ðèñ. 8

β = (β1, β2) íà ∂Λ. Òîãäà C1α ⊂ α, C2α ⊂ α, îòêóäà C−1
3 α = C1C2α ⊂ α. Àíàëîãè÷íî

C−1
3 β ⊂ β. Òàêèì îáðàçîì, `(C3) ïðîõîäèò òàê, êàê íåîðèåíòèðîâàííàÿ ëèíèÿ íà

ïîñëåäíåì ðèñóíêå. Íî òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 5.4 C1`(C3) ⊂ N1 è, ñëåäîâàòåëüíî,
C1`(C2) ∈ N1. Ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó C1`(C2) = C−1

3 C−1
2 `(C2) = C−1

3 `(C2) ⊂ N2.
Òàêèì îáðàçîì, `(C1) è `(C2) ðàñïîëîæåíû êàê íà îäíîì èç ñëåäóþùèõ ðèñóíêîâ

`(C1)

`(C2)

`(C1)

`(C2)
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Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî òàêæå äëÿ ïàð (C2, C3) è
(C3, C1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èëè íàáîð {C1, C2, C3}, èëè íàáîð
{C−1

3 , C−1
2 , C−1

1 } ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2

Proof. Ïîëîæèì Ai = Φ−1
q (ai), Bi = Φ−1

q (bi), Ci = Φ−1
q (ci). Ðàññìîòðèì íàáîðû

{x1, ..., xg+n} = {a1, b1a
−1
1 b−1

1 , a2, ...bga
−1
g b−1

g , cg+1, ..., cn}
è

{X1, ..., Xg+n} = {A1, B1A
−1
1 B−1

1 , A2, ..., BgA
−1
g B−1

g , Cg+1, ..., Cn}.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5.6 ê íàáîðàì

{x1 · · · x`−1, x`, x`+1 · · · xg+n},
íàõîäèì, ÷òî èëè âñå íàáîðû âèäà

{X1 · · ·X`−1, X`, X`+1 · · ·Xg+n},
èëè âñå íàáîðû âèäà

{X−1
g+n · · ·X−1

`+1, X
−1
` , X−1

`−1 · · ·X−1
1 }

ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè. Òî åñòü èëè íàáîð {X1, ..., Xg+n}, èëè íàáîð
{X−1

g+n, ..., X
−1
1 } ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì. Ñîãëàñíî ëåììå 5.3, îäíàêî, ëèøü â

ïåðâîì ñëó÷àå êîíòóðû, ïðåäñòàâëÿþùèå ai, bi, ci, ðàñïîëîæåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè
p êàê íà ñîîòâåòñòâóþùåì ðèñóíêå. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåííî íàáîð {X1, ..., Xg+n}
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðîì òèïà (0, 2g + k,m) è, çíà÷èò, íàáîð

{Ai, Bi(i = 1, ..., g), Cj(j = g + 1, ..., n}
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì òèïà (g, k,m). �

Çàäà÷à 5.12. Èñïîëüçóÿ ëåììó 5.3 è òåîðåìó 5.2, äîêàæèòå, ÷òî íàáîð
àâòîìîðôèçìîâ {C1, . . . , Cn} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì, åñëè è òîëüêî åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ íàáîðû {C1, . . . , Cn−2, C} è {C,Cn−1, Cn}, ãäå
C = (Cn−1, Cn)−1. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (g, k,m).

5.4. Ïîñëåäîâàòåëüíûå íàáîðû òèïîâ (0,3,0),(0,2,1) è (0,1,2). Ñîãëàñíî
òåîðåìàì 5.1 è 5.2, âñÿêèé ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (g, k,m) ïîðîæäàåò
ôóêñîâó ãðóïïó òèïà (g, k,m) è âñÿêàÿ ôóêñîâà ãðóïïà òèïà (g, k,m) ïîðîæäàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðîì. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàéäåì âñå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïîâ (0, 3, 0), (0, 2, 1), (0, 1, 2). Ýòî óäîáíî äåëàòü íà
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Ëåììà 5.7. Ïóñòü

C1z = λ1z (λ1 > 1), C2(z) =
(λ2α− β)z + (1− λ2)αβ

(λ2 − 1)z + (α− λ2β)
(λ2 > 1)

è C3 = (C1C2)−1.

Òîãäà {C1, C2, C3} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð, åñëè è òîëüêî åñëè
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(13) 0 <

(√
λ1 +

√
λ2

1 +
√
λ1λ2

)2

β 6 α < β <∞.

Ïðè ýòîì C3 � ïàðàáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì, åñëè è òîëüêî åñëè
(√

λ1 +
√
λ2

1 +
√
λ1λ2

)2

β = α.

Proof. Ïî óñëîâèþ

C−1
3 (z) = C1C2(z) = λ1

(λ2α− β)z + (1− λ2)αβ

(λ2 − 1)z + (α− λ2β)
.

Íåïîäâèæíûå òî÷êè àâòîìîðôèçìà C3 � ýòî êîðíè óðàâíåíèÿ C−1
3 (x) = x, òî åñòü

(14) (λ2 − 1)x2 − (λ2β − α− λ1β + λ1λ2α)x+ λ1(λ2 − 1)αβ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, C3 � ãèïåðáîëè÷åñêèé èëè ïàðàáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì, åñëè
è òîëüêî åñëè

(λ2β − α− λ1β + λ1λ2α)2 − 4λ1(λ2 − 1)2αβ ≥ 0

. Ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â òî÷íîñòè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ.
Çàäà÷à 5.13. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

(α + λ1λ2α− λ1β − λ2β)2 − 4λ1λ2(β − α)2 ≥ 0,

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü âûïîëíÿåòñÿ ëèøü ïðè

α ≥
(√

λ1 +
√
λ2

1 +
√
λ1λ2

)2

β èëè α ≤
(√

λ1 −
√
λ2√

λ1λ2 − 1

)2

β.

Ïóñòü òåïåðü {C1, C2, C3} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð è ᾱ 6 β̄ � êîðíè óðàâíåíèÿ
(14). Òîãäà 0 < α < β < ᾱ,

a āb b̄
è, ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà,

λ2β − α− λ1β + λ1λ2α

2(λ2 − 1)
=
ᾱ + β̄

2
> β,

îòêóäà α(λ1λ2 − 1) > β(λ1 + λ2 − 2). Êðîìå òîãî λ1λ2 − 1 > λ1 + λ2 − 2 > 0 â âèäó
λi > 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

α >
λ1 + λ2 − 2

λ1λ2 − 1
β >

λ1 + λ2 − 2 + 2(1−√λ1λ2)

λ1λ2 − 1 + 2(1−√λ1λ2)
β

=
λ1 + λ2 − 2

√
λ1λ2

λ1λ2 − 2
√
λ1λ2 + 1

β =

(√
λ1 −

√
λ2√

λ1λ2 − 1

)2

β.

Òàêèì îáðàçîì,

α >
(√

λ1 +
√
λ2√

λ1λ2 + 1

)2

β.
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Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü

0 <

(√
λ1 +

√
λ2√

λ1λ2 + 1

)2

β 6 α < β <∞

è ᾱ 6 β̄ � êîðíè óðàâíåíèÿ (14). Òîãäà ñîîòíîøåíèå β < ᾱ ýêâèâàëåíòíî ïàðå
ñîîòíîøåíèé
(15) ᾱ · β̄ > β2,

(16) (λ2 − 1)β2 − (λ2β − α− λ1β + λ1λ2α)β + λ1(λ2 − 1)αβ > 0.

Ñîîòíîøåíèå (15) î÷åâèäíî ââèäó òåîðåìû Âèåòà

ᾱ · β̄ = λ1αβ > λ1

(√
λ1 +

√
λ2√

λ1λ2 + 1

)2

β2 =

(
λ1 +

√
λ1λ2

1 +
√
λ1λ2

)2

β2 > β2.

Ñîîòíîøåíèå (16) ñëåäóåò èç
λ2β

2 − β2 − λ2β
2 + αβ + λ1β

2 − λ1λ2αβ + λ1λ2αβ − λ1αβ =

= (λ1 − 1)(β2 − αβ) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, β < ᾱ. Ðàññìàòðèâàÿ ïðåäåë λ1 → 1 íàõîäèì, ÷òî ᾱ � íåïîäâèæíàÿ
ïðèòÿãèâàþùàÿ òî÷êà Òàêèì îáðàçîì,{C1, C2, C3} � ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîð. �
Çàäà÷à 5.14. Ïóñòü

C1(z) = λz (λ > 1), C2(z) =
(1− aγ)z + a2γ

−γz + (1 + aγ)
(γ > 0)

è C3 = (C1C2)−1.

Òîãäà {C1, C2, C3} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð, åñëè è òîëüêî åñëè aγ 6
√
λ+1√
λ−1

. Ïðè
ýòîì C3 ∈ Aut1(H), åñëè è òîëüêî åñëè aγ =

√
λ+1√
λ−1

.

5.5. Ïîñëåäîâàòåëüíûå íàáîðû òèïà (1,1,0).
Ëåììà 5.8. Ïóñòü

A(z) =
(λAαA − βA)z + (1− λA)αAβA

(λA − 1)z + (αA − λAβA)
,

B(z) =
(λBαB − βB)z + (1− λB)αBβB

(λB − 1)z + (αB − λBβB)
è

C−1 = [A,B](z) = λz (λA, λB, λ > 1).

Òîãäà {A,B,C} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðîì òèïà (1,1,0), åñëè è òîëüêî
åñëè
(17) −∞ < αA < βB < βA < αB < 0,

(18) αA
βA

<
√
λ,

βB
αB

<
√
λ,

(19) λA =
αA
√
λ− βA

βA
√
λ− αA

λB =
βB
√
λ− αB

αB
√
λ− βB

,
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(20) αBβBλ− [(αA + βA)(αB + βB)− αAβA − αBβB]
√
λ+ αAβA = 0,

ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå

A(z) =
(αA + βA)

√
λz − αAβA(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αA + βA)

,

B(z) =
(αB + βB)z − αBβB(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αB + βB)

√
λ
.

Proof. Ïóñòü {A,B,C} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (1,1,0). Òîãäà
{A,BA−1B−1, C} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð, îòêóäà −∞ < αA < βB < αB < 0`(A) `(B) `(BA

−1
B
−1)

aA bB bA
a baB

Ðàññìîòðèì Ã = (AB)A(AB)−1 = AC. Ïóñòü α̃ < β̃ � íåïîäâèæíûå òî÷êè
àâòîìîðôèçìà Ã. Òîãäà

(λAαA − βA) 1
λ
z + (1− λA)αAβA

(λA − 1) 1
λ
z + (αA − λAβA)

= Ã(z) =
(λAα̃− β̃)z + (1− λA)α̃β̃

(λA − 1)z + (α̃− λAβ̃)
,

îòêóäà
λAαA − βA = λAα̃− β̃, λ(1− λA)αAβA = (1− λA)α̃β̃, λ(αA − λAβA) = α̃− λAβ̃.
Îòñþäà ñëåäóåò

λA =
αA
√
λ− βA

βA
√
λ− αA

, λB =
βB
√
λ− αB

αB
√
λ− βB

.

Â ÷àñòíîñòè,
√
λ =

βA − αAλA
αA − βAλA >

−αAλA
−βAλA =

αA
βA

è, àíàëîãè÷íî,
√
λ >

βB
αB

.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ λA, λB, ïîëó÷àåì

A(z) =
(αA + βA)

√
λz − αAβA(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αA + βA)

,

B(z) =
(αB + βB)z − αBβB(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αB + βB)

√
λ
.

Ñîîòíîøåíèå [A,B](z) = λz âëå÷åò (20).

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ (17) � (20). Ïîëîæèì

Ã(z) =
(αA + βA)

√
λz − αAβA(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αA + βA)

,

B̃(z) =
(αB + βB)z − αBβB(

√
λ+ 1)

(
√
λ+ 1)z − (αB + βB)

√
λ
.
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Òîãäà Ã(αA) = αA, Ã(βA) = βA, B̃(αB) = αB, B̃(βB) = βB. Ñîãëàñíî (20)
[Ã, B̃] = C−1. Ïîýòîìó {Ã, B̃Ã−1B̃−1, C} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð. Òàêèì îáðàçîì,
{Ã, B̃, C} � ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð òèïà (1,1.0).

Èç ñîâïàäåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñëåäóåò

Ãz =
(λ̃AαA − βA)z + (1− λ̃A)αAβA

(λ̃A − 1)z + (αA − λAβA)
.

Ïðè÷åì, êàê óæå äîêàçàíî

λ̃A =
αA
√
λ− βA

βA
√
λ− αA

= λA.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ã = A. Àíàëîãè÷íî B̃ = B. �

5.6. Ïðîñòðàíñòâî òèïà Ôðèêå-Êëåéíà. Äëÿ îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé
Mg,k,m óäîáíî èñïîëüçîâàòü âñïîìîãàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tg,k,m. Âïåðâûå
ïðîñòðàíñòâî ýêâèâàëåíòíîå òàêîãî òèïà áûëî ïîñòðîåíî è èññëåäîâàíî â òåõíè÷åñêè
òðóäíîé äâóõòîìíîé ìîíîãðàôèè Ô.Ôðèêå è Ô.Êëåéíà (1897, 1912 ãîäû) ñ
ïîìîùüþ äëèí ãåîäåçè÷åñêèõ â ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.
Ô.Ôðèêå è Ô.Êëåéí äîêàçàëè, ÷òî èõ âñïîìîãàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâî,
ãîìåîìîðôíî R6g+3k+2m−6. Äðóãîå åå îïèñàíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà áûëî äàíî â
ðàáîòàõ Î.Òåéõìþëëåðà (1940 ã.) â òåðìèíàõ ðàçâèòîé èì òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Tg,k,m � ýòî ìíîæåñòâî êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (g, k,m), ïàðàìåòðèçîâàííîå ïðèòÿãèâàþùèìè
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè α ∈ R, îòòàëêèâàþùèìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè β ∈ R
è ïàðàìåòðàìè ñäâèãîâ λ > 1.
Òåîðåìà 5.3. Ïðîñòðàíñòâî Tg,k,m èçîìîðôíî R6g+3k+2m−6, êàê âåùåñòâåííîå
ìíîãîîáðàçèå.
Proof. Â êëàññå ñîïðÿæåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (0, 3, 0) èìååòñÿ
ðîâíî îäèí íàáîð (C1, C2, C3) òàêîé ÷òî C1(z) = λ1z, λ1 > 1 è βC2 = 1. Ñîãëàñíî ëåììå
5.7, ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ (C1, C2, C3) ñ òàêèì óñëîâèåì îïèñûâàåòñÿ
÷èñëàìè (λ1, λ2, α), ãäå λ1, λ2 > 1 è

(√
λ1+
√
λ2

1+
√
λ1λ2

)2

< α < 1. Òàêèì îáðàçîì, T0,3,0

ãîìåîìîðôíî R3.
Äîêàæåì òåïåðü, ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè, ÷òî ïðîñòðàíñòâî T0,k,0 ãîìåîìîðôíî

R3k−6. Ñîãëàñíî çàäà÷å 5.12, ïðîñòðàíñòâî T0,k,0 ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì êëàññîâ
ñîïðÿæåííîñòè ïàð ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ {C1, . . . , Ck−2, C

−1} è {C,Ck−1, Ck}. Â
êëàññå ñîïðÿæåííîñòè òàêèõ ïàð èìååòñÿ ðîâíî îäíà ïàðà òàêàÿ, ÷òî C(z) = λz,
λ > 1 è βCk−2

= −1. Ñîãëàñíî ëåììå 5.7, ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ
íàáîðîâ (C,Ck−1, Ck) îïðåäåëÿåòñÿ, ïðè ýòîì, ïîëîæèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè

(αCk−1
, βCk−1

, λCk−1
) ñ îãðàíè÷åíèÿìè

(√
λC+
√
λCk−1

1+
√
λCλCk−1

)2

βCk−1
< αCk−1

< βCk−1
,

λCk−1
> 1. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ çàäàþò îáëàñòü, ãîìåîìîðôíóþ R3. Èñïîëüçóÿ

òåïåðü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, íàõîäèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî T0,k,0 ãîìåîìîðôíî
T0,k−1,0 × R3 = R3k−6.
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Â êëàññå ñîïðÿæåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (1, 1, 0) èìååòñÿ ðîâíî
îäèí íàáîð (A,B,C) òàêîé, ÷òî C(z) = λz, λ > 1 è αB = −1. Ñîãëàñíî ëåììå
5.8, ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ (A,B,C) ñ òàêèì óñëîâèåì îïèñûâàåòñÿ
÷èñëàìè (λ, αA, βA, βB), ãäå −∞ < αA < βB < βA < −1, αA

βA
<
√
λ, βB

−1
<
√
λ

è −βBλ − [(αA + βA)(−1 + βB) − αAβA + βB]
√
λ + αAβA = 0 Òàêèì îáðàçîì, T1,1,0

ãîìåîìîðôíî R3.
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïðîèçâîëüíîãî òèïà (g, k, 0). Ñîãëàñíî

çàäà÷å 5.12, ïðîñòðàíñòâî Tg,k,0 ñîñòîèò èç ñåìåéñòâ, ñîñòîÿùèõ èç êëàññà
ñîïðÿæåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà {C1, . . . , Cg+k} òèïà (0, g + k, 0) è
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ (A1, B1, C1), . . . , (Ag, Bg, Cg) òèïà (1, 1, 0). Ñîãëàñíî
ëåììå 5.8, ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ (A,B,C) òèïà (1, 1, 0) ñ
ïðåäïèñàííûì àâòîìîðôèçìîì C ÷èñëàìè îïèñûâàåòñÿ ÷èñëàìè (αA, βA, αB, βB),
ãäå −∞ < αA < βB < βA < αB < 0, αA

βA
<
√
λ, βB

αB
<
√
λ è

αBβBλ− [(αA + βA)(αB + βB)− αAβA − αBβB]
√
λ+ αAβA = 0 è λ � ïàðàìåòð ñäâèãà

àâòîìîðôèçìà C. Ïðîñòðàíñòâî Tg,k,0 ãîìåîìîðôíî, òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâó
T0,g+k,0 × (R)g ∼= R)6g+3k−6.

Îáùèé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà Tg,k,m ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî è îñòàåòñÿ â êà÷åñòâå
çàäà÷è ñëóøàòåëÿì. �

5.7. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mg,k,m. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî T̃g,k,m âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (g, k,m). Ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð
{A1, B1, ..., Ag, Bg, C1, ..., Cn} ∈ T̃g,k,m ïîðîæäàåò ãðóïïó Γ è, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1,
ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü Λ/Γ ∈ Mg,k,m. Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå Φ̃ : T̃g,k,m → Mg,k,m

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ñîãëàñíî òåîðåìå 5.2.
Ãðóïïà Aut(Λ) äåéñòâóåò íà T̃g,k,m, ïåðåâîäÿ íàáîð {A1, B1, ..., Ag, Bg, C1, ..., Cn}

â ñîïðÿæåííûé íàáîð h{A1, B1, ..., Ag, Bg, C1, ..., Cn}h−1, h ∈ Aut(Λ). Ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî T̃g,k,m/Aut(Λ) ïî îïðåäåëåíèþ ñîâïàäàåò ñ Tg,k,m. Ñîïðÿæåííûì
ïîñëåäîâàòåëüíûì íàáîðàì îòâå÷àþò èçîìîðôíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè.
Îòîáðàæåíèå Φ̃ ïîðîæäàåò, òàêèì îáðàçîì, ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
Φ : Tg,k,m → Mg,k,m. Èññëåäóåì âîïðîñ î òîì, êàêèå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Tg,k,m
ïåðåõîäÿò â îäíó è òó æå ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü P = Λ/Γ.

Ïóñòü Hom(P ) � ãðóïïà àâòîãîìåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòè P è IHom(P ) ⊂ Hom(P )
ïîäãðóïïà àâòîãîìåîìîðôèçìîâ, èçîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó. Ôàêòîð-ãðóïïà
Mod(P ) = Hom(P )/IHom(P ) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êëàññîâ îòîáðàæåíèé. Îíà èãðàåò
âàæíóþ ðîëü â ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè. Â åå òåðìèíàõ ìîæíî äàòü, íàïðèìåð,
êëàññèôèêàöèþ òðåõìåðíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïóñòü òåïåðü P = Λ/Γ � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü òèïà (g, k,m) è T (P )
� ìíîæåñòâî êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðîâ òèïà (g, k,m),
ïîðîæäàþùèõ ôóêñîâó ãðóïïó Γ. Ñòàíäàðòíûå áàçèñû ãðóïïû π1(P, q) è ãðóïïû
π1(P, q′) íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïåðâûé áàçèñ ïåðåõîäèò âî âòîðîé â
ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî íåïðåðûâíîãî èçìåíåíèÿ òî÷êè q. Îáîçíà÷èì ÷åðåç t(P )
ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñòàíäàðòíûõ áàçèñîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû
ïîâåðõíîñòè P . Ëåììà 5.3 è òåîðåìà 5.2 óñòàíàâëèâàþò åñòåñòâåííîå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè T (P ) è t(P ). Ãðóïïà êëàññîâ
îòîáðàæåíèé Mod(P ) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå t(P ) è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâå T (P ).
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Ïóñòü φ ∈ Mod(P ), V ∈ T (P ) è V ′ ∈ T (P ′), ãäå P = Λ/Γ è P ′ = Λ/Γ′.
Ýëåìåíò D ∈ Γ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî
íàáîðà V . Çàìåíèâ ñîìíîæèòåëè ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû
ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà V ′, ïîëó÷èì D′ ∈ Γ′. Ýëåìåíò φ(D) òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà V . Çàìåíèâ ñîìíîæèòåëè
ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà V ′,
ïîëó÷èì ýëåìåíò, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì φ(D′). Ñîîòâåòñòâèå D′ 7→ φ(D′) çàäàåò
äåéñòâèå ãðóïïû Mod(P ) íà T (P ′) è åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïàìè
Mod(P ) è Mod(P ′). Îáîçíà÷èì ãðóïïó, ïîëó÷àþùóþñÿ â ðåçóëüòàòå âñåõ òàêèõ
èçîìîðôèçìîâ, ÷åðåç Modg,k,m.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè

Ëåììà 5.9. Ãðóïïà Modg,k,m åñòåñòâåííî äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå Tg,k,m,
ïðåâðàùàÿ îòîáðàæåíèå Φ : Tg,k,m → Mg,k,m âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
Tg,k,m/Modg,k,m →Mg,k,m.

Ëåììà 5.10. Ãðóïïà Modg,k,m äèñêðåòíî äåéñòâóåò íà Tg,k,m ãëàäêèìè
îòîáðàæåíèÿìè.

Proof. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, ýëåìåíò èç Modg,k,m îïðåäåëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì ýëåìåíòîâ îäíîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà îáðàçóþùèõ â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ äðóãîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà îáðàçóþùèõ.
Ïîýòîìó ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå íîâûé ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð, âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå ñòàðûé ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð ïî íåêîòîðûì
àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äèñêðåòíîñòè äåéñòâèÿ ãðóïïû Modg,k,m íà ìíîæåñòâå T (Λ/Γ)
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî L(Γ) ïàðàìåòðîâ ñäâèãîâ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé èç Γ.
Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî, íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî íàáîð L(Γ) äèñêðåòåí,
íå çàâèñèò îò ïîðîæäàþùåãî ãðóïïó Γ ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàáîðà, íî âû÷èñëÿåòñÿ
÷åðåç åãî ïàðàìåòðû. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî L(Γ) ìàëî ìåíÿåòñÿ ïðè ìàëîì
èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèé ïîñëåäîâàòåëüíûé íàáîð. Òàêèì îáðàçîì,
ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè èç T íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê åå îðáèòû îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû Modg,k,m. �

Òåîðåìà 5.4. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mg,k,m èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó
ñâÿçíîãî âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âèäà R6g+3k+2m−6/Modg,k,m, ãäå
Modg,k,m � äèñêðåòíàÿ ãðóïïà âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

Proof. Ñîãëàñíî ëåììàì 5.9 è 5.10, ìíîæåñòâî Mg,k,m åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ âåùåñòâåííû àíàëèòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Tg,k,m/Modg,k,m. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî
òåîðåìå 5.3 ïðîñòðàíñòâî Tg,k,m èçîìîðôíî R6g+3k+2m−6. �

Çàìå÷àíèå 5.1. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé Mg,0,m èìååò
äàæå åñòåñòâåííóþ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Îñîáåííîñòè Mg,k,m

ñîâïàäàþò ñ ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè, èìåþùèìè íå òðèâèàëüíûå ãîëîìîðôíûå
àâòîìîðôèçìû.
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6. Ãîëîìîðôíûå è ìåðîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû
Íàïîìíèì, ÷òî ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

� ýòî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ëîêàëüíî
äèôôåðåíöèàëîì ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 6.1. Íà âñÿêîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g ≥ 1
ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ èìååò ðàçìåðíîñòü g.

Â ñëó÷àå ðîäà 1 òåîðåìà äîêàçàíà â ëåêöèè î âûïðÿìëåíèè ãëàäêîé ïî÷òè
êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà òîðå. Òåì ñàìûì, áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî g ≥ 2. Ïóñòü Pg �
êîìïàêòíàÿ Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà g ≥ 1. Êàê ïîêàçàíî íèæå, ñïðàâåäëèâîñòü
Òåîðåìû 6.1 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, äîêàçàííîé íèæå.
Òåîðåìà 6.2. Â êàæäîì êëàññå âåùåñòâåííûõ îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà
íà ïîâåðõíîñòè Pg ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë: âåùåñòâåííàÿ
çàìêíóòàÿ 1-ôîðìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ëîêàëüíî äèôôåðåíöèàëîì ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè.
Ïðåäëîæåíèå 6.1. Â ïîñëåäíåé òåîðåìå äëÿ êàæäîãî êëàññà êîãîìîëîãèé
ñîîòâåòñòâóþùèé ãàðìîíè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë åäèíñòâåíåí.
Proof. Ðàçíîñòü äâóõ ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ èç îäíîãî êîãîìîëîãè÷åñêîãî
êëàññà åñòü äèôôåðåíöèàë ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè, à ïîñëåäíÿÿ åñòü êîíñòàíòà ïî Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìà. �

Èçâåñòíî, ÷òî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Âñÿêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ
âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíèìàÿ ÷àñòü
îïðåäåëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé
êîíñòàíòû (ñì. ëåêöèè î òåîðåìå îá óíèôîðìèçàöèè). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà ÿâëÿþòñÿ
ãàðìîíè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëàìè.
Çàìå÷àíèå 6.1. Âñÿêèé ãàðìîíè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé
÷àñòüþ ãîëîìîðôíîãî. Ìíèìàÿ ÷àñòü ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà îïðåäåëÿåòñÿ
ïî âåùåñòâåííîé ÷àñòè îäíîçíà÷íî: ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïðåäûäóùàÿ
àääèòèâíàÿ êîíñòàíòà óáèâàåòñÿ. Ñîîòâåòñòâèå "âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü
ãîëîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà 7→ ìíèìàÿ ÷àñòü" åñòü ëèíåéíàÿ àíòè-èíâîëþöèÿ
J , äåéñòâóþùàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ: J2 = −Id.
Proof. Òåîðåìû 6.1 ïî ìîäóëþ Òåîðåìû 6.2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωh ïðîñòðàíñòâî
âåùåñòâåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ íà ïîâåðõíîñòè Pg. Íà íåì
äåéñòâóåò âûøåóïîìÿíóòàÿ èíâîëþöèÿ J . Ïðîñòðàíñòâî Ωh èìååò ðàçìåðíîñòü 2g
è ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó g äâóìåðíûõ J-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Vj,
j = 1, . . . , g (àíòè-èíâîëþòèâíîñòü). Êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî Vj èìååò áàçèñ èç
äèôôåðåíöèàëîâ ω1,j è ω2,j = Jω1,j. Ïî ïîñòðîåíèþ, äèôôåðåíöèàëû ωj = ω1,j+iω2,j,
j = 1, . . . , g ãîëîìîðôíû è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä C. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âñÿêèé ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ω ÿâëÿåòñÿ èõ C-ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé.
Äåéñòâèòåëüíî ω îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Ïîñëåäíÿÿ
åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áàçèñíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëîâ ωk,j, k = 1, 2,
j = 1, . . . , g, ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èëè ýêâèâàëåíòíî, âåùåñòâåííàÿ
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÷àñòü C-ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôîðì ωj. Ñëåäîâàòåëüíî, ω ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé C-
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé â ñèëó åäèíñòâåííîñòè (ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå). Òåîðåìà
6.1 äîêàçàíà. �
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 6.2. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ êîíôîðìíóþ

ìåòðèêó íà Pg. Èñêîìûé ãàðìîíè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë â äàííîì êîãîìîëîãè÷åñêîì
êëàññå äîëæåí èìåòü ìèíèìàëüíóþ L2-íîðìó.

Ãàðìîíè÷íîñòü ìèíèìèçèðóþùåãî äèôôåðåíöèàëà åñòü âåðñèÿ ñëåäóþùåé
êëàññè÷åñêîé òåîðåìû.
Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü U ⊂ R2 � êîìïàêòíàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, u : U → R
� ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, C2- ãëàäêàÿ â çàìûêàíèè îáëàñòè. Òîãäà äëÿ ëþáîé
C2-ãëàäêîé ôóíêöèè f : U → R, ñîâïàäàþùåé ñ u íà ãðàíèöå ∂U , èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî ∫

U

|| gradu||2dxdy ≤
∫

U

|| grad f ||2dxdy.

Proof. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u ìèíèìèçèðóåò L2-íîðìó ãðàäèåíòà â
ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ôóíêöèé f . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ãðàäèåíò
âñÿêîé ôóíêöèè φ = f − u, ãëàäêîé íà U è îáðàùàþùåéñÿ â íóëü íà ãðàíèöå,
îðòîãîíàëåí gradu. Äåéñòâèòåëüíî, ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ φ gradu ÷åðåç ãðàíèöó
∂U ðàâåí íóëþ, òàê êàê φ∂U = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîòîê ðàâåí

(21)
∫

U

÷(φ gradu)dxdy =

∫

U

(gradφ, gradu)dxdy +

∫

U

φ∆udxdy,

â ñèëó ôîðìóëû Ñòîêñà. Âòîðîé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí íóëþ, â ñèëó
ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè u. Çíà÷èò, ïîñëåäíèå ãðàäèåíòû L2-îðòîãîíàëüíû. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 6.2 ìû äîêàæåì èíâàðèàíòíûé àíàëîã òåîðåìû 6.3
äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíôîðìíîé ìåòðèêè. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé áàçèñ â ïåðâûõ
ãîìîëîãèÿõ ïîâåðõíîñòè èç a- è b-öèêëîâ è ïîñòðîèì ãàðìîíè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëû,
îáðàçóþùèå äâîéñòâåííûé áàçèñ â êîãîìîëîãèÿõ. Äëÿ äàííîãî áàçèñíîãî öèêëà α
èùåì ñîîòâåòñòâóþùèé äâîéñòâåííûé ãàðìîíè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë. Òî÷íåå, èùåì
åãî ïåðâîîáðàçíóþ: ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå â êëàññå îòîáðàæåíèé Pg → S1,
ïåðåâîäÿùèõ öèêë α â îáõîä îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à äðóãèå áàçèñíûå
ãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû � â íóëü. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ãëàäêóþ êîíôîðìíóþ
ìåòðèêó íà Pg è â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå îòîáðàæåíèé áóäåì èñêàòü èíôèíóì L2-
íîðìû ãðàäèåíòà. Âûáåðåì ïîäõîäÿùèì îáðàçîì íîðìèðîâàííóþ ìèíèìèçèðóþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé è ïîêàæåì, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà â íîðìå
Ñîáîëåâà H1 è ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñëàáî ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà ê
íåêîòîðîìó ïðåäåëó u. Ïî ïîñòðîåíèþ, gradu L2-îðòîãîíàëåí ãðàäèåíòó ëþáîé
ãëàäêîé ôóíêöèè. À çíà÷èò, u ãàðìîíè÷ía: âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ H1 íà êîîðäèíàòíîì
äèñêå, ãðàäèåíò êîòîðîé L2-îðòîãîíàëåí ëþáîé ôèíèòíîé ãëàäêîé ôóíêöèè, �
ãàðìîíè÷íà. Ýòî äîêàæåò Òåîðåìó 6.2.

Íåîáõîäèìûé ïîäãîòîâèòåëüíûé ìàòåðèàë (Òåîðåìa 6.3 â èíâàðèàíòíîé ôîðìå,
ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà) áóäåò ïðåäñòàâëåí íèæå.
6.1. Ïîäãîòîâèòåëüíûé ìàòåðèàë 1: Òåîðåìà 6.3 â èíâàðèàíòíîé ôîðìå.
Ïóñòü M � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Ðèìàíîâà ìåòðèêà çàäàåò îòîáðàæåíèå
äâîéñòâåííîñòè, ïåðåâîäÿùåå âåêòîð v ∈ TxM â 1-ôîðìó v∗ ∈ T ∗xM : v∗(w) = (v, w)
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äëÿ ëþáîãî w ∈ TxM . Ãðàäèåíò grad f ôóíêöèè f : M → R � ýòî âåêòîðíîå ïîëå,
äâîéñòâåííîå ê åå äèôôåðåíöèàëó: (grad f, w) = df(w) äëÿ ëþáîãî w ∈ TM .

Ïóñòü v � âåêòîðíîå ïîëå íà M . Äèâåðãåíöèÿ ÷v � ýòî ôóíêöèÿ M → R,
îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü x ∈M , Bε(x) � øàð ìàëîãî ðàäèóñà ε > 0
ñ öåíòðîì â x, Bt

ε(x) � åãî îáðàç ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà ïîëÿ v çà âðåìÿ
t. Ïîëîæèì

÷εv =
d

dt
(
V ol(Bt

ε(x))

V ol(Bε(x))
); ÷(x) = lim

ε→0
÷ε(x).

∆f = ÷ grad f äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : M → R.

Óïðàæíåíèå 6.1. Ïðîâåðèòü, ÷òî
à) äëÿ ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ìåòðèêè ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèÿ è ëàïëàñèàí,

îïðåäåëåííûå âûøå, ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ãðàäèåíòîì, äèâåðãåíöèåé è
ëàïëàñèàíîì;

á) åñëè â íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ñ íà÷àëîì â òî÷êå O ìåòðèêà
ñîâïàäàåò ñ åâêëèäîâîé ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âòîðîãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð, â
ãåîäåçè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ), òî âûøåââåäåííûå äèâåðãåíöèÿ è ëàïëàñèàí â òî÷êå
O çàïèñûâàþòñÿ â ýòèõ êîîðäèíàòàõ êàê ñòàíäàðòíûå.

â) äëÿ ëþáûõ ôóíêöèè φ è âåêòîðíîãî ïîëÿ v èìååò ìåñòî ôîðìóëà
(22) ÷(φv) = (gradφ, v) + φ÷ v.
Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü U ⊂ R2 = C � êîìïàêòíàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé,
g(z)|dz|2 � ïðîèçâîëüíàÿ C3-ãëàäêàÿ êîíôîðìíàÿ ìåòðèêà íà U . Ïóñòü u : U → R
� ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, C2- ãëàäêàÿ â çàìûêàíèè îáëàñòè. Òîãäà äëÿ ëþáîé
C2-ãëàäêîé ôóíêöèè f : U → R, ñîâïàäàþùåé ñ u íà ãðàíèöå ∂U , èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî ∫

U

|| gradu||2dV ol(g) ≤
∫

U

|| grad f ||2dV ol(g)

Çäåñü ãðàäèåíòû âçÿòû îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè g.
Êàê ïîêàçàíî íèæå, Òåîðåìà 6.4 âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé óïðàæíåíèÿ è

ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 6.2. Äëÿ âñÿêîé C2- ãëàäêîé êîíôîðìíîé ìåòðèêè g(z)|dz|2 íà
îáëàñòè â C â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè O ñóùåñòâóåò êîíôîðìíàÿ êîîðäèíàòà
ñ öåíòðîì â òî÷êå O, â êîòîðîé ìåòðèêà ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé åâêëèäîâîé ñ
òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Proof. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî O = 0 ∈ C è g(0) = 1, ïðèìåíÿÿ
êîìïëåêñíîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Èìååì

g(z) = 1 + az + āz̄ +O(|z|2); a =
∂g

∂z
(0) ∈ C.

Èùåì êîíôîðìíóþ çàìåíó êîîðäèíàòû z = z(w) = w + bw2, óáèâàþùóþ ëèíåéíûé
÷ëåí ìåòðèêè. Â íîâîé êîîðäèíàòå ìåòðèêà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(w + bw2)(1 + 2bw)(1 + 2b̄w̄)|dw|2 = (1 + aw + āw̄ + 2bw + 2b̄w̄ +O(|w|2))|dw|2.
Âûáåðåì b = −a

2
. Òîãäà ñóììà ëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ïî w â ïðåäûäóùåé ïðàâîé ÷àñòè

îáðàòèòñÿ â íóëü, è ìåòðèêà çàïèøåòñÿ êàê (1+O(|w|2))|dw|2. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
�
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Proof. Òåîðåìû 6.4. Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 6.3 è
ôîðìóëó (22), ïîëó÷àåì ôîðìóëó (21), ãäå ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèÿ è ëàïëàñèàí
îïðåäåëåíû äëÿ ìåòðèêè g. Ëàïëàñèàí ôóíêöèè u (à çíà÷èò, è âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé
÷àñòè (21)) îáðàùàåòñÿ â íóëü, â ñèëó ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè u, Óïðàæíåíèÿ 6.1
è Ïðåäëîæåíèÿ 6.2. Ýòî äîêàçûâàåò L2-îðòîãîíàëüíîñòü ãðàäèåíòîâ â ïðàâîé ÷àñòè
(21), à âìåñòå ñ íåé è Òåîðåìó 6.4, êàê è â âûøåóïîìÿíóòîì äîêàçàòåëüñòâå. �
6.2. Ïîäãîòîâèòåëüíûé ìàòåðèàë 2: ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà.
Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïóñòü U � êîìïàêòíàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé (âîçìîæíî ïóñòîé)
ãðàíèöåé â ãëàäêîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè. Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H1 = H1(U) �
ýòî çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííûõ ãëàäêèõ ôóíêöèé íà U â íîðìå, êâàäðàò
êîòîðîé ðàâåí

||f ||2H1 = ||f ||2L2(U) + || grad f ||2L2(U).

Ïîäïðîñòðàíñòâî H1
0 = H1

0 (U) ⊂ H1 � ýòî çàìûêàíèå ïðîñòðàíñòâà ôèíèòíûõ
ôóíêöèé â ïðåäûäóùåé íîðìå.
Çàìå÷àíèå 6.2. Â ñëó÷àå, êîãäà íà U çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà,
òî÷íî òàê æå îïðåäåëÿåòñÿ ñîáîëåâñêàÿ íîðìà îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè: ãðàäèåíò
è åãî íîðìà áåðóòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêå. Ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà,
îòâå÷àþùèå äâóì ðàçëè÷íûì ìåòðèêàì íà U , ñîâïàäàþò è ñîîòâåòñòâóþùèå
íîðìû ýêâèâàëåíòíû.
Óïðàæíåíèå 6.2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàäêèõ ôóíêöèé fn,
ñõîäÿùèõñÿ ê f â íîðìå H1, ãðàäèåíòû grad fn ñõîäÿòñÿ â L2 ê âåêòîð-ôóíêöèè,
îáîçíà÷àåìîé grad f è íàçûâàåìîé ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f , è îíà çàâèñèò òîëüêî
îò f à íå îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. (Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó è åå ãðàäèåíò äåéñòâèòåëüíî ðàâåí
grad f ïî÷òè âñþäó. Êðîìå òîãî, grad f åñòü åå ãðàäèåíò â ñìûñëå îáîáùåííûõ
ôóíêöèé.)
Óïðàæíåíèå 6.3. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H1(S1), S1 = R/
2πZ ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ôóíêöèé f ∈ L2(S1), ïðåäñòàâèìûõ ðÿäàìè Ôóðüå
f(x) =

∑
k∈Z fke

ikx, òàêèìè ÷òî ðÿä
∑

k∈Z |fk|2(1 + |k|2) ñõîäèòñÿ. Ñôîðìóëèðîâàòü
è äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèé íà òîðå ëþáîé ðàçìåðíîñòè.
Óïðàæíåíèå 6.4. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ln(− ln |z|), z ∈ C, ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà H1 ôóíêöèé íà äèñêå |z| < 1

2
.

Êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå è óïðàæíåíèå, â îòëè÷èå îò äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿ, ñîáîëåâñêèå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé íåïðåðûâíû è äàæå ã¼ëüäåðîâû.
Ïðåäëîæåíèå 6.3. Ïóñòü f : [0, 1]→ R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, M = ||f ′||L2[0,1]. Òîãäà
(23) |f(x2)− f(x1)| ≤M

√
|x2 − x1| äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ [0, 1].

Proof. Ïîëîæèì x1 = x, x2 = x+ δ, 0 < δ < 1. Èìååì

(24) |f(x2)− f(x1)| ≤
∫ x+δ

x

|f ′(t)|dt ≤
√
δ

∫ x+δ

x

|f ′(t)|2dt ≤M
√
δ.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Íüþòîíà�Ëåéáíèöà. Âòîðîå � èç
íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïðèìåíåííîãî ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ
ôóíêöèé 1 è f ′ â ïðîñòðàíñòâå L2[x, x+ δ]. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �
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Óïðàæíåíèå 6.5. Âûâåñòè èç Ïðåäëîæåíèÿ 6.3, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f èç
ïðîñòðàíñòâà H1[0, 1] èëè H1(S1), S1 = R/Z, ã¼ëüäåðîâà ñ ïîêàçàòåëåì 1

2
è

êîíñòàíòîé Ã¼ëüäåðà ||f ′||L2.
Ïðåäëîæåíèå 6.4. Ïóñòü U � êóá â êîîðäèíàòíîé êàðòå c çàäàííîé ãëàäêîé
ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. Íà ïðîñòðàíñòâå H1

0 ñîáîëåâñêàÿ H1-íîðìà ýêâèâàëåíòíà
L2-íîðìå ãðàäèåíòà. À èìåííî, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c = c(U) > 0, òàêàÿ ÷òî
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H1

0 (U) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
(25) ||f ||2H1 ≤ c|| grad f ||2L2

.

Proof. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü U åäèíè÷íûì êóáîì ñ åâêëèäîâîé
ìåòðèêîé, ñì. Çàìå÷àíèå 6.2. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü êóá äâóìåðíûì:
åäèíè÷íûì êâàäðàòîì U = [0, 1]2. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (25) äëÿ ãëàäêèõ
ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ãðàíèöå êâàäðàòà. Èòàê, ïóñòü f ∈ C∞(U),
f |∂U = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, y) ∈ U

|f(x, y)|2 = |f(x, y)− f(0, y)|2 ≤ |x|||∂f
∂x
||2L2([0,1]×{y}),

ïî Ïðåäëîæåíèþ 6.3. Ñëåäîâàòåëüíî, ||f ||2L2(U) ≤ || grad f ||2L2(U), ïî òåîðåìå Ôóáèíè.
Ýòî äîêàçûâàåò Ïðåäëîæåíèå 6.4 äëÿ c = 2. �
Ïðåäëîæåíèå 6.5. Ïóñòü fn : A → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ ôóíêöèé
íà êîëüöå A = {r1 < |z| < r2} ⊂ C, ãðàäèåíòû êîòîðûõ îãðàíè÷åíû â L2(A).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðóæíîñòåé S1

n ⊂ A ñ öåíòðîì â íóëå,
íà êîòîðûõ êîëåáàíèÿ ôóíêöèé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Òî÷íåå, ñóùåñòâóþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Mn ∈ R, rn ∈ (r1, r2) è êîíñòàíòà M > 0, ïîëîæèì
S1
n = {|z| = rn}, òàêèå ÷òî |fn −Mn||S1

n
≤M .

Proof. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàäèóñîâ rn, òàêèõ ÷òî L2-íîðìû
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé fn|S1

n
îäíîé ïåðåìåííîé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû (òåîðåìà

Ôóáèíè è îãðàíè÷åííîñòü L2-íîðì ãðàäèåíòîâ íà A). Îòñþäà è èç Ïðåäëîæåíèÿ 6.3
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå Ïðåäëîæåíèÿ 6.5. �
Ñëåäñòâèå 6.1. Ïóñòü fn : A → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ ôóíêöèé íà
êîëüöå A = {r1 < |z| < r2} ⊂ C, îãðàíè÷åííûõ â H1(A). Òîãäà ñóùåñòâóþò M > 0 è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn ∈ (r1, r2), ïîëîæèì S1

n = {|z| = rn}, òàêèå ÷òî |fn||S1
n
≤M .

Proof. Cóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rn ∈ (r1, r2), òàêàÿ ÷òî íîðìû ||fn||2H1(S1
n)

ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû (òåîðåìà Ôóáèíè). Îòñþäà
è èç èõ ðàâíîìåðíîé ã¼ëüäåðîâîñòè (Ïðåäëîæåíèå 6.3) ñëåäóåò èõ ðàâíîìåðíàÿ
îãðàíè÷åííîñòü. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �
Ïðåäëîæåíèå 6.6. Ïóñòü f ∈ H1(U), è íà çàìûêàíèè îáëàñòè U âûáðàíà
ãëàäêàÿ êîíôîðìíàÿ ìåòðèêà. Ãðàäèåíò ôóíêöèè f L2-îðòîãîíàëåí ãðàäèåíòó
ëþáîé ôèíèòíîé ãëàäêîé ôóíêöèè (îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêè), åñëè
è òîëüêî åñëè ôóíêöèÿ f ãàðìîíè÷íà.
Proof. Ïóñòü V b U � ïðîèçâîëüíûé äèñê. Åñëè ôóíêöèÿ f ãàðìîíè÷íà, òî åå
ãðàäèåíò îðòîãîíàëåí ãðàäèåíòó ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè ñ íîñèòåëåì â V , â ñèëó
ôîðìóëû (21), ïðèìåí¼ííîé ê V âìåñòî U , è Óïðàæíåíèÿ 6.1. Äîêàæåì îáðàòíîå.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ H1(U) èìååò ãðàäèåíò, îðòîãîíàëüíûé ãðàäèåíòó ëþáîé
ãëàäêîé ôóíêöèè ñ íîñèòåëåì â V . Äîêàæåì, ÷òî îíà ãàðìîíè÷íà. Ðàññìîòðèì
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ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn C∞-ãëàäêèõ ôóíêöèé, ñõîäÿùèõñÿ ê f â H1.
Äëÿ êàæäîãî n ïóñòü un � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà U , ðàâíàÿ fn âíå äèñêà V
è ãàðìîíè÷åñêàÿ âíóòðè íåãî. Ïî ïîñòðîåíèþ, ôóíêöèÿ un êóñî÷íî ãëàäêà è
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H1. Êðîìå òîãî, || gradun||L2 ≤ || grad fn||L2 ïî Òåîðåìå
6.4. Ïîëîæèì χn = fn − un. Ïîêàæåì, ÷òî χn → 0 â ïðîñòðàíñòâå H1. Ôóíêöèè χn
ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó H1

0 , òàê êàê îíè êóñî÷íî-ãëàäêè íà U è ðàâíû íóëþ âíå
V . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé χn ∈ H1

0 îãðàíè÷åíà â íîðìå H1. Äåéñòâèòåëüíî,
èõ ãðàäèåíòû èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå L2-íîðìû, òàê êàê ýòî æå âåðíî äëÿ
ôóíêöèé fn è â ñèëó ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà. Îòñþäà è èç Ïðåäëîæåíèÿ 6.4
ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè χn â ïðîñòðàíñòâå H1. Ïîêàæåì, ÷òî
χn → 0 â H1. Èìååì
|| gradχn||2L2

= (gradχn, grad fn)L2 − (gradχn, gradun)L2 = (gradχn, grad fn)L2 :

ãðàäèåíòû gradχn è gradun îðòîãîíàëüíû, òàê êàê ôóíêöèÿ un ãàðìîíè÷íà â V ,
χn ∈ H1

0 (V ) è ïî Òåîðåìå 6.4. Íàïîìíèì, ÷òî fn → f â H1, è grad f îðòîãîíàëåí
gradχn ∈ H1. Çíà÷èò,

(gradχn, grad fn)L2 = (gradχn, grad(fn − f))L2 → 0 ïðè n→∞,
â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè χn. Èòàê, χn → 0 â H1, à çíà÷èò,
ôóíêöèè un = fn − χn, ãàðìîíè÷åñêèå íà V , ñõîäÿòñÿ ê f â H1(U). Òåïåðü
ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíèå ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â V
(ïîñëå ïåðåõîäà ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè), è òåì ñàìûì, ïðåäåë f ãàðìîíè÷åí
íà V . Äëÿ ëþáîãî ε > 0 cóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðóæíîñòåé S1

n ⊂ V ,
êîíöåíòðè÷íûõ ãðàíèöå ∂V è ε-áëèçêèõ ê íåé, òàêèõ ÷òî ôóíêöèè un|S1

n
ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíû (Ñëåäñòâèå 6.1). Îòñþäà è èç ãàðìîíè÷íîñòè è Ïðèíöèïà Ìàêñèìóìà
ñëåäóåò ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé un íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ
â V , à çíà÷èò, è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîäõîäÿùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ýòî
âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèåì äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå. �

6.3. Ìèíèìèçèðóþùèå ãàðìîíè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëû. Äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìû 6.2. Íàïîìíèì, ÷òî èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â H1(Pg,Z), ñîñòîÿùèé
èç 2g öèêëîâ: "a- è b- öèêëîâ". À èìåííî, ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Pg
êàê ñâÿçíóþ ñóììó ñôåðû è g òîðîâ (ðó÷åê) T2

j , j = 1, . . . , g. Íà êàæäîì
ïîäêëååííîì òîðå T2

j = S1 × S1 ðàññìîòðèì äâå êàíîíè÷åñêèå îáðàçóþùèå aj, bj â
H1(T2

j ,Z), çàäàííûå òðàíñâåðñàëüíûìè S1-ñëîÿìè. Êàíîíè÷åñêèé áàçèñ2 â H1(Pg,Z)
îáðàçîâàí öèêëàìè aj, bj, j = 1, . . . , g. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ðàññìàòðèâàåìûé
áàçèñíûé öèêë α ∈ H1(Pg,Z) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì áàçèñíûì öèêëîì (ôèêñèðóåì
ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ â H1(Pg,Z). Ïî âûøåïðèâåäåííîìó îïðåäåëåíèþ, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü Pg ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñâÿçíîé ñóììû òîðà T2 = S1×S1

è ïîâåðõíîñòè Pg−1 ìåíüøåãî ðîäà òàê, ÷òî öèêë α ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé
îáðàçóþùåé, S1-ñëîåì òîðà, ñì. ðèñ. íèæå. Áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü ïîñòðîåííûé
ïðåäñòàâèòåëü öèêëà α òåì æå ñèìâîëîì α. Ïóñòü W ⊂ T2 � âûêèäûâàåìûé äèñê
ñêëåéêè, îòâå÷àþùèé âçÿòèþ ïðåäûäóùåé ñâÿçíîé ñóììû. Èìååòñÿ íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå Pg → T2, òîæäåñòâåííîå íà T2 \ W è ñõëîïûâàþùåå ïîâåðõíîñòü

2Áîëåå îáùåå, èíâàðèàíòíîå îïðåäåëåíèå êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà a1, . . . , ag, b1, . . . , bg â H1(Pg,Z):
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ýòî áûë êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â ñìûñëå êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû íà H1(Pg,Z),
çàäàííîé èíäåêñîì ïåðåñå÷åíèÿ <,>. À èìåííî, < ai, aj >=< bi, bj >= 0, < ai, bj >= δij äëÿ ëþáûõ
i, j = 1, . . . , g.
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Pg−1 (ñ âûêèíóòûì äèñêîì) íà äèñê W . Åãî êîìïîçèöèÿ ñ ïðîåêöèåé òîðà
T2 → S1 íà îáðàçóþùóþ α, åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå φ : Pg → S1,
ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàþùåå α íà îêðóæíîñòü è çàíóëÿþùåå îñòàëüíûå ýëåìåíòû
ðàññìàòðèâàåìîãî áàçèñà â H1(Pg,Z), ñì. òîò æå ðèñóíîê. Îáîçíà÷èì

Mα = {ψ ∈ C∞(Pg → S1) | ψ ãîìîòîïíî φ}.

      2

α

S    1

P    g

φ

T

Ðèñ. 9. Ïðåäñòàâèòåëü áàçèñíîãî öèêëà α è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
îòîáðàæåíèå φ : Pg → S1

Ôèêñèðóåì ãëàäêóþ êîíôîðìíóþ ìåòðèêó h íà Pg. Áóäåì èñêàòü ãàðìîíè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå â ïðîñòðàíñòâå Mα êàê îòîáðàæåíèå, ìèíèìèçèðóþùåå L2-íîðìó
ãðàäèåíòà:

|| gradψ||2L2
=

∫

Pg
| gradψ|2dV ol → inf; ψ ∈Mα.

Äëÿ ýòîãî ìû ïîêàæåì, ÷òî ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàííàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé ψn ∈ Mα ñõîäèòñÿ (ïîñëå ïåðåõîäà ê
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè), è ïðåäåë � ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Äëÿ íîðìèðîâêè
è èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ìû ðàññìîòðèì íàêðûòèå p : P̃g → Pg ñ öèêëè÷åñêîé
ãðóïïîé íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæäåííîé çàìêíóòîé êðèâîé α êàê
ýëåìåíòîì ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(Pg). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäíÿòèÿ
ψ̃ : P̃g → R îòîáðàæåíèé ψ ∈ Mα. Ïóñòü T : P̃g → P̃g � íàêðûâàþùåå
ïðåîáðàçîâàíèå, îòâå÷àþùåå ïóòè α. Âñÿêîå ïîäíÿòèå ψ̃ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(26) ψ̃(Tx) = ψ̃(x) + 1

è îáðàòíî: âñÿêîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ψ̃ : P̃g → R, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ
(26), ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì îòîáðàæåíèÿ ψ ∈Mα. Îáîçíà÷èì

m = inf{|| gradψ||2L2
| ψ ∈Mα}.

Ïðåäëîæåíèå 6.7. Ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé
ψn ∈Mα è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäíÿòèé ψ̃n, òàêèå ÷òî

|| gradψn||2L2
→ m ïðè n→∞
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è ïîäíÿòèÿ ψ̃n ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå
K b P̃g â ñîáîëåâñêîé íîðìå H1(K).
Proof. Ôèêñèðóåì êîëüöî A ' S1 × [0, 1] ⊂ Pg, ëåæàùåå íà òîðè÷åñêîé ðó÷êå,
ñîäåðæàùåé êðèâóþ α, òàê ÷òîáû êàæäûé åãî S1-ñëîé ïåðåñåêàë α ðîâíî îäèí
ðàç. Îòîæäåñòâèì åãî ñ íåêîòîðûì åãî ôèêñèðîâàííûì ïîäíÿòèåì: êîëüöîì íà
P̃g, äèôôåîìîðôíî ïðîåêòèðóþùåìñÿ íà A. Ïóñòü ψn ∈ Mα � ïðîèçâîëüíàÿ
ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ L2-íîðìû ãðàäèåíòà, ψ̃n � èõ ïîäíÿòèÿ.
Ñóùåñòâóþò c > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîåâ S1

n ⊂ A è ÷èñåë Mn ∈ R, òàêèå
÷òî |ψ̃n − Mn||S1

n
≤ c äëÿ âñåõ n (Ïðåäëîæåíèå 6.5). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Mn = 0, òàê êàê ψ̃n−Mn òàêæå ñóòü ïîäíÿòèÿ ìèíèìèçèðóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ òåìè æå ãðàäèåíòàìè. Èòàê, |ψ̃n||S1

n
< c. Ïóñòü F ⊂ P̃g

� ôóíäàìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äëÿ íàêðûâàþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ T , îãðàíè÷åííàÿ
îêðóæíîñòÿìè S1

n è T (S1
n). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî íå óâåëè÷èâàÿ íîðì ãðàäèåíòîâ

ôóíêöèé ψ̃n, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
(27) |ψ̃n(T k(x))− k| < c′ = 3c+ 2 äëÿ ëþáûõ x ∈ F è k ∈ Z.
Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî (27) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ c′′ = c + 1 âûïîëíåíî ïðè âñåõ
x ∈ S1

n è k ∈ Z, ïî îïðåäåëåíèþ. Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (27) âûïîëíåíî íà T (S1
n), â

ñèëó (26), è òåì ñàìûì, íà âñåé ãðàíèöå ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè F . Äîñòàòî÷íî
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû îíî áûëî âûïîëíåíî íà F ïðè k = 0: òîãäà åãî ñïðàâåäëèâîñòü
ïðè âñåõ k ñëåäóåò èç (26). Îáîçíà÷èì Vn = (ψ̃n|F )−1({|y| > c′}) b F . Åñëè
Vn = ∅, òî íåðàâåíñòâî (27) âûïîëíåíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Vn � ýòî îáúåäèíåíèå
îáëàñòåé, ãäå ëèáî ψ̃n > c′, ëèáî ψ̃n < −c′. Çàìåíèì îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèè ψ̃n
íà ïîñëåäíèå îáëàñòè íà ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíñòàíòó ±c′. Ìû ïîëó÷èì êóñî÷íî-
ãëàäêóþ ôóíêöèþ χn, íîðìà ãðàäèåíòà êîòîðîé ìåíüøå íîðìû ãðàäèåíòà èñõîäíîé
ôóíêöèè ψ̃n íà íåêîòîðîå εn > 0. Ñãëàæèâàíèåì ôóíêöèé χn íà ãðàíèöàõ, òàê
÷òîáû íîðìà ãðàäèåíòà âîçðîñëà íå áîëåå ÷åì íà εn, ïîëó÷èì èñêîìóþ íîâóþ
ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ ôóíêöèé ψ̃n, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó (27). L2-íîðìû èõ ãðàäèåíòîâ íà êîìïàêòàõ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû
ïî ïîñòðîåíèþ, à L2-íîðìû ñàìèõ ôóíêöèé íà êîìïàêòàõ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû,
êàê è ñàìè ôóíêöèè (íåðàâåíñòâî (27)). Òåì ñàìûì, ïîñòðîåíà ìèíèìèçèðóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäíÿòèé, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ â ñîáîëåâñêîé íîðìå íà
êîìïàêòàõ. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �
Ñëåäñòâèå 6.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ̃n èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ (ïîñëå
ïåðåõîäà ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ñëàáî ñõîäèòñÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H1(K) íà êàæäîì êîìïàêòå K b P̃g ê ôóíêöèè ũ : P̃g → R, H1-ñîáîëåâñêîé íà
êîìïàêòàõ. Ïðåäåë ũ ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ñîáîëåâñêîãî îòîáðàæåíèÿ u : Pg → S1,
ìèíèìèçèðóþùåãî L2-íîðìó ãðàäèåíòà: || gradu||2L2

= m.
Proof. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ũn â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H1 ñëåäóåò èç å¼ îãðàíè÷åííîñòè. Ïîñëåäíÿÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, âûòåêàåò
èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. Íîðìà ãðàäèåíòà ñëàáîãî ïðåäåëà íå ïðåâîñõîäèò
íèæíåãî ïðåäåëà íîðì ãðàäèåíòîâ, ò.å. m. Ñëàáûé ïðåäåë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(26), êàê è ñõîäÿùèåñÿ ôóíêöèè (ñëåäóåò èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïî îïðåäåëåíèþ).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì ñîáîëåâñêîãî îòîáðàæåíèÿ u : Pg → S1,
ìèíèìèçèðóþùåãî íîðìó ãðàäèåíòà. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �
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Ïðåäëîæåíèå 6.8. Ãðàäèåíò îòîáðàæåíèÿ u èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ L2-
îðòîãîíàëåí ãðàäèåíòó âñÿêîé ãëàäêîé ôóíêöèè Pg → R ñ íîñèòåëåì â
ïðîèçâîëüíîì êîîðäèíàòíîì äèñêå.
Proof. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f : Pg → R ñ
íîñèòåëåì â êîîðäèíàòíîì äèñêå, òàêàÿ ÷òî (gradu, grad f) < 0. Èìååì

|| grad(u+ εf)||2L2
= m2 + ε(gradu, grad f) +O(ε2) < m2 ïðè ìàëûõ ε > 0.

Òåì ñàìûì, ìû ïîñòðîèëè ñîáîëåâñêîå îòîáðàæåíèå u + εf : Pg → S1,
íîðìà ãðàäèåíòà êîòîðîãî ìåíüøå m. Îíî ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ãëàäêèì
îòîáðàæåíèåì χ, óäîâëåòâîðÿþùèì òîé æå îöåíêå, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà
Ñîáîëåâà. Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå χ ïðèíàäëåæèì ïðîñòðàíñòâó Mα è èìååò
íîðìó ãðàäèåíòà ìåíüøåm. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå. �

Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå u : Pg → S1 â Ñëåäñòâèè 6.2 ãàðìîíè÷íî (Ïðåäëîæåíèÿ
6.6 è 6.8). Åãî ïîäíÿòèå òàêæå ãàðìîíè÷íî è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (26), ïî
ïîñòðîåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, u ∈Mα. Òåîðåìà 6.2 äîêàçàíà.

6.4. Ìåðîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû. Òåïåðü ìû äîêàæåì ñëåäóþùèå äâå
òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ìåðîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ (ò.å. 1-ôîðì).
Òåîðåìà 6.5. Íà ëþáîé çàìêíóòîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò
ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
ïîâåðõíîñòè. Ïîðÿäîê ïîëþñà ìîæåò áûòü ëþáûì ÷èñëîì, áîëüøèì 1.
Òåîðåìà 6.6. Íà ëþáîé çàìêíóòîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò
ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ñ äâóìÿ ïðîñòûìè ïîëþñàìè â äâóõ ïðîèçâîëüíûõ
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè.
Óïðàæíåíèå 6.6. Äîêàçàòü îáå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ òîðà: äàòü ïðÿìîå
äîêàçàòåëüñòâî.
Proof. Òåîðåìû 6.5. Ïóñòü Pg � çàìêíóòàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî åå ðîä g íå ìåíüøå 2 (ñì. ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå). Ïóñòü O ∈ Pg, z � ëîêàëüíàÿ
ãîëîìîðôíàÿ êîîðäèíàòà ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Pg ñîäåðæèò
çàìêíóòûé åäèíè÷íûé äèñê â êîîðäèíàòå z. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå k ≥ 1. Ìû
ïîñòðîèì ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ u : Pg \ O → R, òàêóþ ÷òî u(z) = Re( 1

zk
) + O(1)

â îêðåñòíîñòè òî÷êè O ïðè z → 0. Èñêîìûé ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë áóäåò
ãîëîìîðôíûì äèôôåðåíöèàëîì ω íà Pg \ O, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâíà
du. Îí ñóùåñòâóåò è èìååò âèä ω = ( k

zk+1 + O(1))dz â îêðåñòíîñòè òî÷êè O, â ñèëó
Çàìå÷àíèÿ 6.1 è ëîêàëüíîãî âèäà ôóíêöèè u.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ur : Pg \ Dr → R ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ íà äîïîëíåíèè
äèñêà ðàäèóñà r, íåïðåðûâíóþ âïëîòü äî ãðàíèöû è ðàâíóþ Re( 1

zk
) íà ãðàíèöå.

Ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé ur ñëåäóåò èç Òåîðåìû 3.8, ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
îá óíèôîðìèçàöèè. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ àääèòèâíûõ êîíñòàíò ê
ôóíêöèÿì ur è ïåðåõîäà ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñõîäÿùèõñÿ ê èñêîìîé ôóíêöèè u.
Ïðåäëîæåíèå 6.9. Ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòâî ÷èñåë Mr ∈ R, ÷òî ïîñëå
ïåðåõîäà ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn → 0 ôóíêöèè urn −Mrn ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ
íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â Pg \O.
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Proof. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ êîíôîðìíóþ ìåòðèêó h íà ïîâåðõíîñòè
Pg\O, êîòîðàÿ â åäèíè÷íîì êîîðäèíàòíîì äèñêå èìååò âèä |z|−2(k+1)|dz|2. Äëÿ ëþáîãî
r > 0 îáîçíà÷èì

Pg(r) = Pg \Dr, Ar = {r < |z| < 1} ⊂ Pg(r).
Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ur ìèíèìèçèðóåò L2-íîðìó ãðàäèåíòà íà îáëàñòè Pg(r)
îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè h â êëàññå ãëàäêèõ ôóíêöèé, ðàâíûõ Re( 1

zk
) íà ãðàíèöå. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ f(z) = Re( 1
zk

) ãëàäêà è èìååò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå
L2-íîðìû ãðàäèåíòîâ íà êîëüöàõ Ar, ïî îïðåäåëåíèþ è â ñèëó âûáîðà ìåòðèêè, è
|f ||∂D1 ≤ 1. Ôóíêöèÿ f î÷åâèäíûì îáðàçîì ãëàäêî ïðîäîëæàåòñÿ íà äîïîëíåíèå
Pg(1) = Pg(r) \ Ar ñ ðàâíîìåðíûìè îöåíêàìè íà íîðìó ãðàäèåíòà (ðàçáèåíèå
åäèíèöû). Íîðìû ãðàäèåíòîâ ôóíêöèé ur íà Pg(r) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òàê
êàê íå ïðåâîñõîäÿò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ íîðì ãðàäèåíòîâ grad f (Òåîðåìà
6.4). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò c = c(ε) > 0 è ñåìåéñòâî
÷èñåë Mr = Mr(ε) ∈ R, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî r < ε

2
ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü

S1
r ⊂ { ε2 < |z| < ε} ñ öåíòðîì â íóëå, òàêàÿ ÷òî |ur|S1

r
− Mr| < c (Ïðåäëîæåíèå

6.5). À çíà÷èò,
(28) |ur(x)−Mr| < c äëÿ ëþáîãî x ∈ Pg(ε),
ïî Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ÷èñåë
Mr ∈ R, òàêîå ÷òî ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè vr = ur − Mr ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíû íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â Pg \ O. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
äàííîãî ε ñîîòâåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî êîíñòàíò Mr(ε) îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ñ
òî÷íîñòüþ ïðèáàâëåíèÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ êîíñòàíò, è ïîýòîìó, äëÿ ëþáûõ
äâóõ ðàçëè÷íûõ ε ñîîòâåòñòâóþùèå Mr îòëè÷àþòñÿ íà äîáàâêó, ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííóþ ïî r. Èòàê, ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn → 0, ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé vrn , ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà
êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ. �

Îáîçíà÷èì
u = lim

n→∞
vrn .

Ôóíêöèÿ u ãàðìîíè÷íà íà Pg \ O, êàê è ôóíêöèè vn. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ u
èìååò òðåáóåìóþ àñèìïòîòèêó â òî÷êå O. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñïîìàãàòåëüíûå
ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

χn(z) = vrn(z)− Re(
1

zk
) +Mrn(ln rn)−1 ln |z|, z ∈ Arn .

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè vrn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ
â ïðîêîëîòîé ïîâåðõíîñòè: â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò c > 0, òàêîå ÷òî |vrn ||∂D1 < c äëÿ
âñåõ n. Ôóíêöèè χn|∂Arn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû:

|χn(z)|||z|=1 = |vrn(z)− Re(
1

zk
)| ≤ c+ 1;

χn(z)||z|=rn = urn(z)−Mrn +Mrn − Re(
1

zk
) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, |χn|Arn ≤ c + 1 (Ïðèíöèï Ìàêñèìóìà), è ïîñëå ïåðåõîäà
ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ôóíêöèè χn ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâàõ â D1 \ 0 ê îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè χ, ãàðìîíè÷åñêîé â äèñêå D1 ïî
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òåîðåìå îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè. Èòàê, ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî

vrn → u, χn = vrn − Re(
1

zk
) +Mrn(ln rn)−1 ln |z| → χ,

ãäå χ � îãðàíè÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mrn(ln rn)−1 ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ïðåäåëó L, è

(29) u(z) = Re(
1

zk
)− L ln |z|+ χ(z).

Ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ω íà Pg \ O, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâíà du, �
ýòî èñêîìûé ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë3 Òåîðåìà 6.5 äîêàçàíà. �
Proof. Òåîðåìû 6.6. Âûáåðåì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè A 6= B ∈ Pg è äîêàæåì
ñóùåñòâîâàíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u íà Pg \ {A,B} ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè
îñîáåííîñòÿìè â òî÷êàõ A è B, òàêèìè êàê ó ôóíêöèè Ãðèíà, óìíîæåííîé
íà êîíñòàíòó. Èñêîìûé ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë áóäåò ãîëîìîðôíûì
äèôôåðåíöèàëîì íà ïðîêîëîòîé ïîâåðõíîñòè, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîãî åñòü du.

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè u àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 6.5. Ââåäåì
äâå ëîêàëüíûå ãîëîìîðôíûå êîîðäèíàòû z, w ñ öåíòðîì â òî÷êàõ A è B,
ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî ïîâåðõíîñòü Pg ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùèå çàìêíóòûå
åäèíè÷íûå êîîðäèíàòíûå äèñêè, è ïîñëåäíèå íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äëÿ ëþáîãî r > 0
îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç Dr(A), Dr(B) ⊂ Pg äèñêè ðàäèóñà r ñ öåíòðàìè
A è B â ïðåäûäóùèõ êîîðäèíàòàõ è ïîëîæèì Pg(r) = Pg \ (Dr(A) ∪ Dr(B)). Äëÿ
ëþáîãî ìàëîãî r > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç ur : Pg(r) → R � ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ
ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè

ur|∂Dr(A) = − ln r, ur|∂Dr(B) = ln r.

Ðàññìîòðèì ìåòðèêó 1
|z|2 |dz|2, 1

|w|2 |dw|2 â åäèíè÷íûõ äèñêàõ ñ öåíòðàìè A è B

è ïðîäîëæèì åå äî ãëàäêîé êîíôîðìíîé ìåòðèêè íà ïðîêîëîòîé ïîâåðõíîñòè
Pg \ {A,B}. Ãðàäèåíòû ôóíêöèé ur â ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêå èìåþò ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííûå L2-íîðìû íà Pg(r), êàê è â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 6.5. Òî÷íî òàê
æå ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî êîíñòàíò Mr ∈ R, òàêîå ÷òî ãàðìîíè÷åñêèå
ôóíêöèè vr = ur − Mr ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â
ïðîêîëîòîé ïîâåðõíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rn → 0
ôóíêöèè vrn ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ ê ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè u : Pg \ {A,B} → R. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë èìååò ëîãàðèôìè÷åñêèå
îñîáåííîñòè â òî÷êàõ A è B. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ òî÷êè A (ñëó÷àé òî÷êè
B ñèììåòðè÷åí). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñïîìàãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

χn(z) = vrn(z) + cn ln |z| = urn(z)−Mrn + cn ln |z|, cn = Mrn(ln rn)−1 + 1.

Èõ îãðàíè÷åíèÿ íà êîëüöà Arn = {rn < |z| < 1} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ïî
Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìà è òàê êàê

χn||z|=rn = − ln rn −Mrn + (Mrn(ln rn)−1 + 1) ln rn = 0; χn||z|=1 = vrn ,

à ôóíêöèè vrn||z|=1 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî ïîñòðîåíèþ. Èòàê, íà êîëüöàõ
Arn , èñ÷åðïûâàþùèõ ïðîêîëîòûé äèñê ñ öåíòðîì A, ôóíêöèÿ vrn ðàâíà −cn ln |z|,

3Ôóíêöèÿ u òàêæå ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé, òàê êàê íà ñàìîì äåëå, L = 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ω èìåë áû íåíóëåâîé âû÷åò â ñâîåì åäèíñòâåííîì ïîëþñå, ÷òî íå âîçìîæíî: ñóììà âû÷åòîâ
ìåðîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè âñåãäà ðàâíà íóëþ.
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ñ òî÷íîñòüþ äî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé äîáàâêè χn. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
cn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, â ñèëó ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ è ðàâíîìåðíîé
îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé vrn íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ.
Òåì ñàìûì, ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî cn → c ∈ R ïðè
n → ∞. Ïî ïîñòðîåíèþ, u(z) = −c ln |z| + χ(z), ãäå χ � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè A, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 6.5. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî
â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëüöàõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè B ôóíêöèÿ vrn ðàâíà (2− cn) ln |z| ñ
òî÷íîñòüþ äî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé äîáàâêè, è u(z) = (2− c) ln |z|+ χ̃(z), ãäå χ̃ �
ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè B. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë
c è c − 2 îòëè÷íî îò íóëÿ: ïóñòü c 6= 0. Ïóñòü ω � ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë íà
ïðîêîëîòîé ïîâåðõíîñòè ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ du. Ïî ïîñòðîåíèþ, îí ìåðîìîðôåí
íà ïîâåðõíîñòè Pg, èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå A ñ âû÷åòîì −c è ïîëþñ
íå áîëåå ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå B ñ âû÷åòîì 2 − c. Ñóììà âû÷åòîâ äîëæíà áûòü
ðàâíà íóëþ, òàê êàê ïîâåðõíîñòü êîìïàêòíà. Çíà÷èò, c = 1, è äèôôåðåíöèàë ω èìååò
ïðîñòûå ïîëþñà â îáåèõ òî÷êàõ A è B ñ âû÷åòàìè ±1. Òåîðåìà 6.6 äîêàçàíà. �

7. Êîìïëåêñíûå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå.

7.1. Îò àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ê ðèìàíîâûì ïîâåðõíîñòÿì. Íà ïåðâîé
ëåêöèè ìû îáñóæäàëè, ÷òî êàæäîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü. Îáñóäèì ýòî ñîîòâåòñòâèå áîëåå ïîäðîáíî.

Îòâå÷àþùåå ìíîãî÷ëåíó F (z, w) ìíîæåñòâî òî÷åê PF = {((z, w) ∈ C2|F (z, w) = 0}
íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé àôôèííîé êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé.

Äëÿ ïëîñêîé àôôèííîé êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé âûïîëíÿåòñÿ
ãîëîìîðôíûé ãîëîìîðôíûé àíàëîã òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.
Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü F (z0, w0) = 0 è ∂F

∂w
(z0, w0) 6= 0. Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè

z0 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà îäíîëèñòíàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ w = w(z) òàêàÿ
÷òî w0 = w(z0) è F (z, w(z)) = 0.
Proof. Ïóñòü z = x+iy, w = u+iv, F = f+ih. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ F (z0, w)
êàê îòîáðàæåíèå (u, v) 7→ (f, h), òî åå ÿêîáèàí èìååò âèä

det

(
∂f
∂u

∂f
∂v

∂g
∂u

∂g
∂v

)
= det

(
∂f
∂u
− ∂g
∂u

∂g
∂u

∂f
∂u

)
=
∣∣∣∂F
∂w

∣∣∣
2

è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ðàâåí 0 â òî÷êå w0. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîì
îòîáðàæåíèè, â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ñóùåñòâóþò ôóíêöèè u = u(z) = u(x, y)
è v = v(z) = v(x, y) òàêèå ÷òî F (z, w(z, z̄)) = F (z, w(x, y)) = 0. Êðîìå òîãî
0 = ∂F

∂z̄
= ∂F

∂z
∂z
∂z̄

+ ∂F
∂w

∂w
∂z̄

= ∂F
∂w

∂w
∂z̄
. Íåðàâåíñòâî ∂F

∂w
6= 0 âëå÷åò ∂w

∂z̄
= 0 è, çíà÷èò,

ôóíêöèÿ w(z) ãîëîìîðôíà. �
Ñëåäñòâèå 7.1. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè (z0, w0), ãäå ∂F

∂w
(z0, w0) 6= 0,

îòîáðàæåíèå z 7→ (z, w(z))) çàäàåò ëîêàëüíóþ êàðòó íà PF . Ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ êàðò îáðàçóåò ãîëîìîðôíûé àòëàñ íà ìíîæåñòâå PF − Σw, ãäå
Σw = {(z, w) ∈ PF |∂F∂w (z, w) 6= 0}

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûé àòëàñ ëîêàëüíûõ êàðò íà
PF − Σz, ãäå Σz = {(z, w) ∈ PF |∂F∂z (z, w) 6= 0}
Çàäà÷à 7.1. Äîêàçàòü, ÷òî ýòè àòëàñû ýêâèâàëåíòíû íà PF − (Σz

⋃
Σw).
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Êðèâàÿ PF íàçûâàåòñÿ íåîñîáîé, åñëè |∂F
∂x

(z, w)| + |∂F
∂y

(z, w)| > 0 äëÿ âñåõ
{(z, w) ∈ C|F (z, w) = 0}. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîåííûå âûøå àòëàñû
çàäàþò íà PF ñòðóêòóðó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ìíîãîîáðàçèå PF , îäíàêî, íå
êîìïàêòíî. Íè ê îäíîé èç åå òî÷åê íå ñõîäèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{(zn, wn) ∈ C|F (zn, wn) = 0}, ãäå zn → ∞. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîìïàêòèôèöèðîâàòü
ìíîæåñòâî PF ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êîíòóðîâ cR = {z ∈ C||z| > R}, ãäå ÷èñëî
R áîëüøå ìîäóëÿ ëþáîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè h(z, w) = z íà PF .
Ìíîæåñòâî h−1(cR), áåç âåòâëåíèé íàêðûâàåò öèëèíäð cR. Ïðîäîëæèì ýòî íàêðûòèå
äî îòîáðàæåíèÿ f−1(cR) ∪ D → cR ∪ ∞, äîáàâèâ ïî òî÷êå ê êàæäîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà h−1(cR). Ýòî ïðîäîëæåíèå âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì h ïîðîæäàåò
îòîáðàæåíèå h̃ : P → C êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè P̄F = PF

⋃
D íà ñôåðó Ðèìàíà.

Çàäà÷à 7.2. Äîêàçàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü P F îáëàäàåò ñòðóêòóðîé êîìïàêòíîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî êîòîðîé h̃ � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå.
Çàäà÷à 7.3. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(z, w) ïîðîæäàåò
ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ íà P F .

Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü P F íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ ìíîãî÷ëåíà F
Ñîâîêóïíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, ïîðîæäàþùèõ îäíó è òó æå ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü
íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè îòâå÷àåò íåêîòîðàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ.

7.2. Ìåðîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëû. Ìåðîìîðôíûì äèôôåðåíöèàëîì íà
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè P íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà
ëîêàëüíûõ êàðòàõ ω = {fα : Uα → C|α ∈ A} òàêîå, ÷òî fα

fβ
= (zβz

−1
α )′zα íà

Uα
⋂
Uβ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ñîãëàñîâàííûì îáðàçîì

ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ëîêàëüíîé êàðòå (Uα, zα) ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë
fαdzα òàê, ÷òî fαdzα = fβdzβ íà Uα

⋃
Uβ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìåðîìîðôíûå

äèôôåðåíöèàëû (êàê è ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè) îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Çàäà÷à 7.4. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ìåðîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà çàâèñèò
ëèøü îò ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî ýêâèâàëåíòíîãî
ãîëîìîðôíîãî àòëàñà ëîêàëüíûõ êàðò {(Vβ, wβ)|β ∈ B} ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííûé ãîëîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë hαdwα òàêîé ÷òî fα

hβ
= (wβz

−1
α )′zα íà

Uα
⋂
Vβ.

Åñëè fα(p) =
∑∞

i=k ai(zα(p))i, ak 6= 0 è k < 0, òî òî÷êà p íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì
ìåðîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà ω, à ÷èñëî −k � ïîðÿäêîì ïîëþñà. Ìåðîìîðôíûé
äèôôåðåíöèàë áåç ïîëþñîâ íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíûì äèôôåðåíöèàëîì.
Çàäà÷à 7.5. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëþñîâ ìåðîìîðôíîãî äèôôåðåíöèàëà
è èõ ïîðÿäêè íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå ãîëîìîðôíîãî àòëàñà ëîêàëüíûõ êàðò íà
ýêâèâàëåíòíûé.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, äîêàçàííóþ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå
Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà g. Òîãäà: 1)
íà P ñóùåñòâóåò g ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëîâ; 2) äëÿ
ëþáîé òî÷êè p ∈ P è öåëîãî k > 1 ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë ñ

54



åäèíñòâåííûì ïîëþñîì ïîðÿäêà k â òî÷êå p; 3) äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê p1 6= p2 ∈ P
ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë, èìåþùèé â òî÷êàõ p1 è p2 ïîëþñà ïåðâîãî
ïîðÿäêà è íå èìåþùèé äðóãèõ ïîëþñîâ.
Çàäà÷à 7.6. Äîêàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë, îïèñàííûé â ïóíêòå 2),
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ( 1

zk
+
∑∞

i=1 aiz
i)dz äëÿ íåêîòîðîé ëîêàëüíîé êàðòû z â

îêðåñòíîñòè òî÷êè p.

Çàäà÷à 7.7. Ðàññìîòðèì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü PF = {(x, y) ∈ C2|F (x, y) = 0}
ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé F (x, y) = y2−(x2m+1 +a2mx

2m+ ...+a1x+a0). Äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ôîðìóëà ω = g(x)dx

y
îïèñûâàåò ìåðîìîðôíûé

äèôôåðåíöèàë íà PF . Íàéòè ïîëþñà ýòîãî äèôôåðåíöèàëà è èõ ïîðÿäêè.

7.3. Îò ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ê àëãåáðàè÷åñêèì êðèâûì.
Ëåììà 7.1. Ïóñòü f, h : P → C � ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ñòåïåíè n íà ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè P . Òîãäà ñóùåñòâóþò ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè rk : C → C(k = 1, ..., n)
òàêèå, ÷òî fn + r1(h)fn−1 + ...+ rn−1(h)f + rn(h) = 0 íà P .
Proof. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè σk(x1, ..., xn) = (−1)k

∑
i1<i2<...<ik

xi1xi2 ...xik .
Äëÿ z ∈ C è

⋃
pi(z) = h−1(z) ïîëîæèì rk(z) = σk(f(p1(z)), ..., f(pn(z))).

(Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ïîñêîëüêó σk(f(p1(z)), ..., f(pn(z)))
íå çàâèñèò îò íóìåðàöèè òî÷åê ìíîæåñòâà h−1(z).) Òîãäà
rk(h(p)) = σk(f(p1(h(p))), ..., f(pn(h(p)))). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå
Âèåòà, (fn + r1(h)fn−1 + ... + rn−1(h)f + rn(h))(p) = (f(p) − f(p1(h(p))))
(f(p)− f(p2(h(p))))...(f(p)− f(pn(h(p)))) = 0 ïðè p ∈ P . �

Ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ F (z, w) íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì, åñëè
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè
ïî z, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò w.
Çàäà÷à 7.8. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîì ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íåîñîáîãî
ïðèâîäèìîãî ïîëèíîìà íåñâÿçíà.
Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü z : P → C � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà ñâÿçíîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè P . Òîãäà ñóùåñòâóþò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f : P → C è
íåïðèâîäèìûé íåîñîáûé ïîëèíîì F (x, y) òàêèå, ÷òî F (f, z) = 0 íà P .
Proof. Ïóñòü n � ñòåïåíü ôóíêöèè z è z0 ∈ C � åå íåêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Òîãäà
z−1(z0) = ∪ni=1pi, ãäå pi 6= pj ïðè i 6= j. Ðàññìîòðèì ìåðîìîðôíûé äèôôåðåíöèàë
ωi, ãîëîìîðôíûé âíå pi è ðàâíûé ( 1

(z−z0)2 +
∑∞

n=0 ai,n(z− z0)n)dz â îêðåñòíîñòè òî÷êè
pi. Ðàññìîòðèì ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ f(p) = (z(p) − z0)2(c1

ω1

dz
+ ... + cn

ωn
dz

), ãäå
ci 6= cj. Òîãäà f(pi) = ci. Ðàññìîòðèì, ñóùåñòâóþùèé ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé ëåììå,
ìíîãî÷ëåí F (x, y) ñòåïåíè n ïî x òàêîé ÷òî F (f, z) = 0 íà P .

Äîêàæåì ,÷òî îí íåïðèâîäèì. Ïóñòü F = F 1F 2, ãäå F 1(x, y) è F 2(x, y)
� ìíîãî÷ëåíû ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè ïî x, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò y. Ïðåäïîëîæèì ÷òî F 1(f(p1), z(p1)) = 0.
Ðàññìîòðèì îïðåäåëåííóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ôóíêöèþ H(u) òàêóþ, ÷òî
H(f(p)) = z(p) â îêðåñòíîñòè òî÷êè p1. Òîãäà F 1(u,H(u)) = 0.

Ðàññìîòðèì ïóòü Γi ∈ P , ñîåäèíÿþùèé òî÷êè p1 è pi. Ïîëîæèì γi = f(Γi) è
ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè H(u) âäîëü ïóòè γi. Â ðåçóëüòàòå
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â îêðåñòíîñòè òî÷êè ci = f(pi) ìû ïîëó÷àåì ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ H̃(ũ) òàêóþ ÷òî
F1(ũ, H̃(ũ)) = 0, îòêóäà F1(ci, z0) = F1(f(pi), z(pi)) = 0. Òàêèì îáðàçîì ìíîãî÷ëåí
F 1(x, y) ñòåïåíè n ïî x è ñëåäîâàòåëüíî ìíîãî÷ëåí F 2(x, y) ñòåïåíè 0 ïî x. �
Çàäà÷à 7.9. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëèíîì F (x, y) íåîñîáûé äëÿ íàáîðà ÷èñåë {ci} îáùåãî
ïîëîæåíèÿ.
Ñëåäñòâèå 7.2. Âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ íåêîòîðîé íåîñîáîé íåïðèâîäèìîé ïëîñêîé àôôèííîé
êîìïëåêñíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé.

7.4. Ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 7.4. Ïóñòü P � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà F (x, y)
è h : P → C � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ
R(x, y) òàêàÿ, ÷òî h(p) = R(x(p), y(p)).
Proof. Ïóñòü x0 ∈ C è h−1(x0) = ∪ni=1pi, ãäå pi 6= pj ïðè i 6= j. Ðàññìîòðèì
Φ(y) = Φx0(y) = F (x0, y) = (y − y(p1))...(y − y(pn)). Ìíîãî÷ëåíû Φ(y) è Φ′(y)
âçàèìíî ïðîñòû ââèäó íåïðèâîäèìîñòè F . Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû
H(y) = Hx0(y) è L(y) = Lx0(y) òàêèå ÷òî HΦ′ + LΦ = 1 è, â ÷àñòíîñòè,
H(y(pi))Φ

′(y(pi)) = 1. Ïîëîæèì G(y) = Gx0(y) = ( h(p1)
y−y(p1)

+ ... + h(pn)
y−y(pn)

)Φ(y). Òîãäà
h(pi) = G(y(pi))

Φ′(y(pi))
= H(y(pi))G(y(pi))

H(y(pi))Φ′(y(pi))
= G(y(pi))H(y(pi)). Ôóíêöèè Gx0 è Hx0 ÿâëÿþòñÿ

ìíîãî÷ëåíàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè, ðàöèîíàëüíî çàâèñÿùèìè îò x0. Òàêèì îáðàçîì
ôóíêöèÿ R(x, y) = Gx(y)Hx(y) ðàöèîíàëüíà. Êðîìå òîãî h(p) = R(x(p), y(p)). �

Ðàññìîòðèì àëãåáðó M íàä C, ñâîáîäíî ïîðîæäåííóþ (ìóëüòèïëèêàòèâíûìè)
îáðàçóþùèìè x è y. Åå ýëåìåíòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïëåêñíûå
ìíîãî÷ëåíû F (x, y). Êàæäûé èç íèõ ïîðîæäàåò èäåàë I(F ). Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû
ñëåäóåò.
Ñëåäñòâèå 7.3. Ïîëå M(P ) ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
P åñòåñòâåííî èçîìîðôíî ïîëþ M(F ) = M/I(F ), ãäå F (x, y) � íåïðèâîäèìûé
ìíîãî÷ëåí, ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî èçîìîðôíà P . Èäåàë I(F )
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ïðè ýòîì ñ èäåàëîì I(P ) ⊂ M ìíîãî÷ëåíîâ, ïîðîæäàþùèõ íà
P íóëåâóþ ôóíêöèþ.
Ñëåäñòâèå 7.4. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí F (x, y) ïîðîæäàåò ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå
P̄F .
Proof. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü P = P̄F ðàñïàäàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
P1 = P̄F1 è P2 = P̄F2 . Êàê óæå äîêàçàíî ïîëåM(Pi) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîëåìM(Fi),
ãäå Fi � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Èäåàë I(Fi) ñîâïàäàåò ñ èäåàëîì ìíîãî÷ëåíîâ,
ïîðîæäàþùèõ íà Pi íóëåâóþ ôóíêöèþ. Ñëåäîâàòåëüíî I(F ) ⊂ I(Fi) è F = GiFi, ãäå
Gi ∈M(F ). Òàêèì îáðàçîì F = GF1F2 ãäå G ∈M(F ). �
Çàäà÷à 7.10. Äîêàæèòå, êàòåãîðèÿ ñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé èçîìîðôíà
êàòåãîðèè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ F (x, y) íàä C ãäå ìîðôèçìû ïîðîæäàþòñÿ
ðàöèîíàëüíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ z 7→ z̃(z, w), w 7→ w̃(z, w).

Êàòåãîðèÿ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæåò èññëåäîâàòüñÿ ÷èñòî
àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Òàêèì îáðàçîì ìíîãèå ãåîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î
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ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ.
Â ýòîé ôîðìóëèðîâêå ìíîãèå ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ âåðíûìè ïðè çàìåíå ïîëÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íà ïðîèçâîëüíîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, íàïðèìåð íà
ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçâèâàòü òåîðèþ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ
ãåîìåòðè÷åñêèõ èäåé òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé.
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