
Ëèñòîê 1. Γ- è B-ôóíêöèè
Àíàëèç, 2 êóðñ, 1.09.2014

1�1 Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû, óêàçàâ, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ îíè ñóùåñòâóþò:

à)
∫ 1

0 x
3
√

1− x3 dx; á)
∫ +∞

0

√
x

1+x3
dx; â)

∫ +∞
0

xα

(a+bxβ)γ
dx (a, b, β > 0); ã)

∫ π/2
0 sinα−1 x dx;

ä)
∫ π/2

0 tgα x dx; å)
∫ 1

0 ln Γ(x) sin(πx) dx.

1�2 à) Äîêàæèòå, ÷òî 1
xs = 1

Γ(s)

∫ +∞
0 ys−1e−xy dy ïðè x > 0, s > 0.

á) Äîêàæèòå, ÷òî
∫ +∞

0
cos ax
xα dx = πaα−1

2Γ(α) cos(πα/2) ïðè 0 < α < 1, a > 0.

â) Äîêàæèòå, ÷òî
∫ +∞

0
sin bx
xβ

dx = πbβ−1

2Γ(β) sin(πβ/2) ïðè 0 < β < 2, b > 0.

Óêàçàíèå: äëÿ ðåøåíèÿ (á) è (â) ïðèãîäèòñÿ (à).

ã) Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ
∫ +∞

0 cosx2dx è
∫ +∞

0 sinx2dx.

1�3 à) Äîêàæèòå, ÷òî
∑n

k=1
1
k = lnn + γ + o(1) (n → ∞), ãäå γ � íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà (íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííîé Ýéëåðà).

Óêàçàíèå: ïåðåíåñèòå lnn â ëåâóþ ÷àñòü, îáîçíà÷üòå íîâóþ ëåâóþ ÷àñòü ÷åðåç

an è äîêàæèòå ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1(an+1 − an).
á) Äîêàæèòå, ÷òî 1/2 < γ < 1.
â) Äîêàæèòå, ÷òî γ < −Γ′(1).

ã) Äîêàæèòå, ÷òî Γ(x) = e−γx

x

∏∞
k=1

ex/k

1+x
k
äëÿ âñåõ x ∈ R \ {0,−1,−2, . . . }.

1�4 à) Äîêàæèòå, ÷òî (ln Γ(x))′′ =
∑∞

k=0
1

(x+k)2
äëÿ âñåõ x ∈ R \ {0,−1,−2, . . . }.

á) Âû÷èñëèòå
∑∞

n=1
1
n2 .

1�5 Äîêàæèòå, ÷òî Γ(x)ζ(x) =
∫ +∞

0
tx−1

et−1dt äëÿ âñåõ x > 1 (ãäå ζ(x) =
∑∞

n=1
1
nx �

äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà).

1�6 Íàéäèòå äëèíó ýëëèïñà 2x2 + y2 = 1 (òî÷íåå, âûðàçèòå åå ÷åðåç çíà÷åíèÿ

B-ôóíêöèè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ).

1�7 Γ-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðîñòåéøåãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ y(x+1) =
xy(x). Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

à) y(x+ 1) = ay(x), a ∈ R ïðè âñåõ x > 0;
á) y(x+1) = P (x)y(x), ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå

êîðíè, à x � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå ìàêñèìàëüíûé êîðåíü

P (x);
â) y(x+ 1) = ax

2+1y(x), a ∈ R, a > 0 ïðè âñåõ x > 0.


