
Ëèñòîê 1: êîëüöà è ìîäóëè, ïîâòîðåíèå

Çàäà÷è ïî êîììóòàòèâíîé àëãåáðå - ìàòôàê ÂØÝ

íàäî ñäàòü äî 19.09.2014 âêëþ÷èòåëüíî

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòóäåíòû çíàêîìû ñ îïðåäåëåíèÿìè êîëüöà è
ìîäóëÿ íàä êîëüöîì. Âñå êîëüöà áóäóò àññîöèàòèâíûìè, êîììóòàòèâ-
íûìè, ñ åäèíèöåé. Íàïîìíèì, ÷òî èäåàë I â êîëüöå A - ýòî ïîäìî-
äóëü A êàê ìîäóëÿ íàä ñîáîé, òî åñòü ïîäãðóïïà A ïî ñëîæåíèþ, ñòà-
áèëüíàÿ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà âñå ýëåìåíòû êîëüöà. Ôàêòîðìî-
äóëü A/I òîãäà îáëàäàåò ñòðóêòóðîé êîëüöà (ò.å. óìíîæåíèå ïî ïðàâèëó
(a+I)(b+I) = ab+I êîððåêòíî îïðåäåëåíî) è íàçûâàåòñÿ ôàêòîðêîëüöîì
A ïî èäåàëó I. Èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè a1, . . . , ak, îáîçíà÷àåòñÿ
(a1, . . . , ak). Èäåàë, íå ñîâïàäàþùèé ñî âñåì êîëüöîì, íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòûì, åñëè èç xy ∈ I ñëåäóåò x ∈ I èëè y ∈ I, è ìàêñèìàëüíûì, åñëè
îí íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì äðóãîì ñîáñòâåííîì èäåàëå. Îáëàñòü ãëàâ-
íûõ èäåàëîâ - ýòî öåëîñòíîå êîëüöî, ãäå ëþáîé èäåàë ïîðîæäåí îäíèì
ýëåìåíòîì.

Ñóììà èäåàëîâ - ýòî èäåàë, êîòîðûé îíè ïîðîæäàþò. Ïðîèçâåäåíèå
èäåàëîâ - ýòî èäåàë, ïîðîæäåííûé ïðîèçâåäåíèÿìè èõ ýëåìåíòîâ, ïî îä-
íîìó èç êàæäîãî èäåàëà-ñîìíîæèòåëÿ.

1 Äîêàæèòå, ÷òî A � ïîëå, åñëè è òîëüêî åñëè â A íåò èäåàëîâ, êðîìå
(0) è (1).

2 Ïóñòü èäåàë I ïðîñò (ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìàëåí). ×òî ìîæíî ñêà-
çàòü î ôàêòîðêîëüöå A/I? Äîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé èäåàë ïðîñò.

3 Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ, à òàêæå òî, ÷òî
ëþáîé èäåàë ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîì (óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ëåììó
Öîðíà).

4 Êîëüöî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì, åñëè îíî èìååò åäèíñòâåííûé ìàê-
ñèìàëüíûé èäåàë. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ëîêàëüíûõ êîëåö (íå ÿâëÿþùèõ-
ñÿ ïîëÿìè). Äîêàæèòå, ÷òî â ëîêàëüíîì êîëüöå íåò èäåìïîòåíòîâ (ò.å.
òàêèõ x, ÷òî x2 = x), êðîìå 0 è 1.
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5 Äîêàæèòå, ÷òî â îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-
âèâàëåíòíû äëÿ íåíóëåâîãî èäåàëà I: (1) I ïðîñò; (2) I ìàêñèìàëåí; (3)
I ïîðîæäàåòñÿ íåïðèâîäèìûì ýëåìåíòîì.

6 Îïèøèòå ïðîñòûå èäåàëû â Z[X] (óäîáíî âíà÷àëå ïîñìîòðåòü íà
ïåðåñå÷åíèå òàêîãî èäåàëà ñ Z).

7 Èäåàëû I è J íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè I + J = A.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè I1, . . . , Ik ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òî I1I2 . . . Ik =
∩1≤l≤kIl. Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè I âçàèìíî ïðîñò ñ J è ñ K, òî I âçàèìíî
ïðîñò è ñ JK.

8 Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ: ïóñòü A êîëüöî, I1, . . . , Ik èäåàëû,
p : A → A/I1 × . . . × A/Ik, p : a 7→ (a + I1, . . . , a + Ik). Äîêàæèòå, ÷òî
p ñþðúåêòèâíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà I1, . . . , Ik ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòû.

Íàïîìíèì, ÷òî êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü - ýòî äèàãðàììà
âèäà 0 → M ′ u→ M

v→ M ′′ → 0, ãäå ÿäðî êàæäîé ñòðåëêè åñòü îáðàç
ïðåäûäóùåé ñòðåëêè, òî åñòü Ker(v) = Im(u), u èíúåêöèÿ, à v ñþðúåê-
öèÿ; èíà÷å ãîâîðÿ, M ′′ åñòü ôàêòîð M ïî M ′.

9 Ðàñùåïëåíèå êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîäóëåé: ïóñòü
0 → M ′ u→ M

v→ M ′′ → 0 � êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A-
ìîäóëåé. Ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì r :M →M ′, ÷òî ru = idM ′

á) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì s :M ′′ →M , ÷òî vs = idM ′′

â) ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì φ : M → M ′ ⊕M ′′, ÷òî φ(u(m′)) =
(m′, 0) äëÿ m′ ∈M ′ è v = prM ′′ · φ, ãäå prM ′′ � ïðîåêöèÿ íà M ′′.

10 Äîêàæèòå, ÷òî â êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â îáîçíà-
÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ: åñëè M êîíå÷íî ïîðîæäåííûé A-
ìîäóëü, òî è M ′′ òîæå; åñëè M ′ è M ′′ êîíå÷íî ïîðîæäåíû, òî è M òîæå.
Âåðíî ëè, ÷òî åñëè M êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî è M ′ òîæå? Ïîêàæèòå, ÷òî
ýòî âåðíî ïðè óñëîâèè, ÷òî M ′′ ñâîáîäåí (ò.å. èçîìîðôåí An).

11 Àëãåáðà íàä A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè îíà êîíå÷íî ïîðîæäåíà
êàê A-ìîäóëü. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íàÿ àëãåáðà áåç äåëèòåëåé íóëÿ íàä
ïîëåì ñàìà ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ëþáîé ïðîñòîé èäåàë
â êîíå÷íîé àëãåáðå íàä ïîëåì ìàêñèìàëåí.
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