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Íàïîìíèì, ÷òî Spec(A) � ýòî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ èäåàëîâ â êîëüöå
A.

1 Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà E ⊂ A ïóñòü V (E) � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ
èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ E. Ïðîâåðèòü, ÷òî V (E) óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì
äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â íåêîòîðîé òîïîëîãèè. Ýòà òîïîëîãèÿ íàçû-
âàåòñÿ òîïîëîãèåé Çàðèñêîãî íà Spec(A). Êîãäà îíà õàóñäîðôîâà?

2 Ïóñòü òåïåðü f ∈ A è Xf � äîïîëíåíèå ê V (f). Äëÿ êàêèõ f , ìíîæå-
ñòâî Xf ïóñòî? ñîâïàäàåò ñî Spec(A)? Ïîêàæèòå, ÷òî Spec(A) êâàçèêîì-
ïàêòíî, òî åñòü, èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ Spec(A) ìîæíî âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå (ïðèñòàâêà �êâàçè� çäåñü îòòîãî, ÷òî Spec(A), êàê
ïðàâèëî, íå õàóñäîðôîâî). Óêàçàíèå: ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
çàìåíèòü ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå íà ïîêðûòèå ïîäìíîæåñòâàìè âèäà
Xf .

3 Ïîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå A åñòü èäåìïîòåíòû, îòëè÷íûå îò 0 è 1,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∼= A1 × A2, Ai 6= 0 (óêàçàíèå: åñëè e
èäåìïîòåíò, òî 1 − e òîæå èäåìïîòåíò). ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðîñòûõ
èäåàëàõ â A1 × A2? Î òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Spec(A1 × A2)?

4 Ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà r(A) íàçûâàþò ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìàêñè-
ìàëüíûõ èäåàëîâ â A. Ïîêàæèòå, ÷òî x ∈ r(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà 1− xy îáðàòèì äëÿ ëþáîãî y ∈ A.

5 Ïóñòü M � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (n×n) ñ êîýôôèöèåíòàìè â êîëüöå
A. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà M̃ (ñ êîýôôèöèåíòàìè â
A), ÷òî MM̃ = M̃M = det(M)Id, è ÷òî çàäàííîå M îòîáðàæåíèå An â
ñåáÿ áèåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(M) îáðàòèì â A.
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6 (Ëåììà Íàêàÿìû) Ïóñòü I � èäåàë â A, à M � òàêîé êîíå÷íî ïî-
ðîæäåííûé A-ìîäóëü, ÷òî IM = M . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé x ∈ I, ÷òî
(1− x)M = 0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè I ñîäåðæèòñÿ â ðàäèêàëå Äæåêîáñîíà,
òîM = 0. Óêàçàíèå: èùèòå (1−x) êàê äåòåðìèíàíò íåêîòîðîé ìàòðèöû.

7 Ïîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîé àëãåáðå íàä ïîëåì ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ (èñïîëüçóéòå êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ).

8 Ïîêàæèòå, ÷òî ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîíå÷íîé àëãåáðû íàä ïîëåì
íèëüïîòåíòåí, ò.å. r(A)n = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n (èñïîëüçóéòå ëåììó Íà-
êàÿìû).

9 Âûâåäèòå îòñþäà è èç çàäà÷ ïðåäûäóùåãî ëèñòêà ïðî âçàèìíî ïðî-
ñòûå èäåàëû, ÷òî êîíå÷íàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì èçîìîðôíà ïðîèçâåäåíèþ
ñâîèõ ôàêòîðîâ ïî íåêîòîðûì ñòåïåíÿì ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü ïðî êîíå÷íóþ àëãåáðó íàä ïîëåì áåç íèëüïîòåíòîâ? Ïðî
ñïåêòð êîíå÷íîé àëãåáðû íàä ïîëåì?

10 Äîêàæèòå, ÷òî â íåòåðîâîì êîëüöå íèëüðàäèêàë íèëüïîòåíòåí (òî
åñòü Nil(A)k = 0 äëÿ íåêîòîðîãî k), à ëþáîé èäåàë ñîäåðæèò íåêîòîðóþ
ñòåïåíü ñâîåãî ðàäèêàëà. Âûâåäèòå îòñþäà åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òî-
ãî, ÷òî ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîíå÷íîé àëãåáðû íàä ïîëåì íèëüïîòåíòåí.

11 Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî êîëüöà A, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî Spec(A) íåòåðîâî, à êîëüöî A íåò.

12 ßâëÿåòñÿ ëè íåòåðîâûì ïîäêîëüöî R ⊂ C[[z]], ñîñòîÿùåå èç ðÿäîâ
ñ íåíóëåâûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè?

13 Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîäêîëüöà â C[x, y], íå ÿâëÿþùåãîñÿ íåòåðî-
âûì.
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