
Ëèñòîê 2. Äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ

Àíàëèç, 2 êóðñ, 22.09.2014

2�1 à) Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ãðàôèêó äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f : R2 → R,
â òî÷êå (x0, y0). á) Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ëèíèè óðîâíÿ F (x, y) = F (x0, y0) ôóíêöèè
F (x, y) ∈ C1(R2) â òî÷êå (x0, y0), åñëè gradF (x0, y0) 6= 0 è ïîêàæèòå, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè F
îðòîãîíàëåí êàñàòåëüíîé.

2�2 Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äîì ìîæíî ñòðîèòü, åñëè óãîë íàêëîíà ïî÷âû íå ïðåâûøàåò 30 ãðàäóñîâ, èíà÷å îí

ñïîëçàåò. Îïèøèòå îáëàñòü, ãäå ìîæíî ñòðîèòü äîì à) íà ãîðå, îïèñûâàåìîé ãðàôèêîì ôóíêöèè

f(x, y) = −x2 − y2; á) íà ïåðåâàëå, îïèñûâàåìîì ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x, y) = x2 − y2.
2�3 Âûÿñíèòå, â êàêèõ òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìû ñëåäóþùèå ôóíêöèè: à) f(x, y) =

√
x4 + y4; á) f(x, y) =

3
√
xy, ãäå ó íèõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, è ãäå ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû?

2�4 Ïðèäóìàéòå ôóíêöèþ f : R2 → R, èìåþùóþ â òî÷êå x0 ∈ R2 ïðîèçâîäíóþ âäîëü ëþáîãî âåêòîðà,

íî à) ðàçðûâíóþ â x0; á) íåïðåðûâíóþ â x0, íî íå äèôôåðåíöèðóåìóþ â x0; â) íåïðåðûâíóþ â R2,

äèôôåðåíöèðóåìóþ â R2 \ {x0}, íî íå äèôôåðåíöèðóåìóþ â x0.

2�5 Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y), èìåþùàÿ îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂x

è ∂f
∂y

â íåêîòîðîé

âûïóêëîé îáëàñòè G, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà â ýòîé îáëàñòè.

2�6 Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) â íåêîòîðîé îáëàñòèG íåïðåðûâíà ïî x ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì

y è èìååò îãðàíè÷åííóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∂u
∂y
, òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â îáëàñòè G.

2�7 Ïóñòü f(x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè G è ∂f
∂y

= 0 â îáëàñòè

G. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) íå çàâèñèò îò y â îáëàñòè G?

2�8 Ïóñòü f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà R2, è ïóñòü åå îãðàíè÷åíèå íà ëþáóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç

íà÷àëî êîîðäèíàò, èìååò ìàêñèìóì â ýòîé òî÷êå. Âåðíî ëè, ÷òî (0, 0) � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè

f?

2�9 Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé:

à) y ∂u
∂x
− x∂u

∂y
= 0, u ∈ C1(R2);

á) x∂u
∂x

+ y ∂u
∂y

+ z ∂u
∂z

= 0, u ∈ C1(R3),
ãðàäèåíòû êîòîðûõ íèãäå íå îáðàùàþòñÿ â íîëü.

2�10 Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x = x3+0.001 èìååò êîðåíü âáëèçè íóëÿ, è íàéäèòå åãî ïåðâûå 10 çíàêîâ.

2�11 Ïðèâåäèòå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ f : R→ R áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òàêîãî, ÷òî |f(x)−f(y)| < |x−y|
äëÿ ëþáûõ x 6= y.

2�12 Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè êàêàÿ-òî èòåðàöèÿ f ◦n îòîáðàæåíèÿ f ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà X â ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ

ñæèìàþùåé, òî f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Ìîæåò ëè ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îòîáðàæåíèå f èìåòü

íåñêîëüêî íåïîäâèæíûõ òî÷åê?

2�13 Ïóñòü x 7−→ y(x) íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì

x = y + ϕ(y),

ãäå y 7−→ ϕ(y) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì ω è òàêàÿ, ÷òî |ϕ′(y)| < 1.
Äîêàæèòå, ÷òî y = x+ ψ(x), ãäå ψ(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì ω.

2�14 Ïóñòü 1 < λ < 3 è f(x) = λx(1− x). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ (0, 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f ◦n(x) ñõîäèòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå îòîáðàæåíèÿ f .


