
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 1.
Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû.

Çà÷åò ïî äàííîìó ëèñòêó ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå ñäà÷è 80% ïóíêòîâ çàäà÷. Äåäëàéí 26
ñåíòÿáðÿ.

Ïóñòü A � àëãåáðà (íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíàÿ è äàæå íå îáÿçàòåëüíî àññîöèà-
òèâíàÿ). Äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð D : A −→ A ,
óäîâëåòâîðÿþùèéòîæäåñòâó Ëåéáíèöà: äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A âûïîëíåíî D(ab) = D(a)b+
aD(b) .

1.Ïóñòü D1, D2 � äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû A . Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàòîð [D1, D2] :=
D1◦D2−D2◦D1 åñòü ñíîâà äèôôåðåíöèðîâàíèå. Òàêèì îáðàçîì, âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
àëãåáðû A îáðàçóþò (íåàññîöèàòèâíóþ) àëãåáðó DerA îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòà-
òîðà.

2. à) Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, è a ∈ A � ïðîèçâîëüíûé åå ýëåìåíò. Äîêàæè-
òå, ÷òî îïåðàòîð ad a : A −→ A , äåéñòâóþùèé êàê ad a : b 7→ ab − ba , ÿâëÿåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû A . Òàêèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. á)Ïóñòü
A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî D ∈ DerA îïåðàòîð adD : DerA −→
DerA , äåéñòâóþùèé êàê adD : D0 7→ [D,D0] , ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû DerA .
â) Äîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå ïóíêòà á) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó:

[[D1, D2], D3] + [[D2, D3], D1] + [[D3, D1], D2] = 0

äëÿ ëþáûõ D1, D2, D3 ∈ DerA . Ýòî òîæäåñòâî íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì ßêîáè.

Àëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî L ñ áèëèíåéíîé îïåðàöèåé [·, ·] :
L× L −→ L , óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

(1) êîñîñèììåòðè÷íîñòü: [x, y] = −[y, x] ∀x, y ∈ L .
(2) òîæäåñòâî ßêîáè: [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0 ∀x, y, z ∈ L .

3. à) Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî A ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðîé Ëè îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòàòîðà [a, b] := ab− ba . Ýòà àëãåáðà Ëè îáû÷-
íî îáîçíà÷àåòñÿ A− . á) Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëþáîé àëãåáðû îáðàçóþò
àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà.

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû ïîëèíîìîâ C[z] èìåþò âèä
D : F (z) 7→ f(z)∂F (z)

∂z , ãäå f(z) ∈ C[z] . (Óêàçàíèå: âûÿñíèòå, êóäà ìîæåò ïåðåâîäèòü
äèôôåðåíöèðîâàíèå ýëåìåíòû 1 è z ). á) Óêàæèòå êàêîé-íèáóäü áàçèñ â àëãåáðå Ëè
DerC[z] è âûïèøèòå îïåðàöèþ êîììóòàòîðà â ýòîì áàçèñå. â) Òå æå âîïðîñû äëÿ
àëãåáðû ïîëèíîìîâ Ëîðàíà C[z, z−1] .

5. Îïèøèòå âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû à) ïîëèíîìîâ; á) ïîëèíîìîâ Ëîðàíà; â)
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn .

6. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà, à φt : A −→ A � ñåìåéñòâî àâòîìîðôèçìîâ àëãåá-
ðû A , çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà t ∈ R äèôôåðåíöèðóåìûì îáðàçîì (ò.å. ìàòðè÷íûå ýëåìåí-
òû ýòîãî àâòîìîðôèçìà â êàêîì-ëèáî áàçèñå àëãåáðû A ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóêöèÿìè ïå-
ðåìåííîé t), òàêîå ÷òî φ0 = Id : A −→ A . à) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð D : A −→ A äåé-

ñòâóþùèé êàê D : a 7→ d
dt |t=0φt(a) åñòü äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû A . á) Ïóñòü D0

� åùå îäíî äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû A . Äîêàæèòå, ÷òî [D,D0] =
d
dt |t=0φtD0φ

−1
t . â)Ïóñòü

φt : A −→ A , ψt : A −→ A � äâà òàêèõ ñåìåéñòâà àâòîìîðôèçìîâ, à D1, D2 � ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
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7. à) Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà, à D : A −→ A � êàêîå-íèáóäü åå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî expD � àâòîìîðôèçì àëãåáðû A . á)Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå D åñòü ïðîèçâîäíàÿ ñåìåéñòâà àâòîìîðôèçìîâ φt = exp tD .

8.Ïîñòðîéòå ñåìåéñòâà àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû C[z] , òàêèå ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå åñòü à) ∂

∂z ; á) z
∂
∂z .

Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé, n � íåîòðèöàòåëüíîå
öåëîå ÷èñëî. Äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ïîðÿäêà íå âûøå n íà àëãåáðå A íàçû-
âàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð D : A −→ A , òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ A îïåðàòîð D ◦ a−
a ◦D åñòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà íå âûøå n− 1 . Äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð ïîðÿäêà −1 ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí íóëþ.

9. à)Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïîðÿäêà 0 íà àëãåáðå A � ýòî â òî÷íî-
ñòè îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû àëãåáðû A . á)Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû ïîðÿäêà íå âûøå 1 íà àëãåáðå A � ýòî îïåðàòîðû âèäà l + a , ãäå l � äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå, à a � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò àëãåáðû A .

10. à) Ïóñòü D1, D2 � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïîðÿäêîâ n1, n2 ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð D1 ◦D2 åñòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà íå âûøå
n1 + n2 . á) Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð [D1, D2] = D1 ◦D2 −D2 ◦D1

èìååò ïîðÿäîê íå âûøå n1 + n2 − 1 .

11. Îïèøèòå âñå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ à) îäíîé ïå-
ðåìåííîé; á) ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.


