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1. Ââåäåíèå.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ íà êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, íåîãðàíè÷åíà. Äðóãèìè ñëîâàìè, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïî ëîêàëüíûì
ñâîéñòâàì ôóíêöèé (íàïðèìåð ãîëîìîðôíîñòü) ìîæíî ñóäèòü î åå ãëîáàëüíûõ
ñâîéñòâàõ. Âçàèìîñâÿçü ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
ÿâëåíèå â öåëîì ñòàðòóÿ ñ åãî, ëîêàëüíûõ, îáû÷íî ïðîùå êîíòðîëèðóåìûõ, ñâîéñòâ.

Íåîáõîäèìûé äëÿ ýòîãî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò áûë ñîçäàí â ñåðåäèíå ïðîøëîãî
âåêà. Îí îñíîâàí íà òåîðèè ïó÷êîâ. Ñâîéñòâà ïó÷êîâ àâòîìàòèçèðóþò ñâîéñòâà
òåíçîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïó÷êàì îòâå÷àþò êîììóòàòèâíûå ãðóïïû,
íàçûâàåìûå ãðóïïàìè êîãîìîëîãèé ñî çíà÷åíèÿìè â ïó÷êå (èëè, ÷òî òîæå
ñàìîå, ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êå), è ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû ãðóïï êîãîìîëîãèé
ìíîãîîáðàçèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ïîñòîÿííîì ïó÷êå, íàçûâàåìûå êëàññàìè ×åðíà.
Ãðóïïû êîãîìîëîãèé è êëàññû ×åðíà îïðåäåëÿþò âàæíåéøèå ôóíäàìåíòàëüíûå
ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòè ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ÿçûêîì âñåõ ðàçäåëîâ
ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè. Íàñòîÿùèé êóðñ ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â òåîðèþ ïó÷êîâ è
ñâÿçàííûõ ñ íåé ñòðóêòóð.

Ïåðâàÿ ÷àñòü êóðñà ïîñâÿùåíà êîãîìîëîãèÿì ñî çíà÷åíèÿìè â ïó÷êàõ. Ìû äàåì
íåñêîëüêî ïî âèäó ñîâåðøåííî íå ïîõîæèõ äðóã íà äðóãà êîíñòðóêöèé êîãîìîëîãèé:
ñ ïîìîùüþ àöèêëè÷íûõ ðåçîëüâåíò, ÷åðåç ñåìåéñòâà ïîêðûòèé (êîãîìîëîãèè ×åõà)
è, äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì (êîãîìîëîãèè
äå Ðàìà) è ñèíãóëÿðíûõ êîöåïåé (ñèíãóëÿðíûå êîãîìîëîãèè). Ìû äîêàçûâàåì ÷òî
âñå ýòè êîíñòðóêöèè ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì ãðóïïàì êîãîìîëîãèé (òåîðåìû Ëåðå
è äå Ðàìà). Áîëåå òîãî, ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî êîãîìîëîãèè ðåàëèçóþò åäèíñòâåííûé
åñòåñòâåííûé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ïó÷êîâ àáåëåâûõ ãðóïï â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ
ãðóïï, ïåðåâîäÿùèé êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ â äëèííóþ òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï.
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Âòîðàÿ ÷àñòü êóðñà ïîñâÿùåíà ñàìîìó "ìàññîâîìó"òèïó ïó÷êîâ: ëîêàëüíî
ñâîáîäíûì ïó÷êàì, òî åñòü ïó÷êàì ñå÷åíèé ëîêàëüíî òðèâèàëüíûõ âåêòîðíûõ
ðàññëîåíèé. Mû îïðåäåëÿåì è èññëåäóåì óíèâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå. Äàëåå ìû
èçó÷àåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïó÷êîâ è ðàññëîåíèé íà êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,
èõ êîãîìîëîãèè Äîëüáî è ÷èñëà Õîäæà. Â çàêëþ÷åíèè ìû ïîäðîáíî îáñóæäàåì
çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèÿ ðàíãà 1 .

2. Ïó÷êè.
2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîX ñ ñèñòåìîé ïîäìíîæåñòâ U = {U}, íàçûâàåìûõ îòêðûòûìè
òàêîé, ÷òî

1) X, ∅ ∈ U,
2) îáúåäèíåíèå

⋃
Uα ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà Uα ∈ U ïðèíàäëåæèò U,

2) ïåðåñå÷åíèå
⋂
Uα êîíå÷íîãî ÷èñëà Uα ∈ U ïðèíàäëåæèò U.

Äîïîëíåíèå X − U ê îòðûòîìó ìíîæåñòâó U ∈ U íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì.

Ïðåäïó÷êîì F íàä òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâîì (X,U) íàçûâàåòñÿ
a) íàáîð ìíîæåñòâ {F(U)|U ∈ U, U 6= ∅}, íàçûâàåìûé ñå÷åíèÿìè íàä U ,
b) íàáîð îòîáðàæåíèé {rUV : F(U) → F(V )| U, V ∈ U, V ⊂ U}, íàçûâàåìûõ

îãðàíè÷åíèÿìè, òàêîé, ÷òî
1)rUU = 1U � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå;
2)rUW = rVW r

U
V ïðè W ⊂ V ⊂ U .

Ïðåäïó÷îê F íàçûâàåòñÿ ïðåäïó÷êîì ãðóïï (êîëåö, ìîäóëåé è ò.ï), åñëè âñå
ìíîæåñòâà F(U) ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè (ñîîòâåòñòâåííî êîëüöàìè, ìîäóëÿìè è ò.ï) è
âñå îòîáðàæåíèÿ rUV ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóð.

Ïó÷êîì íàçûâàåòñÿ ïðåäïó÷îê F , â êîòîðîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:
1) Ïóñòü U =

⋃
Ui; s, t ∈ F(U) è rUUi(s) = rUUi(t) äëÿ âñåõ Ui. Òîãäà s = t.

2) Ïóñòü U =
⋃
Ui; si ∈ F(Ui) äëÿ âñåõ i è rUiUi∩Uj(si) = r

Uj
Ui∩Uj(sj) äëÿ âñåõ i, j. Òîãäà

ñóùåñòâóåò s ∈ F(U) òàêîå, ÷òî rUUi(s) = si.

Ïðèìåð 2.1. Ïó÷îê îòîáðàæåíèé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X
â ìíîæåñòâî Y . Çäåñü F(U) � ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà U â ìíîæåñòâî Y , à rUV � îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ íà
ïîäìíîæåñòâî. Åñëè âñå ìíîæåñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé (ñîîòâåòñòâåííî
êîëüöîì, ìîäóëåì è ò.ï), òî âîçíèêàåò ïó÷îê ãðóïï (ñîîòâåòñòâåííî êîëåö,
ìîäóëåé è ò.ï).
Ïðèìåð 2.2. Ïîñòîÿííûé ïó÷îê. Åñëè â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå â êà÷åñòâå F(U)
ðàññìàòðèâàòü ëèøü ëîêàëüíî ïîñòîÿííûå îòîáðàæåíèÿ, òî âîçíèêàåò ïó÷îê,
íàçûâàåìûé ïîñòîÿííûì. (Íàïîìíèì: ëîêàëüíî ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå � ýòî
îòîáðàæåíèå, ïîñòîÿííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè.)
Ïðèìåð 2.3. Ïó÷îê íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Åñëè â ïðèìåðå 2.1
ñ÷èòàòü, ÷òî Y � òîæå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è F(U) � íåïðåðûâíûå
îòîáðàæåíèÿ, òî âîçíèêàåò ïó÷îê íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.
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Ïðèìåð 2.4. Ïó÷îê ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé. Åñëè â ïðèìåðå 2.3 ñ÷èòàòü, ÷òî
X è Y � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ è F(U) � ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ, òî âîçíèêàåò
ïó÷îê ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé. Îí íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì ãëàäêèõ ôóíêöèé, åñëè Y = R.
Ïðèìåð 2.5. Ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé. Åñëè â ïðèìåðå 2.3 ñ÷èòàòü,
÷òî X è Y � êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ è F(U) � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè,
òî âîçíèêàåò ïó÷îê ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé. Îí íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, åñëè Y = C. .

Ïîñëåäíèå 2 ïó÷êà, íåñìîòðÿ íà ïîõîæåñòü îïðåäåëåíèé îáëàäàþò ïðèíöèïèàëüíî
ðàçíûìè ñâîéñòâàìè.
Ïðèìåð 2.6. Ïó÷îê òåíçîðíûõ ïîëåé. Åñëè X � ãëàäêîå èëè êîìïëåêñíîå
ìíîãîîáðàçèå è F(U) � òåíçîðíûå ïîëÿ íà U , òî âîçíèêàåò ïó÷îê òåíçîðíûõ ïîëåé.

Óïðàæíåíèå 2.1. Äîêàæèòå, ÷òî êîíñòðóêöèè, îïèñàííûå â ïðèìåðàõ,
äåéñòâèòåëüíî ïîðîæäàþò ïó÷êè.
Óïðàæíåíèå 2.2. Ïðèäóìàéòå ïðåäïó÷îê, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïó÷êîì.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäïó÷îê A ÿâëÿåòñÿ ïîäïðåäïó÷êîì ïó÷êà B (è ïèøóò A ⊂ B), åñëè
A(U) ⊂ B(U) äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U .

Ïóñòü F è G � ïðåäïó÷êè íà X. Èõ ìîðôèçìîì h : F → G íàçûâàåòñÿ íàáîð
îòîáðàæåíèé {hU : F(U) → G(U)|U ∈ U} òàêîé, ÷òî hV r

U
V = rUV hU . Ìîðôèçì

íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè âñå îòîáðàæåíèÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íû.
Åñëè F è G ÿâëÿþòñÿ ïðåäïó÷êàìè ãðóïï, êîëåö, ìîäóëåé è ò.ï, òî ìîðôèçìàìè

òàêèõ ïðåäïó÷êîâ ñ÷èòàþòñÿ ëèøü ìîðôèçìû {hU}, ïîðîæäàþùèå ãîìîìîðôèçìû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóð.
Óïðàæíåíèå 2.3. Äîêàæèòå, ÷òî ÿäðà è îáðàçû îòîáðàæåíèé hU ïîðîæäàþò
ïîäïðåäïó÷êè Ker(h) ⊂ F è Im(h) ⊂ G.

Ìîðôèçìû ïðåäïó÷êîâ ãðóïï, êîëåö, ìîäóëåé è ò.ï íàçûâàþòñÿ ìîíîìîðôèçìàìè,
ýïèìîðôèçìàìè èëè èçîìîðôèçìàìè, åñëè òàêèìè ÿâëÿþòñÿ âñå îòîáðàæåíèÿ {hU}.
Óïðàæíåíèå 2.4. Ïóñòü ìíîæåñòâà F(U) èç ïðèìåðà 2.6 ñîñòîÿò èç ãëàäêèõ èëè
ãîëîìîðôíûõ (êîãäà X � êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå) òåíçîðíûõ ïîëåé. Äîêàæèòå,
÷òî òîãäà ìíîæåñòâà F(U) òàêæå îáðàçóþò ïó÷îê, íàçûâàåìûé ïó÷êîì ãëàäêèõ
(ñîîòâåòñòâåííî ãîëîìîðôíûõ) òåíçîðíûõ ïîëåé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ïó÷îê
ìîíîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ â ïó÷îê âñåõ òåíçîðíûõ ïîëåé èç ïðèìåðà 2.6.

2.2. Íàêðûòèÿ. Ñþðúåêòèâíûé ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ π : F̃ → X íàçîâåì íàêðûòèåì (ýòî îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò
ñòàíäàðòíîãî, íî óäîáíî äëÿ èçó÷åíèÿ ïó÷êîâ).

Ñå÷åíèåì íàêðûòèÿ π : F̃ → X íà ïîäìíîæåñòâå U ⊂ X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
s : U → F̃ òàêîå, ÷òî πs = 1U � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(U)

ìíîæåñòâî âñåõ ñå÷åíèé è ÷åðåç F(U) ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé íàä U ⊂ X.
Óïðàæíåíèå 2.5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà ñå÷åíèé {E(U)|U ∈ U} è
{F(U)|U ∈ U} âìåñòå ñ åñòåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè îãðàíè÷åíèé ñå÷åíèé íà
ïîäìíîæåñòâà îáðàçóþò ïó÷êè. Îíè íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì âñåõ ñå÷åíèé è ïó÷êîì
íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé íàêðûòèÿ ñîîòâåòñòâåííî.
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Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ñîïîñòàâèòü âñÿêîìó ïðåäïó÷êó F = {F(U), rUV } íà X
íåêîòîðîå íàêðûòèå π : F̃ → X.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñå÷åíèÿ s ∈ F(V ) è t ∈ F(W ) ýêâèâàëåíòíû â òî÷êå x ∈ V ∩W
(îáîçíà÷àåòñÿ s ∼x t), åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî x ∈ U ⊂ V ∩ W
òàêîå ÷òî rVU (s) = rWU (t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fx =

( ⋃
U3x
F(U)

)
/ ∼x ìíîæåñòâî êëàññîâ

ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ ñå÷åíèé â òî÷êå x.
Ïîëîæèì F̃ =

⋃
x∈X
Fx. Ñîïîñòàâèì òî÷êå x ∈ U ∈ U è ñå÷åíèþ s ∈ F(U) êëàññ

ýêâèâàëåíòíîñòè sx ∈ Fx ñå÷åíèÿ s â òî÷êå x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç sU =
⋃
x∈U

sx ⊂ F̃
îáúåäèíåíèå òàêèõ êëàññîâ. Çàäàäèì íà F̃ òîïîëîãèþ, ñ÷èòàÿ, ÷òî îòêðûòûìè
ÿâëÿþòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, âñå ìíîæåñòâà âèäà sU è âñå îáúåäèíåíèÿ òàêèõ
ìíîæåñòâ.
Óïðàæíåíèå 2.6. Äîêàçàòü, ÷òî îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ äåéñòâèòåëüíî çàäàåò
ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà F̃ . Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
π : F̃ → X, ãäå π(Fx) = x, ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.

Óïðàæíåíèÿ 2.5 è 2.6 ïîçâîëÿþò ñîïîñòàâèòü ëþáîìó ïðåäïó÷êó F ïó÷îê âñåõ
ñå÷åíèé E è ïó÷îê F íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé íàêðûòèÿ π : F̃ → X.

Ñå÷åíèþ s ∈ F(U) (ìû áóäåì íàçûâàòü åãî àáñòðàêòíûì ñå÷åíèåì) îòâå÷àåò
ìíîæåñòâî sU ⊂ F̃ , îáðàçóþùåå ñå÷åíèå s̄ ∈ E(U), êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü åãî
ãåîìåòðè÷åñêèì ñå÷åíèåì.
Óïðàæíåíèå 2.7. Äîêàçàòü, ÷òî s̄ ∈ F(U), ïðè÷åì ñîîòâåòñòâèÿ s 7→ s̄
ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé τU : F(U) → F(U), îáðàçóþùåå ìîðôèçì
ïðåäïó÷êîâ τF : F → F . Áîëå òîãî, åñëè F � ïðåäïó÷îê ãðóïï, òî E è F � ïó÷êè
ãðóïï è τF � ìîðôèçì ïðåäïó÷êîâ ãðóïï.
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Óïðàæíåíèå 2.8. Äîêàçàòü, ÷òî ìîðôèçì ïðåäïó÷êîâ h : A → B åñòåñòâåííî
ïîðîæäàåò ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì h̃ : Ã → B̃, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,
åñòåñòâåííî ïîðîæäàåò ìîðôèçì ïó÷êîâ h̄ : A → B òàêîé, ÷òî τBh = h̄τA.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè F � ïó÷îê, òî τF : F → F � èçîìîðôèçì ïó÷êîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. a) Èíúåêòèâíîñòü. Ïóñòü s′, s” ∈ F(U) � àáñòðàêòíûå ñå÷åíèÿ è
τU(s′) = τU(s”) � îòâå÷àþùèå èì ãåîìåòðè÷åñêèå ñå÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó x ∈ U . Òîãäà s′x = s”x è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùåå òî÷êó x
îòêðûòîå ìíîæåñòâî Vx ⊂ U òàêîå, ÷òî rUVx(s′) = rUVx(s”). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò
ïîêðûòèå U =

⋃
x∈U Vx òàêîå, ÷òî rUVx(s′) = rUVx(s”). Ñîãëàñíî ïåðâîé àêñèîìå ïó÷êà

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s′ = s”.
b) Ñþðúåêòèâíîñòü. Ïóñòü s̄ ∈ F(U) � ãåîìåòðè÷åñêîå ñå÷åíèå è x ∈ U .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ X è åå ïðîîáðàçà x̄ = Fx ∩ s̄. Ñîãëàñíî íàøèì
îïðåäåëåíèÿì, òî÷êà x̄ èìååò îêðåñòíîñòü s̄x ⊂ s̄, ïîðîæäåííóþ íåêîòîðûì ñå÷åíèåì
sx ∈ F(Ux) íà Ux ∈ U .

Ìû ïîñòðîèëè ïîêðûòèå X = ∪x∈XUx ñ ñå÷åíèÿìè sx ∈ F(Ux). Íà ïåðåñå÷åíèè
Ux ∩ Uy àáñòðàêòíûå ñå÷åíèÿ sx è sy ïîðîæäàþò îäíî è òî æå ãåîìåòðè÷åñêîå
ñå÷åíèå s̄x|Ux∩Uy = s̄|Ux∩Uy = s̄y|Ux∩Uy . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî óæå äîêàçàííîìó ñâîéñòâó
èíúåêòèâíîñòè, sx|Ux∩Uy = sy|Ux∩Uy . Ââèäó àêñèîìû 2) ïó÷êà, îòñþäà ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå ñå÷åíèÿ s ∈ F(U), ïîðîæäàþùåãî ñå÷åíèå s̄. �
Ñëåäñòâèå 2.1. Êàæäûé ïó÷îê èçîìîðôåí ïó÷êó íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé íåêîòîðîãî
íàêðûòèÿ.

3. Êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êå.
3.1. Êàíîíè÷åñêàÿ ðåçîëüâåíòà ïó÷êà. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå
ðàññìàòðèâàåìûå ïó÷êè ÿâëÿþòñÿ ïó÷êàìè êîììóòàòèâíûõ ãðóïï.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîäïó÷îê A ïó÷êà B.
Óïðàæíåíèå 3.1. Äîêàçàòü, ÷òî, ñîîòâåòñòâèå U 7→ B(U)/A(U) ïîðîæäàåò
ïðåäïó÷îê. Âñåãäà ëè ýòî ïó÷îê?

Ïó÷îê C, ïîðîæäåííûé ïðåäïó÷êîì U 7→ B(U)/A(U), íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ïó÷êîì
B/A.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïï A
g→ B

h→ C
òî÷íà â B, åñëè Im(g) = Ker(h). Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîðôèçìîâ
A g→ B h→ C ïó÷êîâ ãðóïï íàä X òî÷íà â B, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X

èíäóöèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï Ax g→ Bx h→ Cx òî÷íà â Bx. Ãîâîðÿò, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîðôèçìîâ ãðóïï ïó÷êîâ íàä X A1

g→ A2
h→ A3 → . . .An → . . .

òî÷íà, åñëè îíà òî÷íà â êàæäîì ÷ëåíå íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî.
Óïðàæíåíèå 3.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ïîäïó÷êà â ïó÷îê
âìåñòå ñ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé ïó÷êà íà ôàêòîð-ïó÷îê ïîðîæäàþò òî÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ 0→ A→ B → C → 0

Óïðàæíåíèå 3.3. Ïóñòü O � ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà C − 0,
ðàññìàòðèâàåìûé êàê ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, Z � ïîäïó÷îê ïîñòîÿííûõ
öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé è O∗ � ïó÷îê íå îáðàùàþùèõñÿ â 0 ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
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íà C − 0, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïó÷êîâ 0→ Z i→ O exp→ O∗ → 0, ãäå exp(f)(z) = e2πif(z), òî÷íà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïï 0→ Z(C− 0)

i→ O(C− 0)
exp→ O∗(C− 0)→ 0 íå òî÷íà.

Ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå äàåò ïðèìåð òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ, ïîðîæäàþùåé íå òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñå÷åíèé.
Íåòî÷íîñòè òàêîãî òèïà õàðàêòåðèçóþò ïó÷îê è ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ïðåäìåòîì
òåîðèè êîãîìîëîãèé.

Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ âèäà 0→ F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ... íàçûâàåòñÿ
ðåçîëüâåíòîé ïó÷êà F .
Óïðàæíåíèå 3.4. Äîêàçàòü, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ ðåçîëüâåíòîé
0 → F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ..., ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï
0 → F(X)

α̃→ F0(X)
α̃0→ F1(X)

α̃1→ F2(X)
α̃2→ ..., óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

α̃0α̃ = α̃n+1α̃n = 0 è Ker(α̃0) = Im(α̃)

Ñîïîñòàâèì ïðîèçâîëüíîìó ïó÷êó F ðåçîëüâåíòó ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé
êîíñòðóêöèè. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, ïó÷îê íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé F íàêðûòèÿ
π : F̃ → X åñòåñòâåííî èçîìîðôåí ïó÷êó F . Ðàññìîòðèì ïó÷îê
E(U) = {s : U → F̃|πs = 1} âñåõ ñå÷åíèé íàêðûòèÿ π. Åñòåñòâåííîå âëîæåíèå
íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé â ïðîèçâîëüíûå ïîðîæäàåò òî÷íóþ â F ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïó÷êîâ 0 → F α→ E(F). Ïîëîæèì F0 = E(F), F1 = E(F0/Im(α)) è îáîçíà÷èì
÷åðåç α0 : F0 → F0/Im(α) → E(F0/Im(α)) = F1 êîìïîçèöèþ åñòåñòâåííûõ
ãîìîìîðôèçìîâ. Ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ ïó÷êîâ
0 → F α→ F0 α0→ F1. Ïðîäîëæèì ïðîöåññ, òî åñòü ïîëîæèì Fn+1 = E(Fn/Im(αn−1)),
è îáîçíà÷èì ÷åðåç αn : Fn → Fn/Im(αn−1) → E(Fn/Im(αn−1)) = Fn+1 êîìïîçèöèþ
åñòåñòâåííûõ ãîìîìîðôèçìîâ.

Óïðàæíåíèå 3.5. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ
0→ F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ... ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé.

Ïîñòðîåííàÿ ðåçîëüâåíòà 0→ F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ... íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé
ðåçîëüâåíòîé ïó÷êà F .

3.2. Êîãîìîëîãèè. Ïóñòü F � ïó÷îê íàä X, 0 → F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ...

� åãî êàíîíè÷åñêàÿ ðåçîëüâåíòà è 0 → F(X)
α̃→ F0(X)

α̃0→ F1(X)
α̃1→ F2(X)

α̃2→ ...
� èíäóöèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé. Òîãäà ãðóïïû
H0(X,F) = Ker(α̃0) = F(X), Hn(X,F) = Ker(α̃n)/Im(α̃n−1) íàçûâàþòñÿ n-
òûìè ãðóïïàìè êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êå F . Èõ
ïðÿìàÿ ñóììà H∗(X,F) íàçûâàåòñÿ (ïîëíîé) ãðóïïîé êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X
ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êå F .

Ýòî ïîíÿòèå ïîçâîëÿåò ñîïîñòàâèòü ãðóïïó ïðîèçâîëüíîìó ïó÷êó è èñïîëüçîâàòü
ìåòîäû àëãåáðû äëÿ èçó÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ïðîñòåéøèå ãðóïïû òàêîãî
òèïà (è ìû óâèäèì ýòî äàëåå) ìîæíî îïèñàòü è ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè.
Èìåííî òàê èõ âïåðâûå ïîñòðîèë À. Ïóàíêàðå.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâèå "ïó÷îê" 7→
"êîãîìîëîãèè"ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðèàëüíûì.
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Òåîðåìà 3.1. Ìîðôèçì A h→ B ïó÷êîâ íàä X ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçìû ãðóïï
êîãîìîëîãèé hn : Hn(X,A)→ Hn(X,B) òàêèå, ÷òî:

1) h0 = hX : A(X)→ B(X) � ãîìîìîðôèçì ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé;
2) åñëè h � òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì, òî hn � òîæäåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì

äëÿ ëþáîãî n;
3) åñëè A h→ B l→ C � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîðôèçìîâ ïó÷êîâ, òî (lh)n = lnhn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàêðûòèÿ f : Y → X è g : Z → X, ïó÷êè
íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé êîòîðûõ èçîìîðôíû ïó÷êàì A è B ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî
óïðàæíåíèþ 2.8, ìîðôèçì h ïîðîæäàåò ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì, çàìûêàþùèé
êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

Y
h̃−−−→ Zyf

yg
X X

.

Äèàãðàììà ïîðîæäàåò ìîðôèçì h0 : A0 = E(A)→ E(B) = B0 ïó÷êîâ âñåõ ñå÷åíèé
íàêðûòèé. Ýòîò ìîðôèçì çàìûêàåò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

0 −−−→ A α−−−→ A0

yh
yh0

0 −−−→ B β−−−→ B0

ãäå α è β � âëîæåíèÿ íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé â ïðîèçâîëüíûå. Òàêèì îáðàçîì,
h0(Imα) ⊂ Imβ.

Ðàññìîòðèì íàêðûòèÿ f 0 : Y 0 → X è g0 : Z0 → X, îòâå÷àþùèå ïó÷êàì A0/Im(α),
è B0/Im(β). Ìîðôèçì h0 : A0 → B0 ïîðîæäàåò ìîðôèçì A0/Im(α) → B0/Im(β),
êîòîðûé ïîðîæäàåò ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì h̃0, çàìûêàþùèé êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó

Y 0 h̃0−−−→ Z0

yf0

yg0

X X

.

Ýòà äèàãðàììà ïîðîæäàåò ìîðôèçì h1 : A1 = E(A0/Im(α)) → B1 = E(B0/Im(β)),
çàìûêàþùèé êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

0 −−−→ A α−−−→ A0 α0−−−→ A1

yh
yh0

yh1

0 −−−→ B β−−−→ B0 β0−−−→ B1

.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ìîðôèçìîâ ïó÷êîâ,
ñòðîêè êîòîðîé � ýòî êàíîíè÷åñêèå ðåçîëüâåíòû ïó÷êîâ A è B

0 −−−→ A α−−−→ A0 α0−−−→ A1 α1−−−→ . . .An αn−−−→yh
yh0

yh1

yhn
0 −−−→ B β−−−→ B0 β0−−−→ B1 β1−−−→ . . .Bn βn−−−→

.
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Îíà ïîðîæäàåò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïï

0 −−−→ A(X)
α̃−−−→ A0(X)

α̃0−−−→ A1(X)
α̃1−−−→ . . .An(X)

α̃n−−−→yh̃
yh̃0

yh̃1

yh̃n

0 −−−→ B(X)
β̃−−−→ B0(X)

β̃0−−−→ B1(X)
β̃1−−−→ . . .Bn(X)

β̃n−−−→

.

Åñëè a ∈ Ker(α̃n) è b = h̃n(a), òî β̃n(b) = β̃n(h̃n(a)) = h̃n+1(α̃n(a)) = 0. Òàêèì
îáðàçîì, h̃n(Ker(α̃n)) ⊂ Ker(β̃n). Êðîìå òîãî, åñëè a ∈ Im(α̃n−1) è b = h̃n(a), òî
a = α̃n−1(â) è b = (β̃n−1(h̃n−1â)) ∈ Im(β̃n−1). Òàêèì îáðàçîì, h̃n(Im(α̃n−1)) ⊂ Im(β̃n−1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì h̃n ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì
hn : Hn(X,A) = Ker(α̃n)/Im(α̃n−1) → Ker(β̃n)/Im(β̃n−1) = Hn(X,B). Åãî ñâîéñòâà 1)
è 2) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 3) ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó
ðåçîëüâåíò

0 −−−→ A α−−−→ A0 α0−−−→ A1 α1−−−→ . . .An αn−−−→yh
yh0

yh1

yhn

0 −−−→ B β−−−→ B0 β0−−−→ B1 β1−−−→ . . .Bn βn−−−→yl
yl0

yl1
yln

0 −−−→ C γ−−−→ C0 γ0−−−→ C1 γ1−−−→ . . . Cn γn−−−→

,

ïîðîæäàþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ãðóïï

0 −−−→ A(X)
α̃−−−→ A0(X)

α̃0−−−→ A1(X)
α̃1−−−→ . . .An(X)

α̃n−−−→yh̃
yh̃0

yh̃1

yh̃n

0 −−−→ B(X)
β̃−−−→ B0(X)

β̃0−−−→ B1(X)
β̃1−−−→ . . .Bn(X)

β̃n−−−→yl̃
yl̃0

yl̃1
yl̃n

0 −−−→ C(X)
γ̃−−−→ C0(X)

γ̃0−−−→ C1(X)
γ̃1−−−→ . . . Cn(X)

γ̃n−−−→

.

Èç íàøèõ îïðåäåëåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ìîðôèçì ïó÷êîâ lnhn ïîðîæäàåò
ïðîèçâåäåíèå ãîìîìîðôèçìîâ l̃nh̃n. Òàêèì îáðàçîì, (l̃h)n = l̃nh̃n îòêóäà (lh)n = lnhn

�

4. Òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
4.1. Ìÿãêèå ïó÷êè. Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà X íîðìàëüíû è ïàðîêîìïàêòííû.Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X
íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè. Äëÿ
ëþáûõ íå ïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ S, T ⊂ X ñóùåñòâóþò
ñîäåðæàùèå èõ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà X ⊃ U ⊃ S, X ⊃ V ⊃ T .

Ïàðîêîìïàêòîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî X, â ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå
êîòîðîãî ìîæíî âïèñàòü êîíñåðâàòèâíîå çàìêíóòîå ïîêðûòèå. Îáúÿñíèì ýòè
òåðìèíû. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîêðûòèå X =

⋃
γ∈G Sγ âïèñàíî â ïîêðûòèå X =

⋃
α∈A Uα,

åñëè äëÿ ëþáîãî Uα ñóùåñòâóåò Sγ òàêîå, ÷òî Sγ ⊂ Uα. Ïîêðûòèå çàìêíóòûìè
8



ìíîæåñòâàìè X =
⋃
γ∈G Sγ íàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ Γ ⊂ G ìíîæåñòâî
⋃
γ∈Γ Sγ � çàìêíóòî.

Âñå ìåòðèçóåìûå ïðîñòðàíñòâà è, â ÷àñòíîñòè, òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ïàðaêîìïàêòîìè. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà
X ïîðîæäàåò ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà ëþáîì çàìêíóòîì
ïîäìíîæåñòâå S ⊂ X. Îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà S � ýòî ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ X ñ S. Âñÿêîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïàðaêîìïàêòà � ïàðaêîìïàêò.

Îòîæäåñòâèì ïðîèçâîëüíûé ïó÷îê F íàä íàä òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
X ñ ïó÷êîì íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé ïîðîæäåííîãî èì íàêðûòèÿ π : F̃ → X
(òåîðåìà 2.1). Îïðåäåëèì äëÿ çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊂ X ìíîæåñòâî F(S) êàê
ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé π íàä S. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèÿ
îãðàíè÷åíèÿ F(X)→ F(S).

Ïó÷îê F íàä òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì X íàçûâàåòñÿ ìÿãêèì, åñëè
îòîáðàæåíèå F(X) → F(S) ñþðúåêòèâíî, äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà
S ⊂ X, òî åñòü ëþáîå ñå÷åíèå íàä S ïðîäîëæàåòñÿ äî ñå÷åíèÿ íàä X.

Óïðàæíåíèå 4.1. Äîêàçàòü, ÷òî
1. Ïó÷îê E(F) ïðîèçâîëüíûõ ñå÷åíèé íàêðûòèÿ � ìÿãêèé.
2. Ïó÷îê ãëàäêèõ ôóíêöèé íà Rn � ìÿãêèé.
3. Ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà C � íå ìÿãêèé.
4. Ïîñòîÿííûé ïó÷îê (ò.å. ïó÷îê ëîêàëüíî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé) � íå ìÿãêèé.

Êàê è ðàíüøå, ãîâîðÿ î ïó÷êàõ ìû áóäåì èìåòü â âèäó ïó÷êè íàä ôèêñèðîâàííûì
ïðîñòðàíñòâîì X.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü A � ìÿãêèé ïó÷îê è 0 → A g→ B h→ C → 0
� òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï
0→ A(X)

g̃→ B(X)
h̃→ C(X)→ 0 òîæå òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷íîñòü â ÷ëåíå A(X) ñðàçó ñëåäóåò èç òî÷íîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ â ÷ëåíå A. Òî÷íîñòü â ÷ëåíå B(X) îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ b ∈ B(X) ñóùåñòâóåò ïåðåõîäÿùåå â íåãî ïîä äåéñòâèåì g̃
ñå÷åíèå a ∈ A. Èç òî÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ â ÷ëåíå B ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ux è ñå÷åíèå aUx ∈ A(Ux) òàêèå, ÷òî g̃(aUx) �
ýòî îãðàíè÷åíèå b íà Ux. Òàêèì îáðàçîì g̃(aUx−aUy) = 0 íà Ux∩Uy. Ââèäó òî÷íîñòè â
÷ëåíå A(Ux∩Uy) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0→ A(Ux∩Uy) g̃→ B(Ux∩Uy) h̃→ C(Ux∩Uy)→ 0
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ñå÷åíèé aUx è bUx íà Ux ∩ Uy ñîâïàäàþò. Ñîãëàñíî
âòîðîé àêñèîìå ïó÷êà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ñå÷åíèÿ aUx ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè
îäíîãî ñå÷åíèÿ a ∈ A(X) è h̃(a) = b.

Äîêàæåì òî÷íîñòü â ÷ëåíå C(X). Ïóñòü c ∈ C(X). Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ X
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü x ∈ U è ñå÷åíèå b ∈ B(U) òàêèå, ÷òî h(b) = c|U . Ïîêðîåì
ïðîñòðàíñòâî X ïàðàìè (Uj, bj) òàêîãî òèïà. Ðàññìîòðèì êîíñåðâàòèâíîå ïîêðûòèå
{Si}, âïèñàííîå â ïîêðûòèå {Uj}. Îíî ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî ïàð (Si, si), ãäå si ∈ B(Si)
è h(si) = c|Si . Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî S âñåõ ïàð (S, s), ãäå S � îáúåäèíåíèå
ìíîæåñòâ èç {Si} è h(s) = c|S. Ââåäåì íà S ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, ñ÷èòàÿ, ÷òî
(S, s) � (S ′, s′), åñëè S ⊂ S ′ è s′|S = s. Ëþáàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ öåïî÷êà òàêèõ ïàð èìååò
âåðõíþþ ãðàíèöó � îáúåäèíåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ öåïî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî
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ëåììå Öîðíà, ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ïàðà (S̄, s̄) ∈ S. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî
S̄ = X.

Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà (S0, s0) ∈ S òàêàÿ, ÷òî S0 * S̄, S0∩S̄ 6= ∅ è
h(s̄−s0) = 0 íà S0

⋂
S̄. Îãðàíè÷èì ïó÷êè íà ïðîñòðàíñòâî S0

⋂
S̄. Èç óæå äîêàçàííîé

òî÷íîñòè â ÷ëåíå B(S0

⋂
S̄) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå a ∈ A(S0

⋂
S̄) òàêîå, ÷òî

g(a) = s̄ − s0. Èñïîëüçóÿ ìÿãêîñòü ïó÷êà A, ïðîäîëæèì ñå÷åíèå a äî a0 ∈ A(S0).
Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå s̃ ∈ B(S0

⋃
S̄), òàêîå, ÷òî s̃|S̄ = s̄ è s̃|S0 = s0 + g(a0). Òîãäà

(S0

⋃
S̄, s̃) ∈ S, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè (S̄, s̄). �

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü A, B � ìÿãêèå ïó÷êè è 0 → A g→ B h→ C → 0 � òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ. Òîãäà ïó÷îê C � ìÿãêèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S ⊂ X � ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è c ∈ C(S).
Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå b ∈ B(S) òàêîå, ÷òî h(b) = c.
Èñïîëüçóÿ ìÿãêîñòü ïó÷êà B, ïðîäîëæèì ñå÷åíèå b äî ñå÷åíèÿ b̃ ∈ B(X) è ïîëîæèì
c̃ = h(b̃). Òîãäà c̃|S = c. �

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü 0 → F α→ F0 α0→ F1 α1→ F2 α2→ ... � òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ìÿãêèõ ïó÷êîâ íà X. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãðóïï 0→ F(X)

α̃→ F0(X)
α̃0→ F1(X)

α̃1→ F2(X)
α̃2→ ... òîæå òî÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì K0 = F0 è Kn = Im(αn−1) = Ker(αn) ïðè n > 0.
Ðàññìîòðèì òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïó÷êîâ 0 → Kn → Fn → Kn+1 → 0.
Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ è òåîðåìó 4.2, íàõîäèì, ÷òî ïó÷êè Kn ìÿãêèå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï
0 → Kn(X) → Fn(X) → Kn+1(X) → 0 òî÷íà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï
0 → F(X)

α̃→ F0(X)
α̃0→ F1(X)

α̃1→ F2(X)
α̃2→ ... ÿâëÿåòñÿ ñêëåéêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 0→ Kn(X)→ Fn(X)→ Kn+1(X)→ 0. �

Ñëåäñòâèå 4.1. Åñëè F � ìÿãêèé ïó÷îê, òî Hn(X,F) = 0 ïðè n > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàíîíè÷åñêàÿ ðåçîëüâåíòà ïó÷êà F ñîñòîèò èç ìÿãêèõ ïó÷êîâ. �

4.2. Äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 4.4. Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ 0 → A h→ B l→ C → 0
ïîðîæäàåò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï êîãîìîëîãèé
0 → H0(X,A)

h0→ H0(X,B)
l0→ H0(X, C) δ0→ H1(X,A)

h1→ H1(X,B)
l1→ H1(X, C) δ1→

H2(X,A)..., íàçûâàåìóþ äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, êàíîíè÷åñêèå ðåçîëüâåíòû ïó÷êîâ
ïîðîæäàþò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ãðóïï
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0 0 0 0y
y

y
y

0 −−−→ A(X)
α̃−−−→ A0(X)

α̃0−−−→ A1(X)
α̃1−−−→ . . .An(X)

α̃n−−−→yh̃
yh̃0

yh̃1

yh̃n

0 −−−→ B(X)
β̃−−−→ B0(X)

β̃0−−−→ B1(X)
β̃1−−−→ . . .Bn(X)

β̃n−−−→yl̃
yl̃0

yl̃1
yl̃n

0 −−−→ C(X)
γ̃−−−→ C0(X)

γ̃0−−−→ C1(X)
γ̃1−−−→ . . . Cn(X)

γ̃n−−−→y
y

y
y

0 0 0 0

è îòîáðàæåíèÿ hn, ln. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå δn.
Ââèäó òåîðåìû 4.1 âñå ñòîëáöû, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, òî÷íû. Ðàññìîòðèì

c ∈ Ker(γ̃n). Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ Bn(X) òàêîé, ÷òî
l̃n(b) = c. Ïîëîæèì b′ = β̃nb. Òîãäà l̃n+1b

′ = l̃n+1(β̃nb) = γ̃n(l̃nb) = γ̃n(c) = 0. Ââèäó
òî÷íîñòè ñòîëáöà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ An+1(X) òàêîé, ÷òî h̃n+1(a) = b′. Áîëåå
òîãî, h̃n+2(α̃n+1a) = β̃n+1(h̃n+1a) = β̃n+1b

′ = β̃n+1β̃nb = 0. Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α̃n+1a = 0, òî åñòü a ∈ Ker(α̃n+1).

Ïóñòü òåïåðü b̄ ∈ Bn(X) äðóãîé ýëåìåíò ñî ñâîéñòâîì l̃n(b̄) = c. Òîãäà
l̃n(b − b̄) = 0 è ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà, (b − b̄) = h̃(ã), ãäå ã ∈ An(X).
Ïîýòîìó, â âèäó êîììóòàòèâíîñòè, ïðèìåíÿÿ ïðåäûäóùóþ êîíñòðóêöèþ ê ýëåìåíòó
b̄ ìû ïîëó÷èì ýëåìåíò a + α̃n(ã). Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò a îïðåäåëåí ñ
òî÷íîñòüþ äî Im(α̃n). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâèå c 7→ a ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå
δ̃n : Ker(γ̃n)→ Hn+1(X,A).

Ïóñòü òåïåðü c ∈ Im(γ̃n−1), òî åñòü c = γ̃n−1c
′′ äëÿ íåêîòîðîãî c′′ ∈ Cn−1(X).

Ââèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b′′ ∈ Bn−1(X) òàêîé, ÷òî l̃n−1(b′′) = c′′.
Ïîëîæèì b = β̃n−1b

′′. Ââèäó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû l̃nb = c. Èñïîëüçóÿ ýòîò b â
îïèñàííîé âûøå êîíñòðóêöèè, íàõîäèì, ÷òî δ̃nc = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, δ̃n ïîðîæäàåò
ãîìîìîðôèçì δn : Hn(X, C)→ Hn+1(X,A).

Äîêàæåì òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîãîìîëîãèé. Íà÷íåì ñ òî÷íîñòè â ÷ëåíå
Hn(X,B). Ðàâåíñòâî lnhn = 0 ñëåäóåò èç òî÷íîñòè ñòîëáöà ïó÷êîâ. Ïóñòü ln(b̄) = 0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò b ∈ b̄ òàêîé, ÷òî l̃n(b) = 0. Òîãäà, â âèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà n,
b = h̃n(a) äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A(X), ïðè÷åì a ∈ Ker(α̃n) â âèäó òî÷íîñòè ñòîëáöà n+1.
Òàêèì îáðàçîì a ïîðîæäàåò ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, ïåðåõîäÿùèé â b̄ ïîä äåéñòâèåì
hn.

Äîêàæåì òî÷íîñòü â ÷ëåíå Hn(X, ). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ b ∈ Ker(β̃n) âûïîëíåíî
δnln(b + Im(β̃n−1)) = (h̃n+1)−1β̃n(b) = 0. Åñëè δn(c + Im(γ̃n−1)) = 0 è c ∈ Ker(γ̃n), òî, â
âèäó òî÷íîñòè ñòîëáöîâ n è n+1, c = l̃n(b), ãäå β̃n(b) = 0. Òàêèì îáðàçîì b ïîðîæäàåò
ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, ïåðåõîäÿùèé â c+ Im(γ̃n−1) ïîä äåéñòâèåì ln.

Äîêàæåì òî÷íîñòü â ÷ëåíå Hn(X,A). Äåéñòâèòåëüíî
h̃nδ̃n−1(c + Im(γ̃n−1)) = β̃n(l̃n)−1(c) ∈ Im(β̃n), è, ñëåäîâàòåëüíî ëåæèò â íóëåâîì
êëàññå ãîìîëîãèé. Ïóñòü a ∈ Ker(h̃n+1). Òîãäà h̃n+1a ∈ Im(βn), òî åñòü h̃n+1a = βnb
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äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ Bn(X). Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a = δnc, ãäå
c = l̃n(b). �

Ó÷àñòâóþùèå â äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðû δi íàçûâàþòñÿ
ñâÿçûâàþùèìè èëè îïåðàòîðîì Áîêøòåéíà.
Óïðàæíåíèå 4.2. Äîêàçàòü, ÷òî ìîðôèçì (ò.å. êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà)
òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïó÷êîâ

0 −−−→ A −−−→ B −−−→ C −−−→ 0y
y

y
0 −−−→ A′ −−−→ B′ −−−→ C ′ −−−→ 0

ïîðîæäàåò ìîðôèçì (ò.å. êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó) äëèííûõ òî÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
0 −−−→ H0(X,A) −−−→ H0(X,B) −−−→ H0(X, C) −−−→ H1(X,A) −−−→ H1(X,B)...y

y
y

y
y

0 −−−→ H0(X,A′) −−−→ H0(X,B′) −−−→ H0(X, C ′) −−−→ H1(X,A′) −−−→ H1(X,B′)...
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