
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

2.1 Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà

Êâàäðàòè÷íîå äåéñòâèå

S[X] → S[X, e] = 1
2

∫
dτ
ẊµẊµ

e(τ)
− 1

2
m2

∫
e(τ)dτ (2.1)

èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ðåïàðàìåòðèçàöèé

δXµ = ξẊµ, δe =
d

dτ
(ξe) (2.2)

ñ ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì ξ = ξ(τ) = τ − f(τ). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âêëþ÷àþò ñâÿçü

δS

δe
= −Ẋ

µẊµ

e2
−m2 = 0 (2.3)

êîòîðóþ ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè êâàíòîâàíèè.

Êàêèå îñíîâíûå âîïðîñû ìû äîëæíû ïîñòàâèòü ïðè êâàíòîâàíèè:

• ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû;

• êàê ïðîèñõîäèò äèíàìèêà - âûáîð âðåìåíè;

• êòî òàêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû.

Äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñ äåéñòâèåì S = 1
2

∫ t1
t0
dt mẋ2 îòâåòû íà âñå âîïðîñû

ïî÷òè î÷åâèäíû:

• ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé - íàïðèìåð ôóíêöèè ψ(x), èëè ôóðüå îáðàçû ψ̃(p), ò.å. ôóíê-
öèè èìïóëüñîâ pi =

∂L
∂ẋi

= ẋi/m;

• âðåìÿ çàäàíî èçíà÷àëüíî. Äèíàìèêà îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîìH = pẋ−L = p2

2m
;

• íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû: â êëàññèêå áûëè ôóíêöèè íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå f(x, p) -
ïðåâðàùàþòñÿ â ïðîèçâîëüíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû â ñèëó êàíîíè÷åñêèõ
êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé

[xi, pj] = i~δij (2.4)

ò.å., íàïðèìåð pi → −i~ ∂
∂xi

.
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Óäîáíåå îäíàêî äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ïîëüçîâàòüñÿ èìïóëüñíûì ïðåäñòàâëåíèåì, ïî-
ñêîëüêó èìïóëüñû d

dt
pi = 0 ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ (÷òî âåðíî è äëÿ ãåéçåíáåð-

ãîâûõ îïåðàòîðîâ, òàê êàê îíè êîììóòèðóþò ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = p2

2m
), à âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ áóäåò ïðîñòî óìíîæàòüñÿ íà ôàçó.

×òî âîçíèêàåò ïðè íàèâíîì ïîäõîäå â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå. Ïîñìîòðèì íà äåéñòâèå
ôîðìàëüíî, è ïåðåéäåì ê ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó, ñ÷èòàÿ âðåìåíåì ïàðàìåòð íà ìèðî-
âîì ëèñòå, òîãäà

Pµ =
∂L
∂Ẋµ

=
Ẋµ

e
, pe = 0

dPµ

dτ
= 0

(2.5)

îäíàêî â ñèëó ñâÿçè
PµP

µ +m2 = 0 (2.6)

ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ëèøü ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòàìè èìïóëüñà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü îïèñàíî ôóíêöèÿìè ϕ±(p), êîòî-
ðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà.

Äåéñòâèòåëüíî, êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå (~ = 1)

[Xµ, Pν ] = iδµν (2.7)

ðåëÿòèâèñòñêè-êîâàðèàíòíû ([Xµ, P ν ] = iηµν , [Xµ, Pν ] = iηµν), è åñëè îïèñûâàòü ïðîñòðàí-
ñòâî ñîñòîÿíèé â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, òî Pµ = −i ∂

∂Xµ ≡ −i∂µ è íà âîëíîâóþ
ôóíêöèþ âîçíèêàåò ñâÿçü (

−∂µ∂µ +m2
)
ϕ(X) = 0 (2.8)

áóêâàëüíî ïðåäñòàâëÿþùàÿ èç ñåáÿ óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà. Åãî ðåøåíèå

ϕ(X) =

∫
d4Pe−iPX ϕ̃(P ) =

∫
d4Pe−iPXδ(P 2 +m2)ϕ̆(P ) =

=

∫
d3p

2E(p)
(
eiE(p)t−ipxϕ+(p) + e−iE(p)t−ipxϕ−(p)

) (2.9)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà íàáîðà âîëí-÷àñòèö (îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñ E± = ±
√
p2 +m2 ≡

±E(p)), ëîêàëèçîâàííûõ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

E2 = p2 +m2 (2.10)

Çàìåòèì, ÷òî íàèâíûé ãàìèëüòîíèàí

H = PµẊ
µ − L = 1

2
e
(
PµP

µ +m2
)

(2.11)

â ñèëó óðàâíåíèÿ ñâÿçè ïðîñòî ðàâåí íóëþ.
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2.2 Êâàíòîâàíèå ôåðìèîííîé ÷àñòèöû

Âñïîìíèì òåïåðü äåéñòâèå äëÿ áåçìàññîâîé ôåðìèîííîé ÷àñòèöû

S =
1

2

∫
dτ

(
ẊµẊ

µ

e
+ iΨµΨ̇

µ + i
χ

e
ΨµẊ

µ

)
(2.12)

â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî. Òåïåðü â äîïîëíåíèè ê

Pµ =
∂L
∂Ẋµ

=
Ẋµ

e
+
i

2

χ

e
Ψµ, pe = 0

dPµ

dτ
= 0

(2.13)

ñëåäóåò äîáàâèòü

Πµ =
∂L
∂Ψ̇µ

= − i

2
Ψµ, Πχ = 0

dΠµ

dτ
= − i

4
χPµ

(2.14)

ãäå åùå ñëåäóåò óòî÷íèòü - êàê èìåííî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì.
Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ó íàñ åñòü äâå ñâÿçè

ẊµẊ
µ + i

χ

e
ΨµẊ

µ = 0, or PµP
µ = 0 (2.15)

è ðàâåíñòâî íóëþ ñóïåðçàðÿäà

Q =
ẊµΨ

µ

e
= 0, or ΨµPµ = 0 (2.16)

Ïî÷åìó ôåðìèîíû? Íà ýòîò âîïðîñ ìîæåò îòâåòèòü òîëüêî êâàíòîâàÿ òåîðèÿ - ïðè íàèâ-
íîì êâàíòîâàíèè îò ñêîáîê Ïóàññîíà {Xµ, Pν} = δµν è {Ψµ,Πν} = δµν ìû ïåðåõîäèì ê

[Xµ, Pν ] = iδµν , [Ψµ,Πν ]+ = iδµν (2.17)

êîììóòàòîðàì è àíòè-êîììóòàòîðàì. Ñ ïåðâûì ìû óæå ðàçîáðàëèñü, à âòîðîå â ñèëó
ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó Ψµ è Πν ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

ΨµΨν +ΨνΨµ = −2ηµν (2.18)

àëãåáðû Êëèôôîðäà íà êâàíòîâûå ïåðåìåííûå Ψµ → γµ. Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå
ñîñòîÿíèé ôåðìèîííîé ÷àñòèöû:

• äåéñòâóåò àëãåáðà Êëèôôîðäà, ò.å. âîëíîâûå ôóíêöèè íåñóò íà ñåáå çíà÷îê åå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ

|p, α,±⟩ → ψ±
α (p), α = 1, . . . , D/2 (2.19)

â êîòîðîì ïðîêâàíòîâàííûå îïåðàòîðû Ψµ äåéñòâóþò ãàììà-ìàòðèöàìè γµ = ∥γµαβ∥;
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• ñóïåðçàðÿä ïðåâðàùàåòñÿ â îïåðàòîð Äèðàêà

D̂ = iγµPµ, D̂ψ = 0 (2.20)

à âîëíîâûå ôóíêöèè ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Äèðàêà - ôåðìè-
îíàìè ñî ñïèíîì 1

2
â D-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.

2.3 Åâêëèäîâî äåéñòâèå è êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

Èíòåãðàë ïî ïóòÿì â ðåëÿòèâèñòñêîé åâêëèäîâîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå åñòåñòâåííî ôîð-
ìàëüíî çàïèñàòü êàê∫

DeDX e
−

∫ 1
0 dt

(
Ẋ2

2e
+ 1

2
em2

)
=

∫
De e−

m2

2

∫ 1
0 dte

∫
DXe−

∫ 1
0 dt Ẋ

2

2e (2.21)

ãäå ìû âûäåëèëè ãàóññîâ èíòåãðàë âî âíåøíåé îäíîìåðíîé ìåòðèêå e(t). Çàìåòèì ñðàçó,
÷òî â ñèëó ðåïàðàìåòðèçàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë ïî îä-
íîìåðíûì ìåòðèêàì òàê èëè èíà÷å ñâåäåòñÿ ê èíòåãðàëó ïî äëèíàì òðàåêòîðèé T =

∫ 1

0
dte.

Îá ýòîì äàëüøå, à ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ãàóññîâ èíòåãðàë ïî êîîðäèíàòàì, â êîòîðîì
ñðàçó âûáåðåì e(t) = T

I(T ) =

∫
DXe−

∫ 1
0 dt Ẋ

2

2T (2.22)

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè X(t) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå t ∈ [0, 1] ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè X(0) = 0 è X(1) = 0 1. Â ïðîñòðàíñòâå òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî âûáðàòü
åñòåñòâåííûé áàçèñ, è ëþáóþ ôóíêöèþ ïðåäñòàâèòü êàê

X(t) =
∞∑
k=1

xk sin(πkt), Ẋ(t) = π
∞∑
k=1

kxk cos(πkt) (2.23)

Òîãäà

S[X] =

∫ 1

0

dt
Ẋ2

2T
=
π2

2T

∞∑
k,l=1

kxklxl

∫ 1

0

dt cos(πkt) cos(πlt) =
π2

4T

∞∑
k=1

k2x2k (2.24)

1Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ X(0) = X0 è X(1) = X1 ñäâèíóâ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ

X(t) = Y (t) +X0 +
X1 −X0

T
t

è ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðè ëèíåéíîì ñäâèãå DX = DY , ìû ïîëó÷èì, ÷òî∫
X(0)=X0,X(1) =X1

DXe−
∫ 1
0
dt Ẋ2

2T = e−
(X1−X0)2

2T I(T )
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à ìåðó èíòåãðèðîâàíèÿ áûëî áû åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êàê DX = N
∏∞

k=1 dxk, ãäå N
- íåêîòîðàÿ �íîðìèðîâî÷íàÿ� ïîñòîÿííàÿ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, òàê ïîñòóïàòü íåëüçÿ - â òîì
ñìûñëå, ÷òî êîíñòàíòà N îêàæåòñÿ �îñîáîé�, òàê êàê èíòåãðèðîâàíèå â ôóíêöèîíàëüíîì
èíòåãðàëå ïðîâîäèòñÿ âîâñå íå ïî ãëàäêèì òðàåêòîðèÿì (âîïðîñ èç �òåîðèè ìåðû�).

Ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ â (2.22) òåïåðü ëåãêî ôîðìàëüíî çàïèñàòü â âèäå

I(T ) = N
∫ ∞∏

k=1

dxk exp

(
− π2

4T

∞∑
k=1

k2x2k

)
=

= N
∞∏
k=1

√
2π

ak

∣∣∣∣
ak=

π2k2

2T

= N
∞∏
k=1

√
4T

πk2

(2.25)

è äëÿ èíòåðïðåòàöèè ýòîãî îòâåòà íåîáõîäèìî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü íîðìèðîâî÷íóþ êîí-
ñòàíòó N .

Êîíñòàíòó N ìîæíî çàôèêñèðîâàòü, íàïðèìåð, ïîòðåáîâàâ∫
DXe−

1
2
∥X∥2 = N

∫ ∞∏
k=1

dxk exp

(
−T
4

∞∑
k=1

x2k

)
= 1 (2.26)

÷òî ñ î÷åâèäíîñòüþ äà¼ò N =
∏∞

k=1

√
T
4π
, ãäå T =

∫ 1

0
dte(t) - �ñîáñòâåííàÿ äëèíîé òðàåêòî-

ðèè�, à

∥X∥2 =
∫ 1

0

dt TX(t)2 =

∫ T

0

dte(t)X(t)2 (2.27)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íè÷òî èíîå êàê ðåïàðàìåòðèçàöèîííî-èíâàðèàíòíóþ íîðìó. Òîãäà

I(T ) = N
∞∏
k=1

√
4T

πk2
=

∞∏
k=1

T

πk
(2.28)

×åìó ðàâíî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè? Ïîñëå ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

log I(T ) =
∞∑
k=1

log T −
∞∑
k=1

log(πk) (2.29)

áåñêîíå÷íóþ êîíñòàíòó ìîæíî �çàáûòü�, à êîýôôèöèåíò ïåðåä log T

∞∑
k=1

1 =
∞∑
k=1

1

ks

∣∣∣∣∣
s=0

= ζ(0) = −1
2 (2.30)

âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ζ-ôóíêöèè. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîëó÷àåì

I(T ) =

∫ X(1)=0

X(0)=0

DXe−
∫ 1
0 dτ Ẋ2

2T =
const√
T

(2.31)
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à êîíå÷íîé ïåðåíîðìèðîâêîé êîíñòàíòó ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíèöå.

Î÷åâèäíûå îáîáùåíèÿ:

• Â ñëó÷àå ìíîãèõ ïåðåìåííûõ Xµ = Xµ(τ), µ = 1, . . . , D - äëÿ D-ìåðíîé ðåëÿòèâèñò-
ñêîé ìåõàíèêè

I(T ) =

∫ Xµ(1)=0

Xµ(0)=0

DXe−
∫ 1
0 dτ

Ẋ2
µ

2T =
1

TD/2
(2.32)

• à äëÿ íåíóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

I(T |Xµ
1 , X

µ
0 ) =

∫ Xµ(1)=Xµ
1

Xµ(0)=Xµ
0

DXe−
∫ 1
0 dτ

Ẋ2
µ

2T =
e−

(X
µ
1 −X

µ
0 )2

2T

TD/2
(2.33)

Âîïðîñ: óäîâëåòâîðÿåò ëè îòâåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà - è åñëè äà, òî ïî÷åìó?

2.4 Èíòåãðàë ïî ôåðìèîíàì

Ôåðìèîííûé àíàëîã

I(T ) =

∫
Ψ(0)=γ

DΨe−
1
2

∫ 1
0 dτΨΨ̇ = const (2.34)

Î÷åâèäíàÿ ÷àñòü: äåéñòâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà
∫ 1

0
dτΨΨ̇ íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Ψ̇ = 0 ñàìî îáðàùàåòñÿ â íóëü. ×óòü ìåíåå î÷åâèäíàÿ ÷àñòü - èíòåãðàë âîîáùå íå çàâèñèò
îò ìåòðèêè íà ìèðîâîé ëèíèè, è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.
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