
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 3. Êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà Ëè.
Çà÷åò ïî äàííîìó ëèñòêó ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå ñäà÷è 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Çàäà÷è ñî çâåç-

äî÷êîé ñòîÿò âäâîå äîðîæå. Äåäëàéí 24 îêòÿáðÿ.

Âåêòîðíîå ïîëå v íà ãðóïïå Ëè G íàçûâàåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G
âûïîëíåíî Lg∗v = v . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé äèôôåîìîðôèçì Rg ïåðåñòàíîâî÷åí ñî âñÿêèì äèôôåîìîðôèçìîì Lh äëÿ
g, h ∈ G . á)Ïóñòü g(t) ∈ G � ãëàäêèé ïóòü â ãðóïïå G , òàêîé ÷òî g(0) = e . Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå ñêîðîñòåé
ñåìåéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ Rg(t) ëåâîèíâàðèàíòíî, à ïîëå ñêîðîñòåé Lg(t) � ïðàâîèíâàðèàíòíî.

Íàïîìíèì, ÷òî êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê ìíîãîîáðàçèþ M â òî÷êå m ∈ M íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë ξ : C∞(M) −→ R , òàêîé, ÷òî ξ(fg) = f(m)ξ(g) + g(m)ξ(f) äëÿ ëþáûõ f, g ∈ C∞(M) .
Ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå m îáîçíà÷àåòñÿ TmM . Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëîåì
êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM â òî÷êå m ∈ M . Âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè M ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè
ñå÷åíèÿìè ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v ∈ Lie(M) åãî çíà÷åíèåì â òî÷êå
m ∈ M ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûé âåêòîð v(m) : f 7→ v(f)(m) .

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ëåâî- (à òàêæå ïðàâî-) èíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â òî÷êå e ∈ G . á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëåì ñêîðîñòåé ñåìåéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ âèäà Rg(t) . â)Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàòîð ëåâîèíâàðè-
àíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì âåêòîðíûì ïîëåì. ã)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ëåâîèí-
âàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå êîììóòèðóåò ñî âñÿêèì ïðàâîèíâàðèàíòíûì âåêòîðíûì ïîëåì.

3. Âûïèøèòå â êàêèõ-íèáóäü êîîðäèíàòàõ âñå ëåâîèíâàðèàíòíûå è ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà
ãðóïïå Ëè à) R ; á) S1 ; â) îáðàòèìûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö 2×2 ; ã) GL2(R) ; ä) GLn(R) . Óêàçàíèå: íà
ãðóïïå GLn åñòü ãëîáàëüíûå êîîðäèíàòû � ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû. Â íèõ èíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïî-
ëÿ ïèñàòü ïðîùå âñåãî.

Ôîðìàëüíûì îòîáðàæåíèåì n-ìåðíîãî äèñêà â k -ìåðíûé íàçûâàåòñÿ íàáîð ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿ-
äîâ fi(x1, . . . , xn) , i = 1, . . . , k , òàêèõ, ÷òî fi(0, . . . , 0) = 0 . Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü íàáîð
ïåðåìåííûõ îäíèì ñèìâîëîì x := (x1, . . . , xn) , è íàáîð ðÿäîâ òîæå îäíèì ñèìâîëîì, f(x) . Êîìïîçèöè-
åé ôîðìàëüíûõ îòîáðàæåíèé f ◦ g íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ðÿäà g â f , ò.å. f(g(x)) . Òîæäå-
ñòâåííûì ôîðìàëüíûì îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ ðÿä f(x) = x .

4. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå f(x) n-ìåðíîãî äèñêà â ñåáÿ îáðàòèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà f(x) = A(x)+o(x) , ãäå A � îáðàòèìûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, à o(x) � ðÿä èç ìîíîìîâ ñòåïåíè ñòðîãî
âûøå 1 . Òàêèå ôîðìàëüíûå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ôîðìàëüíûìè çàìåíàìè êîîðäèíàò è îáðàçóþò
ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè.

n-ìåðíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïîé (èëè ôîðìàëüíûì ãðóïïîâûì çàêîíîì) íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîå îòîáðà-
æåíèå F (x, y) èç 2n-ìåðíîãî äèñêà â n-ìåðíûé, òàêîå, ÷òî F (x, y) = x+ y + o(x, y) è

F (x, F (y, z)) = F (F (x, y), z).

Ãîìîìîðôèçìîì n-ìåðíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû F1 â k -ìåðíóþ ôîðìàëüíóþ ãðóïïó F2 íàçûâàåòñÿ
ôîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå f n-ìåðíîãî äèñêà â k -ìåðíûé òàêîå, ÷òî F2(f(x), f(y)) = f(F1(x, y)) . Â
÷àñòíîñòè, èçîìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò, ïåðåâîäÿùàÿ îäíó ôîðìàëüíóþ
ãðóïïó â äðóãóþ.

5. à) (Àêñèîìà åäèíèöû) Ïóñòü F (x, y) � ôîðìàëüíûé ãðóïïîâîé çàêîí. Äîêàæèòå, ÷òî F (x, 0) = x =
F (0, x) . á) (Àêñèîìà îáðàòíîãî) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ôîðìàëüíîå îòîáðàæåíèå s(x)
èç n-ìåðíîãî äèñêà â ñåáÿ, òàêîå, ÷òî F (x, s(x)) = 0 = F (s(x), x) . Óêàçàíèå: s(x) = −x + o(x) , à
êîýôôèöèåíòû ïðè ìîíîìàõ âûñøèõ ñòåïåíåé íàõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî èíäóêöèè.

6. à) Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè, è x1, . . . , xn � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè e ∈ G , òàêèå,
÷òî e = (0, . . . , 0) . Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ G × G −→ G , çàïèñàííàÿ â ýòèõ êîîðäèíàòàõ,
åñòü ôîðìàëüíûé ãðóïïîâîé çàêîí. á) Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì ãðóïï Ëè, çàïèñàííûé â òàêèõ
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìàëüíûõ ãðóïï.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ðÿäû çàäàþò îäíîìåðíûå ôîðìàëüíûå ãðóïïû: F (x, y) = x+ y (àääè-
òèâíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà) è F (x, y) = x+ y+ xy (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà). á) Äîêà-
æèòå, ÷òî ýòè ôîðìàëüíûå ãðóïïû èçîìîðôíû.



8∗ . à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû F (x, y) = x+y+B(x, y)+o(x2, xy, y2) , ãäå B(x, y)
� áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ. á) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ B(x, y)−B(y, x) êîñîñèììåòðè÷íà è óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâó ßêîáè.

Ïóñòü G � Ãðóïïà Ëè.Êàñàòåëüíîé àëãåáðîé Ëè íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî g := TeG (êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ê ãðóïïå G â åäèíèöå) ñî ñòðóêòóðîé àëãåáðû Ëè, çàäàííîé îäíèì èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ
ñïîñîáîâ.

(1) Äëÿ ëþáîãî ξ ∈ TeG ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå lξ , òàêîå, ÷òî
lξ(e) = ξ . Ïóñòü ξ, η ∈ g = TeG . Òîãäà [ξ, η] := −[lξ, lη](e) .

(2) Ïóñòü rξ ïðàâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå, òàêîå, ÷òî rξ(e) = ξ . Òîãäà [ξ, η] := [rξ, rη](e) .
(3) Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè åäèíèöû ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ êîììóòàòîð ñîâïàäàåò ñ îïåðàöèåé èç çàäà÷è 8, [x, y] = B(x, y)−B(y, x) .

9∗ . Äîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîé àëãåáðû Ëè â ñàìîì äåëå ýêâèâàëåíòíû.
Óêàçàíèå: ïîëüçóÿñü çàäà÷åé 2á, äîêàæèòå, ÷òî òðåòüå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî äâóì ïåðâûì.

10. à)Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà Ëè gln(R) ãðóïïû Ëè GLn(R) åñòü ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà ñ îïåðà-
öèåé êîììóòàòîðà, Matn(R)− . Óêàçàíèå: ïðîùå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì êàñàòåëüíîé àëãåáðû
÷åðåç ôîðìàëüíóþ ãðóïïó, âçÿâ â êà÷åñòâå êîîðäèíàò ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû. á)Ïóñòü G � ïîäãðóïïà
Ëè â GLn(R) . Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî g = TeG ⊂ Matn(R) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè êîììóòàòîðà, è îïåðàöèÿ íà g êàê íà êàñàòåëüíîé àëãåáðå Ëè ãðóïïû G åñòü îãðàíè÷åíèå îïåðà-
öèè êîììóòàòîðà â ìàòðè÷íîé àëãåáðå. â) Âûïèøèòå êîììóòàòîð â êàñàòåëüíîé àëãåáðå ãðóïïû SO3(R) â
êàêîì-íèáóäü áàçèñå. ã) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ãðóïïû SU2 .

Íàïîìíèì, ÷òî êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ ∈ TmM íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè ïàðàìåòðèçîâàííîé
ãëàäêîé êðèâîé γ(t) ∈ M (t ∈ (−ϵ, ϵ)) â òî÷êå t = 0 , åñëè m = γ(0) è ξ(f) = d

dt |t=0f(γ(t)) . Êðèâàÿ γ(t)
íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé âåêòîðíîãî ïîëÿ v ∈ Lie(M) , åñëè äëÿ âñÿêîãî t0 êàñàòåëüíûé âåêòîð
v(γ(t0)) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè êðèâîé γ(t) â òî÷êå t0 . Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
÷åðåç êàæäóþ òî÷êó, â êîòîðîé ýòî ïîëå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ.

11. à)Ïóñòü γ(t) � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ëåâîèíâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v , òàêàÿ, ÷òî γ(0) = e . Äîêà-
æèòå, ÷òî γ ïðîäîëæàåòñÿ äî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ γ : R −→ G , è ýòî îòîáðàæåíèå åñòü ãîìîìîðôèçì
ãðóïï Ëè. Óêàçàíèå: íàäî äîêàçàòü, ÷òî γ(s+t) = γ(s)γ(t) . Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì s îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè îäíîãî è òîãî æå âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç îäíó
è òó æå òî÷êó. á∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ îäíîìåðíàÿ ãðóïïà Ëè èçîìîðôíà ëèáî R ïî ñëîæå-
íèþ, ëèáî S1 = R/Z . â∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâå îäíîìåðíûå ôîðìàëüíûå ãðóïïû èçîìîðôíû.

Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè, g � åå êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà Ëè. Êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ g ñîîòâåòñòâóåò
èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ γx(t) ñîîòâåòñòâóþùåãî ëåâîèíâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ýêñïîíåíöèàëüíîå
îòîáðàæåíèå exp : g −→ G îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: exp(x) := γx(1) . Ñîãëàñíî çàäà÷å 11à, ýòî
îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî íà âñåé àëãåáðå Ëè g .

12. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãðóïïû Ëè GLn(R) ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå � ýòî îáû÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ
ýêñïîíåíòà. á) Äîêàæèòå, ÷òî ýòî òàê è äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû Ëè â GLn(R) .

13. à∗ )Äîêàæèòå, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ãëàäêî. Óêàçàíèå: âñïîìíèòå íóæíóþ òåîðåìó èç äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. á) Äîêàæèòå, ÷òî d0 exp = id : g −→ g , è, òàêèì îáðàçîì, exp ÿâëÿåòñÿ äèô-
ôåîìîðôèçìîì íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ â g íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü åäèíèöû â G . â)Äîêàæèòå, ÷òî
ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ôóíêòîðèàëüíî, ò.å. äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà ãðóïï Ëè φ : G −→ H èìå-
åì exp ◦deφ = φ ◦ exp . ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè [x, y] = 0 , òî exp(x+ y) = exp(x) exp(y) .

14∗ . Îïèøèòå âñå ñâÿçíûå àáåëåâû ãðóïïû Ëè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

15. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà (íå îáÿçàòåëüíî àññîöèàòèâíàÿ). Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Ëè
Der(A) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé àëãåáðîé ãðóïïû Ëè Aut(A) àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû A .

16. à) Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòàÿ ïîãðóïïà â ãðóïïå Ëè ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì åå êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
Óêàçàíèå: âñÿêèé ñìåæíûé êëàññ òàêîé ïîäãðóïïû òîæå îòêðûò. á) Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíàÿ ãðóïïà
Ëè ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ñâîèì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì. â) Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì ñâÿçíûõ
ãðóïï Ëè îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâîèì äèôôåðåíöèàëîì â åäèíèöå (ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèì ãîìîìîðôèçìîì
êàñàòåëüíûõ àëãåáð Ëè). Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ôóíêòîðèàëüíîñòüþ ýêñïîíåíòû.


