
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 2. Äèôôåîìîðôèçìû,
âåêòîðíûå ïîëÿ è ãðóïïû Ëè.

Çà÷åò ïî äàííîìó ëèñòêó ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå ñäà÷è 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè.
Çàäà÷è ñî çâåçäî÷êîé ñòîÿò âäâîå äîðîæå. Äåäëàéí 10 îêòÿáðÿ.

Âåêòîðíûì ïîëåì íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåá-
ðû C∞(M) ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè M .Äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì íà ãëàä-
êîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà àëãåáðå C∞(M) .

1∗ . à)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå âåêòîðíîå ïîëå v íà ìíîãîîáðàçèè M â ëþáûõ ëîêàëüíûõ êî-

îðäèíàòàõ x1, . . . , xn èìååò âèä v(F ) =
n∑

i=1
fi(x1, . . . , xn)

∂F
∂xi

, ãäå fi � ãëàäêèå ôóíêöèè. Óêà-

çàíèå: äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå âåêòîðíîå ïîëå, äåéñòâóþùåå íóëåì íà êîîðäèíàò-
íûå ôóíêöèè xi , äåéñòâóåò íóëåì íà âñå ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóéòåñü ëåììîé Àäà-
ìàðà: âñÿêàÿ C∞ -ôóíêöèÿ F â îêðåñòíîñòè òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0, . . . , 0) ïðåäñòà-

âèìà â âèäå F (x1, . . . , xn) = F (0, . . . , 0)+
n∑

i=1
xifi(x1, . . . , xn) , ãäå fi � íåêîòîðûå C

∞ -ôóíêöèè.

á) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå î äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-
ðàõ íà ìíîãîîáðàçèè.

2. à)Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè îáðàçóþò àëãåáðó Ëè îòíîñèòåëüíî
êîììóòàòîðà. Ýòà àëãåáðà Ëè îáîçíà÷àåòñÿ Lie(M) . á)Ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèåì çàäà÷è
1à, âûïèøèòå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ôîðìóëó äëÿ êîììóòàòîðà âåêòîðíûõ ïîëåé.

Äèôôåîìîðôèçìû ìíîãîîáðàçèÿ M äåéñòâóþò íà àëãåáðå C∞(M) è íà àëãåáðå Ëè
Lie(M) . À èìåííî, ïóñòü g : M −→ M � äèôôåîìîðôèçì, òîãäà îïåðàòîð g∗ : C∞(M) −→
C∞(M) äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå (g∗F )(m) := F (g(m)) äëÿ âñåõ F ∈ C∞(M), m ∈ M , à
îïåðàòîð g∗ : Lie(M) −→ Lie(M) äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå (g∗v)(F ) := g∗−1vg∗(F ) äëÿ âñåõ
v ∈ Lie(M), F ∈ C∞(M) .

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî (gh)∗ = h∗g∗ , à (gh)∗ = g∗h∗ . á) Äîêàæèòå, ÷òî g∗ � àâòîìîðôèçì
àëãåáðû C∞(M) , à g∗ � àâòîìîðôèçì àëãåáðû Ëè Lie(M) .

4.Ïóñòü gt : M −→ M � ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ M , ãëàäêî çàâèñÿùèõ
îò ïàðàìåòðà t ∈ R (ýòî çíà÷èò, ÷òî îòîáðàæåíèå R ×M −→ M , ïåðåâîäÿùåå (t,m) â
gt(m) , ãëàäêî), òàêîå, ÷òî g0 : M −→ M � òîæäåñòâåííûé äèôôåîìîðôèçì. à)Äîêàæèòå,

÷òî îïåðàòîð v íà àëãåáðå C∞(M) , äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå v(F ) := d
dt |t=0g

∗
t (F ) ÿâ-

ëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì íà ìíîãîîáðàçèè M . Òàêîå âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîëåì ñêî-

ðîñòåé äàííîãî ñåìåéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ. á) Ïóñòü v′ � åùå îäíî âåêòîðíîå ïîëå
íà M . Äîêàæèòå, ÷òî [v, v′] = − d
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t � äâà ñåìåéñòâà äèôôåîìîðôèç-

ìîâ M , à v1, v2 � ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ ñêîðîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî
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5. à) Ïóñòü gt � ñåìåéñòâî ïîâîðîòîâ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2 ñ îáùèì öåíòðîì.
Êàêîé âèä èìååò ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå ñêîðîñòåé? á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ñåìåéñòâà
ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. â) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ñåìåéñòâà ãîìîòåòèé ñ îáùèì öåíòðîì.
ã) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè. ä) Òîò æå âîïðîñ
äëÿ ñåìåéñòâà àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè.

6. à) Âûáåðèòå êàêóþ-íèáóäü êîîðäèíàòó íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, è íàïèøèòå â íåé îáùèé
âèä ïîëÿ ñêîðîñòåé ñåìåéñòâà äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðÿìîé. á) Âûáåðèòå
êàêèå-íèáóäü êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, è íàïèøèòå â íèõ îáùèé âèä ïîëÿ
ñêîðîñòåé ñåìåéñòâà äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.



Ãðóïïîé Ëè íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå G , íàäåëåííîå ñòðóêòóðîé ãðóïïû
òàê, ÷òî îòîáðàæåíèÿ óìíîæåíèÿ G × G −→ G, (g, h) 7→ gh è âçÿòèÿ îáðàòíîãî G −→
G, g 7→ g−1 ãëàäêèå.

7. Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè, g ∈ G � ïðîèçâîëüíûé åå ýëåìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ
Lg : G −→ G, h 7→ gh è Rg : G −→ G, h 7→ hg ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè.

8. à)Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Ëè: GLn(R) , SLn(R) , On(R) ,
SOn(R) , Un , SUn . Óêàçàíèå: âñå ýòè ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Matn(R) èëè Matn(C) íà êîòîðîì îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ áèëèíåéíà, è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ãëàäêà. Îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îáðàòíîãî ðàöèîíàëüíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ãëàä-
êà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ãðóïï
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â Matn(R) èëè Matn(C) . Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíåå
óñëîâèå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü â êàêîé-íèáóäü îäíîé òî÷êå íàøåé ãðóïïû, ïîñêîëüêó âñå
îñòàëüíûå òî÷êè èç íåå ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì äèôôåîìîðôèçìà ëåâîãî óìíîæåíèÿ
Lg : Matn −→ Matn äëÿ ïîäõîäÿùåãî g èç íàøåé ãðóïïû. á)Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè ýòèõ ãðóïï
Ëè. â) Êàêèå èç ýòèõ ãðóïï Ëè ñâÿçíû? ã) Êàêèå èç íèõ êîìïàêòíû?

9. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè (ãîëîìîðôíûìè) ïîäãðóïïàìè
Ëè â GLn(C) : à) Un ; á) SLn(C) ; â) On(C)?

10. Ïðèâåäèòå ïðèìåð à) ãðóïïû Ëè, äèôôåîìîðôíîé öèëèíäðó S1 ×R , á) 2-ìåðíîé
íåàáåëåâîé ãðóïïû Ëè, â) íåàáåëåâîé ãðóïïû Ëè, äèôôåîìîðôíîé R3 , ã) íåàáåëåâîé
ãðóïïû Ëè, äèôôåîìîðôíîé S1 × R2 , ä∗ ) ãðóïïû Ëè, äèôôåîìîðôíîé òðåõìåðíîé
ñôåðå S3 .

11∗ . à) Äîêàæèòå, ÷òî âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû âåùåñòâåííûõ n × n-ìàòðèö
âíóòðåííèå. á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ. â)Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Ëè äèô-
ôåðåíöèðîâàíèé êâàòåðíèîíîâ åñòü òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ îïåðàöèåé âåê-
òîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

12∗ . à)Óêàæèòå êàêèå-íèáóäü 3 âåêòîðíûõ ïîëÿ íà òðåõìåðíîé ñôåðå S3 , ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ â êàæäîé òî÷êå. á)Óêàæèòå äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ âåêòîðíûõ ïîëåé êàêîå-íèáóäü
ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ, ïîëåì ñêîðîñòåé êîòîðîãî îíî ÿâëÿåòñÿ. â)Íàéäèòå ïîïàð-
íûå êîììóòàòîðû ýòèõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

13∗ . à) Îïèøèòå âñå ãîëîìîðôíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà CP1 . á) Óêàæèòå äëÿ êàæäîãî
èç ýòèõ âåêòîðíûõ ïîëåé êàêîå-íèáóäü ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ, ïîëåì ñêîðîñòåé
êîòîðîãî îíî ÿâëÿåòñÿ. â) Îïèøèòå âñå ãîëîìîðôíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
íà CP1 .


