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Ëèñòîê 4. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, çàäàííûõ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

F (q,Q, t) ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Uij =
∂2F

∂Qj∂qi
,

pi =
∂F

∂qi
, Pi = − ∂F

∂Qi
, H ′(Q,P, t) = H(q, p, t) +

∂F

∂t
,

a) ñêîáêè Ïóàññîíà íå ìåíÿþòñÿ: {f, g}(q,p) = {f, g}(Q,P );

á) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû íå ìåíÿþò ñâîåãî âèäà: ḟ = ∂f
∂t + {f,H ′}.

2. Ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ ãàìèëüòîíèàíîì H = p2

2 + q2

2 . Íàéäèòå çàêîí
ýâîëþöèè îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, çàäàííîé íåðàâåíñòâîì (q − a)2 + p2 ≤ r2, ãäå
0 < a < r � âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû. Óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû Ëèóâèëëÿ

ÿâíûì âû÷èñëåíèåì ïëîùàäè ýòîé îáëàñòè â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

3. Ãàìèëüòîíèàí îäíîìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò âèä H = p2

2m + U(q), ãäå q è p
� êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòà è èìïóëüñ, U(q) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Ïîñòðîéòå

ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ ýòîé ñèñòåìû.

4. Îäíîìåðíàÿ íåçàìêíóòàÿ öåïî÷êà Òîäû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó n îäèíàêîâûõ òî-

÷å÷íûõ ÷àñòèö íà ïðÿìîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
n∑

i=1

p2i
2m

+ g2
n−1∑
i=1

e2(qi−qi+1),

ãäå g � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ � ìîæåò áûòü áåç ïîòåðè îáùíîñòè âûáðàíà ðàâíîé 1.

à) Ïîñòðîéòå ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ ýòîé ñèñòåìû.

á) Äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ ÷àñòèö (n = 3) âûïèøèòå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ñèñòåìû, è óáåäèòåñü

â èõ ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè.

5. Îäíîìåðíàÿ çàìêíóòàÿ öåïî÷êà Òîäû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó n îäèíàêîâûõ òî-

÷å÷íûõ ÷àñòèö íà îêðóæíîñòè ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
n∑

i=1

p2i
2m

+ g2
n∑

i=1

e2(qi−qi+1),

ãäå ìû ïîëàãàåì qn+1 ≡ q1. Ïîñòðîéòå ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ ýòîé ñèñòåìû.


