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Ëèñòîê 3. Ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì: ñêîáêè Ïóàññîíà è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ι çàäàåòñÿ íà ìíîæåñòâå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ

âûïóêëûõ ôóíêöèé

ι : f(x) 7→ h(p) = (xp− f(x))|x=x(p),

ãäå x, p ∈ R, è x(p) � ðåçóëüòàò ðàçðåøåíèÿ óñëîâèÿ f ′(x) = p îòíîñèòåëüíî x, ò.å., f ′(x(p)) ≡
p. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà èíâîëþòèâíî: ι ◦ ι = id, è åãî îáðàç ñîñòîèò èç

äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ âûïóêëûõ ôóíêöèé.

2. Ñêîáêà Ïóàññîíà è ðîäñòâåííûå äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîíñòðóêöèè.

a) Áèëèíåéíàÿ îïåðàöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè â íåêîòîðûõ êîîðäèíàòàõ

za çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
{f, g} = ∂afJ

ab(z) ∂bg.

Êàêèå óñëîâèÿ òðåáóåòñÿ íàëîæèòü íà ìàòðèöó Jab(z), ÷òîáû îïåðàöèÿ {∗, ∗} áûëà ñêîáêîé
Ïóàññîíà? Êàê ïðåîáðàçóåòñÿ Jab ïðè çàìåíå êîîðäèíàò? Jab(z) íàçûâåòñÿ ñòðóêòóðíîé

ìàòðèöåé ñêîáêè Ïóàññîíà.

á) Ñîïîñòàâèì ôóíêöèè h(z) âåêòîðíîå ïîëå Xh, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó Xh(f) := {f, h}.
Òàêîå âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì. Â êîîðäèíàòàõ za ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
Xh = Jab(z)∂bh∂a . Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå, óñòàíàâëèâàþùåå ñâÿçü ìåæäó ñêîáêîé Ïóàñ-

ñîíà ôóíêöèé è àëãåáðîé Ëè (êîììóòàòîðîì) ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ

ïîëåé:

[Xf , Xg] = X{f,g}.

â) Ðàññìîòðèì ñêîáêó Ïóàññîíà ñ íåâûðîæäåííîé ñòðóêòóðíîé ìàòðèöåé Jab(z). Îáîçíà÷èì
w(z) = (J(z))−1. Óáåäèòåñü, ÷òî ôîðìóëà Ω = wab(z)dz

a ∧ dzb çàäàåò íåâûðîæäåííóþ çà-

ìêíóòóþ 2-ôîðìó, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëÿõ ïî ïðàâèëó

Ω (Xf , Xg) = {g, f}.

Òàêàÿ 2-ôîðìà íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, à ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì îíà

çàäàíà, � ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.

3. Ïóñòü r⃗ è p⃗ � ðàäèóñ-âåêòîð è èìïóëüñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äåêàðòîâû êîîðäèíàòû êîòîðûõ

èìåþò êàíîíè÷åñêèå ñêîáêè Ïóàññîíà

{ri, rj} = {pi, pj} = 0, {ri, pj} = δij .

Ðàññìîòðèì âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà òî÷êè M⃗ = r⃗ × p⃗ è âåêòîðíóþ ôóíêöèþ íà ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå âèäà

f⃗ = r⃗ ϕ1 + p⃗ ϕ2 + M⃗ϕ3,

ãäå ϕa, a = 1, 2, 3 � ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè. Íàéäèòå çíà÷åíèå ñêîáêè Ïóàññîíà{
(⃗a, M⃗), (⃗b, f⃗)

}
, ãäå a⃗ è b⃗ � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå âåêòîðû.

4. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå

U(r⃗) = −α

r
, r = |r⃗|.



à) Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîð

K⃗ =
1

m
(p⃗× M⃗)− α r⃗

r
,

íàçûâàåìûé âåêòîðîì Ðóíãå-Ëåíöà, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Çäåñü M⃗ è p⃗ � ìîìåíò

èìïóëüñà è èìïóëüñ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâåííî.

á) Âû÷èñëèòå ñêîáêè Ïóàññîíà {Ki,Kj} è {Ki,Mj}.

5. Ãàìèëüòîíèàí ðàâíîìåðíî íàìàãíè÷åííîãî øàðà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå H⃗ èìååò âèä

H =
(M⃗, M⃗)

2I
− γ(M⃗, H⃗),

ãäå M⃗ � âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà øàðà, I � åãî ìîìåíò èíåðöèè, à êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ

γ íîñèò íàçâàíèå ãèðîìàãíèòíîãî îòíîøåíèÿ. Ñêîáêè Ïóàññîíà äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò ìîìåíòà

èìïóëüñà èìåþò âèä {Mi,Mj} =
∑3

k=1 ϵijkMk, ãäå ϵijk � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð

òðåòüåãî ðàíãà, ϵ123 = 1.
Âûâåäèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ìîìåíòà èìïóëüñà è íàéäèòå èõ ÿâíîå ðåøåíèå

äëÿ ñëó÷àÿ H⃗ = (0, 0,H0).

6. Ðàññìîòðèì âíèìàòåëüíåé ñêîáêó Ïóàññîíà, çàäàâàåìóþ ôîðìóëîé

{xi, xj} =
3∑

k=1

εijkxk, (∗)

ãäå {xi}i∈1,2,3 � êîîðäèíàòû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R3. Ñòðóêòóðíàÿ ìàòðèöà ýòîé ñêîáêè Ïóàñ-

ñîíà âûðîæäåíà, à çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Zα(x), òàêèå ÷òî {Zα, f} = 0, ∀ f . Ýòè ôóíêöèè
íàçûâàþòñÿ öåíòðàëüíûìè â àëãåáðå ñêîáîê Ïóàññîíà. Óñëîâèÿ Zα(x) = cα ðàññëàèâàþò ôàçî-

âîå ïðîñòðàíñòâî íà, òàê íàçûâàåìûå, ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû (çäåñü cα � êîíñòàíòû, íóìåðó-

þùèå ðàçëè÷íûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû). Ãàìèëüòîíîâû ïîëÿ, çàäàâàåìûå ñêîáêîé Ïóàññîíà

êàñàòåëüíû ê ïîâåðõíîñòÿì åå ñèïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ. Åñëè æå îãðàíè÷èòü ñêîáêó Ïóàññîíà íà

ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò, òî îíà ñòàíîâèòñÿ íåâûðîæäåííîé.

Ñèìïëåêòè÷åñêèìè ëèñòàìè ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû (*) ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðè÷åñêèå ñôåðû â

ïðîñòðàíñòâå R3.

a) Íàéäèòå íåâûðîæäåííóþ ñêîáêó Ïóàññîíà, ïîðîæäàåìóþ îãðàíè÷åíèåì ñêîáêè (∗) íà ñôåðó
ðàäèóñà r. Îïðåäåëèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ 2-ôîðìó.

á) Ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ ñôåðû èç ñåâåðíîãî ïîëþñà íà ïëîñêîñòü, êàñà-

þùóþñÿ ñôåðû â þæíîì ïîëþñå:

(θ, ϕ) ∈ S2 7→ (x, y) ∈ R2 : eiϕ ctg(θ/2) 7→ x+ iy.

Íàéäèòå ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò ñèì-

ïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ñôåðå, íàéäåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Îïðåäåëèòå ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñêîáêè Ïóàññîíà.

â) Íàéäèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ïëîñêîñòè ñ ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé, íàéäåííîé â ïðåäû-

äóùåì ïóíêòå, êîòîðûå îòâå÷àþò ãàìèëüòîíèàíó

H =
x2 + y2

2
.


