
Çàäà÷è 5. Ôóíêöèîíàëüíûå äåòåðìèíàíòû

Ôóíêöèîíàëüíûå äåòåðìèíàíòû I

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Λ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λn
îïðåäåëèì ζ-ôóíêöèþ

ζΛ(s) = trΛ−s =
∑
n

1

λsn
è ñëåä òåïëîâîãî ÿäðà

KΛ(t) = tr e−Λt =
∑
n

e−λnt

Äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà Λ îïðåäåëÿåòñÿ êàê detΛ = e−ζ′Λ(0) ãäå ζ-ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè

s = 0 ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ζ-ôóíêöèÿ è ñëåä òåïëîâîãî ÿäðà ñâÿçàíû ôîðìóëîé

ζΛ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞

0
ts−1KΛ(t) dt

Ìîæíî ëè îáðàòèòü ýòó ôîðìóëó, ò.å. âûðàçèòü KΛ(t) ÷åðåç ζΛ(s)?

2. Ïóñòü Λ, Λ0 - äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðà. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

detΛ

detΛ0

= exp

{
−

∫ ∞

0

dt

t

(
KΛ(t)−KΛ0(t)

)}
(íà÷íèòå ñ òîæäåñòâà log A

B
= −

∫∞
0

dt
t
(e−tA − e−tB)).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ĥ = − d2

dx2
+m2, x ∈ [0, L] ñ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñëåäóþùèõ òðåõ òèïîâ:

à) ψ(0) = ψ(L) = 0 (Äèðèõëå)

á) ψ′(0) = ψ′(L) = 0 (Íåéìàí)

â) ψ(0) = ψ(L) (ïåðèîäè÷åñêèå)

3. Íàéäèòå ζĤ(s) è KĤ(t) äëÿ âñåõ òðåõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Íàéäèòå ðàç-
ëîæåíèå KĤ(t) ïðè t → 0+.

4. Ââåäÿ îáðåçàíèå (ðåãóëÿðèçàöèþ), âû÷èñëèòå det
(
− d2

dx2
+m2

)
.

5. Äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå äîêàæèòå ôîðìóëó

det
(
− d2

dx2 +m2
)

det
(
− d2

dx2

) =
sinh(mL)

mL

6. ∗ (�Îäíîìåðíûé ýôôåêò Êàçèìèðà�.) Íàéäèòå ñèëó, ñ êîòîðîé ïðèòÿãèâàþòñÿ
äðóã ê äðóãó êîíöû îòðåçêà [0, L] èç-çà íóëåâûõ êîëåáàíèé áåçìàññîâîãî áîçîí-
íîãî ïîëÿ ñ óñëîâèåì Äèðèõëå íà êîíöàõ. Ýíåðãèþ íóëåâûõ êîëåáàíèé ñ÷èòàòü

ðàâíîé E = h̄
2
tr Ω̂, ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ω̂ ðàâíû ωn =

πn

L
. (Êàê

èçâåñòíî èç êóðñà îáùåé ôèçèêè, ñèëà ðàâíà F = −∂E
∂L
.)
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