
Çàäà÷è. 2

Òî÷å÷íàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà

1. Íàéäèòå íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë äåéñòâèÿ äëÿ ñâîáîäíîé òî÷å÷íîé ÷àñòèöû
â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî:

à) S = −mc
∫

ds = −mc
∫ √

−dXµdXµ,

á) S = 1
2

∫
dτe

(
e−2∂X

µ

∂τ

∂Xµ

∂τ
−m2c2

)

2. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå òî÷å÷íîé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â ïðîèçâîëüíîé ïðîñò-
ðàíñòâåííî-âðåìåííîé ìåòðèêå Gµν(X):

SG = 1
2

∫
dτe

(
e−2Gµν(X)

∂Xµ

∂τ

∂Xν

∂τ
−m2c2

)

Âûâåäèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ïîêàæèòå, ÷òî îíè ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì
ãåîäåçè÷åñêîé.

Ñóïåðñèììåòðèÿ

1. Ðàññìîòðèì �ôåðìèîííûé îñöèëëÿòîð� ñ ãàìèëüòîíèàíîìH = ωc†c, ãäå ôåðìè-
îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì cc† + c†c = 1, c2 =
(c†)2 = 0. Ðåàëèçóéòå èõ ìàòðèöàìè â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (÷åìó ìîæåò
áûòü ðàâíî n?) è íàéäèòå óðîâíè ýíåðãèè.

2. Ñóïåðñèììåòðè÷íûé îñöèëëÿòîð çàäàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì H = ωa†a + ωc†c,
ãäå a, a† � áîçîííûå îïåðàòîðû ([a, a†] = 1), à c, c† � ôåðìèîííûå, êàê â ïðåäû-
äóùåé çàäà÷å.

à) Íàéäèòå óðîâíè ýíåðãèè.

á) Ïîñòðîéòå îïåðàòîðû Q,Q† òàêèå, ÷òî [Q,H] = [Q†, H] = 0, [Q,Q†]+ = H.

Èíòåãðàëû ñ ãðàññìàíîâûìè ïåðåìåííûìè

Èíòåãðàëû ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
∫

dξ = 0,
∫

dξ ξ = 1.

1. Äîêàæèòå òîæäåñòâà (f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ):

à)
∫
dξdξ̄f(ξ + η, ξ̄ + η̄) =

∫
dξdξ̄f(ξ, ξ̄).

á)
∫
dξn . . . dξ1

n∏
j=1

(ξj − ζj)f(ξ1, . . . , ξn) = f(ζ1, . . . , ζn).
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2. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ãàóññîâûõ èíòåãðàëîâ ïî ãðàññìàíîâûì
ïåðåìåííûì:

à)
∫
dξ̄dξeξ̄Aξ+ξ̄η+η̄ξ = −Ae−η̄A−1η,

á)
∫
dξ̄1 . . . dξ̄n dξn . . . dξ1 exp

 n∑
j,k=1

ξ̄jAjkξk +
n∑

j=1

(ξ̄jζj + ζ̄jξj)


= (−1)n detA exp

 n∑
j,k=1

ζ̄j(A
−1)jkζk

,
â)

∫
dξ1 . . . dξn exp

 n∑
j,k=1

ξjAjkξk

 =
√
detA.
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