
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

3 Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

4 Ãàóññîâû èíòåãðàëû è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

4.1 Ãàóññîâû èíòåãðàëû

• Íà÷íåì ñ èíòåãðàëà

I =

∫ +∞

−∞
dxe−x2

=
√
π (4.1)

Óêàçàíèå: âû÷èñëèòü êâàäðàò èíòåãðàëà I2 =
∫
R2 dxdye

−(x2+y2).

• Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé âû÷èñëÿåì∫ +∞

−∞
dxe−

1
2
ax2

=

√
2π

a
(4.2)

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò ÷àñòî óäîáíî èçìåíèòü ìåðó è ïèñàòü

I(a) =

∫ +∞

−∞

dx√
2π
e−

1
2
ax2

=
1√
a

(4.3)

• Òðèâèàëüíî ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå

I(a1, . . . , an) =

∫
Rn

dnx e−
1
2

∑n
i=1 aix

2
i =

∫
Rn

∧n
j=1

dxj√
2π
e−

1
2

∑n
i=1 aix

2
i =

1∏n
i=1 ai

(4.4)

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ëåãêî ïîíÿòü ôîðìóëó

I(A) =

∫
Rn

dnx e−
1
2

∑
i,j Aijxixj =

1√
detA

(4.5)

ãäå ïîä çíàêîì äåòåðìèíàíòà â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîíèìàòü ñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü
ìàòðèöû A: Aij = Aji.

• Òî÷íî òàê æå â ãðàññìàíîâîì ñëó÷àå

I(A) =

∫
dnθ e

1
2

∑
i,j Aijθiθj = ±

√
detA = ±Pf(A) (4.6)

ãäå òåïåðü ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî, ÷òî ìàòðèöó A ìîæíî ñ÷èòàòü àíòè-
ñèììåòðè÷íîé Aij = −Aji.
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Âû÷èñëèì òåïåðü

I(a|b) =
∫ +∞

−∞

dx√
2π
e−

1
2
ax2+bx =

eb
2/2a

√
a

(4.7)

è åãî î÷åâèäíîå îáîáùåíèå

I(A|b) =
∫
Rn

dnx e−
1
2

∑
i,j Aijxixj+

∑
i bixi =

=
e

1
2

∑
i,j biA

−1
ij bj

√
detA

(4.8)

Çàìå÷àíèÿ:

1. Ïóñòü êâàäðàòè÷íîå �äåéñòâèå� S(x) = 1
2

∑
i,j Aijxixj −

∑
i bixi. Íàéäåì óñëîâèå åãî

ýêñòðåìóìà
∂S

∂xk
=

∑
j

Akjxj − bk = 0, k = 1, . . . , n (4.9)

ñ ðåøåíèåì Xi =
∑

j A
−1
ij bj. Íà ðåøåíèè S(x)|x=X = −1

2

∑
i,j biA

−1
ij bj, ò.å.

I(A|b)
I(A|0)

= exp(− S(x)|x=X) (4.10)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì äåéñòâèÿ - îñíîâíûì âêëà-
äîì â èíòåãðàë.

2. Ëåãêî îïðåäåëèòü (è âû÷èñëèòü!) �êîððåëÿòîðû�

⟨xi1 . . . xik⟩ =
∫
Rn d

nx xi1 . . . xike
− 1

2

∑
i,j Aijxixj∫

Rn dnx e
− 1

2

∑
i,j Aijxixj

=

=
∂k

∂bi1 . . . ∂bik

I(A|b)
I(A|0)

∣∣∣∣
b=0

=
∂k

∂bi1 . . . ∂bik
e

1
2

∑
i,j biA

−1
ij bj

∣∣∣
b=0

(4.11)

Èç ïðàâîé ÷àñòè (4.11) âèäíî, ÷òî ëþáûå êîððåëÿòîðû â ãàóññîâîé ìîäåëè âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç ïàðíûå: òåîðåìà Âèêà.

Â ÷àñòíîñòè, èç (4.11) ñëåäóåò
⟨xi⟩ = 0

⟨xixj⟩ = A−1
ij

(4.12)

÷òî íîðìèðîâàííàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ÿäðó îáðàòíîãî îïåðàòîðà. Ïðè ýòîì ìû
èñïîëüçîâàëè íåÿâíî, ÷òî:
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• Ó ìàòðèöû Aij âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû, â ÷àñòíîñòè íåò íåòðèâè-
àëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

∑
j Aijxj = 0 è ñóùåñòâóåò A−1. À ÷òî äåëàòü åñëè aj < 0

èëè aj = 0?

• ßñíî òîëüêî, ÷òî íàäî ðàçáèòü ïðîñòðàíñòâî J , j ∈ J íà J = J0 ⊕ J⊥, è èñêàòü
îáðàòíûé îïåðàòîð íà J⊥.

4.2 Îäíîìåðíûé ñëó÷àé - ÷àñòèöà

Âñïîìíèì ñëó÷àé, êîòîðûé ìû óæå ðàçáèðàëè - èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì

I(T |X1, X0) =

∫
X(0)=X0,X(1) =X1

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2 = e−
(X1−X0)

2

2T I(T )

I(T ) =

∫
X(0)=X(1)=0

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2

(4.13)

ñ ôèêñèðîâàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ èìåííî òåì, ÷òî îïåðàòîð
A → ∆ = − d2

dt2
âîîáùå ãîâîðÿ èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, íî òîëüêî íå ïðè íóëåâûõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ïîýòîìó èñêàòü îáðàòíûé îïåðàòîð

− d2

dt2
G(t, t′) = δ(t− t′) (4.14)

ðàçóìíî èìåííî ïðè óñëîâèè, ÷òî G(0, t′) = G(T, t′) = 0, 0 < t′ < T . (Ìû ïåðåîïðåäåëèëè
ïàðàìåòð íà ìèðîâîé ëèíèè τ = t/T , òàê ÷òî 0 < t < T ).

Ñìûñë ýòîé ôóíêöèè î÷åâèäåí èç ïîëíîãî àíàëîãà êîíå÷íîìåðíîãî ðàññóæäåíèÿ. Ðàñ-

ñìîòðèì òåïåðü I(T |j) =
∫
X(0)=X(1)=0

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2
+
∫ T
0 dtj(t)X(t) è ñäåëàåì â íåì ïîäñòàíîâêó

X(t) = X̃(t) +
∫
G(t, t′)j(t′)dt′, òîãäà

I(T |j) =
∫
X(0)=X(1)=0

DXe−
∫ T
0 dt Ẋ

2

2
+
∫ T
0 dtj(t)X(t) =

= exp

(
1
2

∫
dtdt′j(t)G(t, t′)j(t′)

)∫
X̃(0)=X̃(1)=0

DX̃e−
∫ T
0 dt

˙̃X
2

2 =

= exp

(
1
2

∫
dtdt′j(t)G(t, t′)j(t′)

)
I(T |0)

(4.15)

Ïîýòîìó

G(t, t′) = ⟨X(t)X(t′)⟩ = 1

I(T |0)
δ2

δj(t)δj(t′)
I(T |j)

∣∣∣∣
j=0

(4.16)

ðàâíà äâóõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî
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• Ðàññóæäåíèå íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè: ìèðîâîé ëèíèè, ìèðîâîãî ëèñòà, ìèðîâîãî
îáúåìà èòï. Ñëîâî �ìèðîâîé� çäåñü òîæå ïî÷òè ëèøíåå - ýòî ðàññóæäåíèå ïðåêðàñíî
ïðèìåíÿåòñÿ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ - íî ãëàâíûé åãî ñìûñë çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå
ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

• Òî÷íî òàêîå æå ðàññóæäåíèå ãîäèòñÿ è äëÿ èíòåãðàëà ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì,
ïîýòîìó êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñâîáîäíûõ ôåðìèîííûõ ïîëåé ìîæíî âû÷èñëÿòü
òàê æå êàê è äëÿ áîçîííûõ.

Çàäà÷ó ýòó ìîæíî (è ïðåäñòîèò!) ðåøèòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Ïðèâåäåì îäíàêî ñðàçó
îòâåò â ôîðìå Ôåéíìàíà

⟨X(t)X(t′)⟩ =


t(T − t′)

T
, t < t′

t′(T − t)

T
, t > t′

(4.17)

è â ôîðìå Ïîëÿêîâà

⟨X(t)X(t′)⟩ = −1
2
|t− t′|+ 1

2
(t+ t′)− tt′

T
, 0 < t, t′ < T (4.18)

Èç âòîðîãî âûðàæåíèÿ âèäíî íàïðèìåð, ÷òî êîððåëÿòîð ñêîðîñòåé

⟨Ẋ(t)Ẋ(t′)⟩ = δ(t− t′)− 1

T
, 0 < t, t′ < T (4.19)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíèé êâàäðàò ñêîðîñòè ⟨Ẋ(t)2⟩ êâàíòîâîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ïëîõî
îïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé. Îñíîâíûå çàäà÷è, îñòàâøèåñÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

• Îáîñíîâàòü îòâåò (4.17), (4.18). Ïîëó÷èòü åãî, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ôóðüå (ñïåêòðàëü-
íàÿ òåîðèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà?).

• Âû÷èñëèòü ôîðìóëó ⟨X(t)X(t′)⟩ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé t ∼ t+T . Â
äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4.14) íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü

− d2

dt2
G(t, t′) = δ(t− t′)− 1

T
(4.20)

• Âû÷èñëèòü äâóõòî÷å÷íóþ ôóíêöèþ äëÿ ôåðìèîíîâ ⟨Ψ(t)Ψ(t′)⟩.
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4.3 Äâóìåðíûé ñëó÷àé - ñòðóíà

Â òåîðèè íà äâóìåðíîì ìèðîâîì ëèñòå ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó. Âû-
áåðåì ñíà÷àëà è äëÿ ïðîñòîòû ìåòðèêó â êîíôîðìíîì âèäå ds2 = eφ(dσ2

1 + dσ2
2) = eφdzdz̄

è ðåøèì çàäà÷ó äëÿ äåéñòâèÿ ñâîáîäíîé áîçîííîé ñòðóíû

S[X|J ] = 1
2

∫
Σ

d2z∂αX
µ∂αXµ −

∫
Σ

d2zJµX
µ

∆Xµ(z, z̄) = −Jµ(z, z̄)

(4.21)

ãäå α = 1, 2, µ = 1, . . . , D. Ýòî ïðàêòè÷åñêè òðèâèàëüíûì îáðàçîì ïîâòîðÿåò îäíîìåðíîå
ðàññóæäåíèå

S[X|J ] = 1
2

∫
Σ

d2z∂αX
µ∂αXµ −

∫
Σ

d2zJµX
µ =

= 1
2

∫
Σ

d2zXµ(−∆)Xµ −
∫
Σ

d2zJµX
µ = 1

2

∫
Σ

d2zJµX
µ =

= 1
2

∫
d2zd2wJµ(z)G(z, w)J

µ(w)

(4.22)

ãäå Xµ(z) =
∫
d2wG(z, w)Jµ(w) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â (4.21), â êîòîðîì èñïîëüçîâàíà ôóíê-

öèÿ Ãðèíà (äåéñòâóþùåãî íà ôóíêöèÿõ) äâóìåðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ = ∂21+∂
2
2 = 4∂̄∂

∆zG(z, w) = δ(2)(z − w) (4.23)

Òîãäà, êàê è â ñëó÷àå ÷àñòèöû

⟨Xµ(z)Xν(z
′)⟩ = δµνG(z, z

′) (4.24)

Êàêèå ó íåãî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ?

• Ëîêàëüíîå (èëè íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè)

G(z, w) =
1

2π
log |z − w| (4.25)

• Ðåøåíèå çàäà÷ Äèðèõëå (è Íåéìàíà) â îáëàñòè, íàïðèìåð íà ïîëóïëîñêîñòè èëè â
åäèíè÷íîì êðóãå.

• Ðåøåíèå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè - íà öèëèíäðå èëè íà òîðå.
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4.4 Äâóìåðíûå ôåðìèîíû

Äåéñòâèå Äèðàêà-Âåéëÿ äëÿ äâóìåðíûõ áåçìàññîâûõ ôåðìèîíîâ ìîæíî ñâåñòè â áàçèñå

Ψ =

(
ψ
ψ̄

)
ê ñóììå

S =
1

π

∫
Σ

d2zΨγα∂αΨ =
1

π

∫
Σ

d2z
(
ψ∂̄ψ + ψ̄∂ψ̄

)
(4.26)

ãäå ìû òîæå âûáðàëè ìåòðèêó â êîíôîðìíî-ïëîñêîì âèäå. Â ñëó÷àå ÷åòíîãî ÷èñëà ôåð-
ìèîííûõ ïîëåé-êîîðäèíàò èõ ìîæíî êîìïëåêñèôèöèðîâàòü, â ðåçóëüòàòå äåéñòâèå áóäåò
èìåòü âèä

S =
1

π

∫
Σ

d2z
(
ψ̃∂̄ψ + ˜̄ψ∂ψ̄

)
=

1

π

∫
Σ

d2zψ̃∂̄ψ + c.c. (4.27)

ãäå ψ̃ è ψ - êîìïëåêñíûå ôåðìèîíû, èëè ðàçëè÷íûå ãðàññìàíîâû ôóíêöèè (1/2-äèôôåðåíöèàëû)
íà ìèðîâîì ëèñòå, ãîëîìîðôíûå íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ

∂̄ψ = 0, ∂̄ψ̃ = 0 (4.28)

à äëÿ �àíòè-ãîëîìîðôíîé ÷àñòè� äåéñòâèÿ âñå óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ôîðìàëüíûì êîì-
ïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì.

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì òåïåðü ÿâëÿåòñÿ âñå òî æå ðàññóæäåíèå ñ ãàóññîâûì èíòåãðàëîì,
ïðèâîäÿùåì ê äâóõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

⟨ψ̃(z)ψ(z′)⟩ = 1

z − z′
(4.29)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóëû Êîøè

∂̄
1

z − z′
= πδ(2)(z − z′) (4.30)
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