
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 4. Äåéñòâèÿ, ïðåäñòàâëåíèÿ,
óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà.

Çà÷åò ïî äàííîìó ëèñòêó ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå ñäà÷è 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Çàäà÷è ñî
çâåçäî÷êîé ñòîÿò âäâîå äîðîæå. Äåäëàéí 14 íîÿáðÿ.

1∗ . à)Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå G̃ ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè G èìååò åäèíñòâåííóþ ñòðóê-
òóðó ãðóïïû Ëè, òàêóþ, ÷òî îòîáðàæåíèå íàêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï Ëè. Ãðóïïà

Ëè G̃ íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé íàêðûâàþùåé ãðóïïû Ëè G . á) Äîêàæèòå, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèç-

ìà G̃ −→ G åñòü äèñêðåòíàÿ ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ π1(G) . â)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ãîìîìîðôèçìà
àëãåáð Ëè f : g1 −→ g2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîñâÿçíûõ ãðóïï
Ëè φ : G1 −→ G2 òàêîé, ÷òî deφ = f . Óêàçàíèå: â îêðåñòíîñòè åäèíèöû òàêîé ãîìîìîðôèçì ñòðî-
èòñÿ ïðè ïîìîùè ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Äàëåå, ýòîò ãîìîìîðôèçì ìîæíî ïðîäîëæèòü
íà âñþ ãðóïïó âäîëü ëþáîãî ïóòè â ãðóïïå è âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíîñâÿçíîñòüþ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîð-
ðåêòíîñòè. ã) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîé àëãåáðå Ëè ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå îäíîé ñâÿçíîé îäíîñâÿç-
íîé ãðóïïû Ëè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà (íà ñàìîì äåëå, ðîâíî îäíà).

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ãðóïïû Ëè S1 èçîìîðôíà R . á) Äîêàæèòå,
÷òî óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ãðóïïû Ëè SO3(R) èçîìîðôíà SU2 , è óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå
äâóëèñòíî. â∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ ãðóïïû Ëè SO4(R) èçîìîðôíà SU2×
SU2 , è óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå äâóëèñòíî.

Ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû Ëè íàçûâàåòñÿ ãëàäêèé ãîìîìîðôèçì G −→ GL(V ) , ãäå V � âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè g −→ gl(V ) , ãäå V
� âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîíÿòèÿ ãîìîìîðôèçìà ïðåäñòàâëåíèé, íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðÿ-
ìîé ñóììû ïðåäñòàâëåíèé è ò.ä. îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì.

3. à)Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë ãîìîìîðôèçìà G −→ GL(V ) â òî÷êå e ∈ G ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëå-
íèåì àëãåáðû Ëè g = TeG . á) Ïîëüçóÿñü çàäà÷åé 1, äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
Ëè g âëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé
ãðóïïû Ëè.

4. Îïèøèòå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè à) R ; á) S1 .
â) Êàêèå èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé íåïðèâîäèìû? íåðàçëîæèìû? âïîëíå ïðèâîäèìû?

Óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ ïàðà (U(g), ϵ) , ãäå U(g) � àññî-
öèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé, ϵ : g −→ U(g)− � ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì óíè-

âåðñàëüíûì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A è ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Ëè φ : g −→ A−

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì àññîöèàòèâíûõ àëãåáð φ̃ : U(g) −→ A , òàêîé, ÷òî φ = φ̃ ◦
ϵ .

5. à)Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà äàííîé àëãåáðû Ëè g åäèíñòâåííà ñ òî÷-
íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g îäíîçíà÷íî ïðî-
äîëæàåòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(g) (òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ ïðåä-
ñòàâëåíèé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé ãðóïïû Ëè, òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé åå àëãåáðû Ëè è òåîðèÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèé åå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû � îäíî è òî æå).

6. Ïóñòü T (g) = C ⊕ g ⊕ (g⊗ g) ⊕ . . . � òåíçîðíàÿ àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà g (ò.å. ñâîáîäíàÿ àññî-
öèàòèâíàÿ àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ïðîñòðàíñòâîì g) è ïóñòü J ⊂ T (g) � äâóñòîðîííèé èäåàë, ïîðîæ-
äåííûé ýëåìåíòàìè x⊗ y − y ⊗ x− [x, y] äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ g . Äîêàæèòå, ÷òî àññîöèàòèâ-
íàÿ àëãåáðà U(g) := T (g)/J ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì ϵ : g −→ g ⊂ T (g) îáëàäàåò òðåáóåìûì óíè-
âåðñàëüíûì ñâîéñòâîì.Óêàçàíèå: èíà÷å ãîâîðÿ, ïóñòü x1, . . . xn � áàçèñ â àëãåáðå Ëè g è ïóñòü [xi, xj ] =
n∑

k=1

ckijxk . Íàäî äîêàæçàòü, ÷òî U(g) åñòü àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ îáðàçóþùèìè x1, . . . , xn è îïðåäå-

ëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè xixj − xjxi =
n∑

k=1

ckijxk , ïðè÷åì ϵ(xi) = xi .

7. à)Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà àáåëåâîé àëãåáðû Ëè g åñòü àëãåáðà ïîëè-
íîìîâ S(g) . á∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ îáåðòûâàþùàÿ àëãåáðà äâóìåðíîé íåàáåëåâîé àë-
ãåáðû Ëè èçîìîðôíà ïîäàëãåáðå â àëãåáðå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðÿìîé, ïîðîæäåí-
íîé îïåðàòîðàìè x è x ∂

∂x .



8. Ïóñòü x1, . . . , xn áàçèñ â àëãåáðå Ëè g . Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîìû âèäà xk11 xk22 ·. . .·xknn , ãäå ki ∈ Z≥0 ,
îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå U(g) .

Îáîáùåííîé ôóíêöèåé íà ìíîãîîáðàçèè M , ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå m ∈ M , íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë F : C∞(M) −→ R , òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ Z≥0 èìååì F (mn

m) = 0 , ãäå mm = {f ∈
C∞(M) | f(m) = 0} � ìàêñèìàëüíûé èäåàë òî÷êè m ∈ M .

9. Ïóñòü D � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà ìíîãîîáðàçèè M è m ∈ M . Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå
îïåðàòîðà D â òî÷êå m , ò.å. ôóíêöèîíàë F (f) := D(f)(m) , ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ôóíêöèåé íà
M , ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå m ∈ M .

10. à) Ïóñòü φ : M −→ N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé è F � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ
íà M , ñîñðåäîòîòî÷åííàÿ â òî÷êå m ∈ M . Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèîíàë φ∗F : C∞(N) −→ R ,
äåéñòâóþùèé êàê φ∗F (f) := F (φ∗f) åñòü îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ íà N , ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå
φ(m) . á) Ïóñòü M è N � ìíîãîîáðàçèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà
M × N , ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êå (m,n) ∈ M × N , åñòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ
îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà M è N , ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êàõ m è n ñîîòâåòñòâåííî.

11∗ . Ïóñòü F1, F2 � îáîáùåííûå ôóíêöèè íà ãðóïïå Ëè G , ñîñðåäîòî÷åííûå â òî÷êå e ∈ G .
Îïðåäåëèì ñâåðòêó F1 ∗ F2 ñëåäóþùèì îáðàçîì: F1 ∗ F2 := m∗(F1 ⊗ F2) , ãäå m : G × G −→
G � îòîáðàæåíèå óìíîæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ ñâåðòêè çàäàåò ñòðóêòóðó àññîöèàòèâíîé
àëãåáðû íà ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà G , ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êå e ∈ G .

12∗ . à)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ëåâîèíâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà ãðóïïå Ëè G îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â òî÷êå e ∈ G . á)Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà ëåâîèíâàðèàíòíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà G èçîìîðôíà àëãåáðå îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà G , ñîñðåäîòî-
÷åííûõ â òî÷êå e ∈ G , îòíîñèòåëüíî ñâåðòêè. â)Ïîñòðîéòå ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì àëãåáðû U(g)
íà àëãåáðó ëåâîèíàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ãðóïïå G . Óêàçàíèå: âëîæèòå àëãåá-
ðó Ëè g êàê ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è âîñïîëüçóéòåñü óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì U(g) . ã)
Äîêàæèòå òåîðåìó Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-Âèòòà: ïóñòü x1, . . . , xn áàçèñ â àëãåáðå Ëè g , òîãäà ìî-
íîìû âèäà xk11 xk22 · . . . · xknn îáðàçóþò áàçèñ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå U(g) .

Äåéñòâèåì ãðóïïû Ëè G íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ òàêîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå
M , ÷òî îòîáðàæåíèå G×M −→ M , ïåðåâîäÿùåå (g,m) ∈ G×M â gm , ãëàäêî.

13. à)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g ∈ G îòîáðàæåíèå m 7→ gm ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì
ìíîãîîáðàçèÿ M . á) Äîêàæèòå, ÷òî ñòàáèëèçàòîð Gm ëþáîé òî÷êè m ∈ M â ãðóïïå G ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé Ëè ãðóïïû G . Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå φm : G −→ M , ïåðåâîäÿùåå g ∈
G â gm ∈ M , è äîêàæèòå, ÷òî îíî èìååò ïîñòîÿííûé ðàíã. Gm åñòü ïðîîáðàç òî÷êè m ∈ M ïðè
ýòîì îòîáðàæåíèè. â) Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè Gm åñòü Ker deφm ⊂ TeG .

14.Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Ëè, è íàéäèòå èõ ðàçìåðíîñòè. à) Ñèìïëåê-
òè÷åñêàÿ ãðóïïà Sp2n(R) � ïîäãðóïïà â GL2n(R) , ñîñòîÿùàÿ èç ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿ-
þùèõ íåâûðîæäåííóþ êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó; á) ïîäãðóïïà â GLn(R) , ñîñòîÿùàÿ èç ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ âûðîæäåííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó ðàíãà k è çàäàííîé ñèãíà-
òóðû; â) ïîäãðóïïà â GLn(R) , ñîñòîÿùàÿ èç ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ âûðîæäåí-
íóþ êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ôîðìó ðàíãà 2k . Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå äåéñòâèå ãðóïïû GLn(R) íà ïðî-
ñòðàíñòâå áèëèíåéíûõ ôîðì íà ïðîñòðàíñòâå Rn .

15. Ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò íà ìíîãîîáðàçèè M . Êàæäîìó ýëåìåíòó x àëãåáðû Ëè g = TeG ñî-
ïîñòàâèì âåêòîðíîå ïîëå vx íà M òàêîå, ÷òî vx(m) = deφm(x) . à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå ñêîðîñòåé
ëþáîãî ñåìåéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà M èìååò âèä vx äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ g .
á)Äîêàæèòå, ÷òî x 7→ vx åñòü ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè. â)Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ïðîäîë-
æàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(g) â àëãåáðó äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ íà M .

16∗ . Ãðóïïà Ëè SL2(C) äåéñòâóåò äðîáíî-ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè CP1 . Ïîëó÷àåòñÿ ãîìî-
ìîðôèçì U(sl2) â àëãåáðó ãîëîìîðôíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà CP1 . à)Îïèøèòå ÿäðî ýòî-
ãî ãîìîìîðôèçìà. á) Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâåí.


