
ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÀß ÎÁÅÐÒÛÂÀÞÙÀß ÀËÃÅÁÐÀ È

ÒÅÎÐÅÌÀ ÏÁÂ

Âàæíîé êîíöåïöèåé â òåîðèè àëãåáð Ëè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå óíèâåðñàëü-
íîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû. Êàê ìû õîðîøî çíàåì, åñëè A - àëãåáðà, òî
ñäåëàòü èç íåå àëãåáðó Ëè î÷åíü ëåãêî - äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ñêîáêó
ïî ïðàâèëó [a, b] = ab− ba. Ìîæíî çàäàòüñÿ îáðàòíûì âîïðîñîì - âñåãäà
ëè îïåðàöèÿ ñêîáêè â àëãåáðå Ëè ïðîèñõîäèò èç êîììóòàòîðà â êàêîé-
òî àññîöèàòèâíîé àëãåáðå? Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé
àëãåáðû Ëè L ñóùåñòâóåò òàêàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà A, ÷òî L ìîæíî
âëîæèòü â A ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Ëè?

Îïðåäåëåíèå. Óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé U(L) àë-
ãåáðû Ëè L íàçûâàåòñÿ àëãåáðà, ñâîáîäíî ïîðîæäåííàÿ L ñ ñîîòíîøåíè-
ÿìè ab− ba = [a, b] äëÿ ∀a, b ∈ L.

Îïðåäåëåíèå. U(L) òàêæå ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì óíèâåðñàëüíûì
ñâîéñòâîì: ïóñòü L - àëãåáðà Ëè, A - ïðîèçâîëüíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àë-
ãåáðà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ àëãåáð Ëè f : L → A ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ äî ìîðôèçìà àññîöèàòèâ-

íûõ àëãåáð f̂ : U(L) → A.

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé.

Óêàçàíèå: ýòî äîâîëüíî ñòàíäàðòíàÿ (êàòåãîðíàÿ) òåõíèêà. Åñëè
íå ïîëó÷àåòñÿ, ïîïðîáóéòå ïîèñêàòü, êàê ýòî äåëàåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ
óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ñâîáîäíîé ãðóïïû (èëè ñâîáîäíîé àëãåáðû).
Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ îòâåòà íà íàø èñõîäíûé âîïðîñ äîñòàòî÷íî èçó-

÷àòü òîëüêî óíèâåðñàëüíóþ îáåðòûâàþùóþ àëãåáðó (èç-çà óíèâåðñàëü-
íîãî ñâîéñòâà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðî íåå îòâåò íå î÷åâèäåí, òàê êàê
àëãåáðà Ëè L ìîãëà áû (a priori) è íå âêëàäûâàòüñÿ â U(L) (à êàê-òî
îòîáðàæàòüñÿ ñ íåòðèâèàëüíûì ÿäðîì). Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âàæ-
íîé òåîðåìû Ïóàíêàðå-Áèðêãîôà-Âèòòà.

Îïðåäåëåíèå. Ôèëüòðàöèåé íà àëãåáðå A íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîð
ïîäïðîñòðàíñòâ ... ⊂ Fk ⊂ Fk+1 ⊂ ..., ÷òî, âî-ïåðâûõ

∪
Fk = A è, âî-

âòîðûõ, äëÿ ëþáûõ a ∈ Fk, b ∈ Fl âûïîëíåíî, ÷òî ab ∈ Fk+l.

Çàäà÷à 2. Ôèëüòðàöèÿ ñòåïåíè: Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè àëãåáðà A ïî-
ðîæäåíà âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì V ⊂ A, òî íà A ìîæíî çàäàòü
ôèëüòðàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îïðåäåëèì Fk êàê ìíîæåñòâî òàêèõ
ýëåìåíòîâ A, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ êàê ñóììû íå áîëåå ÷åì k-êðàòíûõ
ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ èç V .

Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê U(L) ïîðîæäåíà L, íà íåé ìîæíî çàäàòü ôèëü-
òðàöèþ ñòåïåíè.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A - ôèëüòðîâàííàÿ àëãåáðà. Òîãäà ïðèñîåäè-
íåííîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé Gr(A) íàçûâàåòñÿ

⊕
Grk(A) ãäå

Grk(A) = Fk(A)/Fk−1(A), ñíàáæåííàÿ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, ïðèõîäÿ-
ùåé èç óìíîæåíèÿ íà èñõîäíîé àëãåáðå A: äëÿ ëþáûõ a ∈ Grk(A) è
b ∈ Grl(A) ïîäíèìåì èõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì â Fk(A) è Fl(A), ïåðå-
ìíîæèì è ñïóñòèì íàçàä â Grk+l(A)

Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî (íå çàâèñèò îò
âûáîðà ïîäúåìîâ).

Òåîðåìà (Ïóàíêàðå-Áèðêãîôô-Âèòò). Gr(U(L)) = Sym(L)

Çàìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ôàêò î âëîæåíèè L â U(L) ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì ýòîé òåîðåìû äëÿ F1/F0.
Â ýòîé ñåðèè ëèñòêîâ ïëàíèðóåòñÿ ðàññêàçàòü î íåñêîëüêèõ äîêàçà-

òåëüñòâàõ (è, ñîîòâåòñòâåííî, ñìûñëàõ) òåîðåìû ÏÁÂ. Ýòîò ëèñòîê ïî-
ñâÿùåí àëãåáðàè÷åñêîìó äîêàçàòåëüñòâó, ðàáîòàþùåìó â äîñòàòî÷íî îá-
ùåé ñèòóàöèè.

Îïðåäåëåíèå. Âûáåðåì â L óïîðÿäî÷åííûé áàçèñ e1, e2, ... (â äàëüíåé-
øåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àëãåáðà õîòÿ áû ñ÷åòíîìåðíà, ëèáî ïîëü-
çîâàòüñÿ òåîðåìîé Öåðìåëî äëÿ âûáîðà âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî áàçèñà).
Óïîðÿäî÷åííûìè ìîíîìàìè â U(L) áóäåì íàçûâàòü ìîíîìû âèäà

ek11 ...eknn .

Çàäà÷à 4. Óïîðÿäî÷åííûå ìîíîìû ïîðîæäàþò U(L) êàê ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî.

Óêàçàíèå: åñëè ó âàñ åñòü íåóïîðÿäî÷åííûé ìîíîì, ìîæíî íà÷àòü
ïåðåñòàâëÿòü åãî ñîìíîæèòåëè, ïîëó÷àÿ ïîïðàâêó, ìåíüøóþ ïî ñòå-
ïåíè, è ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè.

Çàäà÷à 5. Ïîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî óïîðÿäî÷åííûå ìîíî-
ìû îáðàçóþò áàçèñ â óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå ýêâèâàëåíò-
íî òåîðåìå ÏÁÂ.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà: ðàç óæ ìû âåðèì, ÷òî óïîðÿäî÷åííûå ìî-
íîìû îáðàçóþò áàçèñ, ìû ìîæåì ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü óìíîæåíèå â
ýòîì áàçèñå - è åñëè ýòî óäàñòñÿ, çàäà÷à áóäåò ðåøåíà.
Äàëüíåéøèå îïðåäåëåíèÿ ýìóëèðóþò ýêâèâàëåíòíîñòü ñëîâ â óíèâåð-

ñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðå.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîãî (íåóïîðÿäî÷åííîãî) ìîíîìà áóäåì íàçûâàòü
óïîðÿäî÷èâàþùåé ïåðåñòàíîâêîé σ òàêóþ ïåðåñòàíîâêó åãî ñîìíî-
æèòåëåé, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé ìîíîì, ñïîñîáîì
óïîðÿäî÷åíèÿ ðàçëîæåíèå óïîðÿäî÷èâàþùåé ïåðåñòàíîâêè â ïðîèçâå-
äåíèå ýëåìåíòàðíûõ òðàíñïîçèöèé σ = σi1 ...σin , ãäå σi = (i, i+ 1).

Îïðåäåëåíèå. Íåâÿçêîé òðàíñïîçèöèè σi äëÿ ñëîâàX = es1 ...esiesi+1 ...esn
áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: Dσi(X) = es1 ...[esi , esi+1 ]...esn ,
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ãäå êîììóòàòîð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ýëåìåíò L è ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî
áàçèñó.

Îïðåäåëåíèå. Íåâÿçêà ñïîñîáà óïîðÿäî÷åíèÿ: äëÿ ñïîñîáà óïîðÿ-
äî÷åíèÿ σ = σi1 ...σin îïðåäåëèì Dσ(X) = Dσi1

...σin−1
(σinX) +Dσin

(X) =∑n
k=1Dσik

(σik+1
...σinX)

Äëÿ óòîíóâøèõ â ýòîé ôîðìóëå: ìû ïðîñòî ïðèìåíÿåì òðàíñïîçè-
öèè σik ïî î÷åðåäè è ñóììèðóåì íåâÿçêó

Çàäà÷à 6. X = σX +Dσ(X) â U(L)

Îïðåäåëåíèå. Íîðìàëüíîé ôîðìîé ñëîâà N(X) áóäåì íàçûâàòü σX +
N(DσX) äëÿ ëþáîãî ñïîñîáà óïîðÿäî÷åíèÿ σ.

Òåïåðü ìû ïîïûòàåìñÿ ïîêàçàòü, ÷òî N(X) êîððåêòíî îïðåäåëåíà.

Çàäà÷à 7. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê Sn ïîðîæäåíà îáðàçóþ-
ùèìè σi = (i, i+ 1) ñ ñîîòíîøåíèÿìè

σ2
i = e

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1

è
σiσj = σjσi, |i− j| ≥ 2

Óêàçàíèå: åñëè âèçóàëèçèðîâàòü ðàçëîæåíèå íà òðàíñïîçèöèè êàê
äèàãðàììó èç òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèõñÿ íèòåé, òî ñîîòíîøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþò òðåòüåìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ðåäåìåéñòåðà

Ëåììà. N(X) êîððåêòíî îïðåäåëåíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N(X) êîððåêòíî îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ ñëîâ èç íå
áîëåå ÷åì n− 1 áóêâû.

Çàäà÷à 8. Ïîêàæèòå, ÷òî íåâÿçêà òðàíñïîçèöèè, ìåíÿþùåé îäèíàêîâûå
áóêâû, íóëåâàÿ (è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñòàíîâêà σ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷-
íî ñ òî÷íîñòüþ äî òðàíñïîçèöèé, íå èìåþùèõ íåâÿçêè).

Çàäà÷à 9 (øàã èíäóêöèè). Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâàX èç n áóêâ
íåâÿçêà ñïîñîáà óïîðÿäî÷åíèÿ íå çàâèñèò îò ñïîñîáà óïîðÿäî÷åíèÿ.

Óêàçàíèå: áëàãîäàðÿ çàäà÷å 8, äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó òîëüêî äëÿ
ñïîñîáîâ óïîðÿäî÷åíèÿ, îòëè÷àþùèõñÿ íà ñîîòíîøåíèÿ èç ãðóïïû Sn.
Ñ ïîëó÷åííûìè íåâÿçêàìè ìîæíî ñâîáîäíî ìàíèïóëèðîâàòü áëàãîäàðÿ
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì àëãåáðó Ũ(L) êàê àëãåáðó ñ áàçèñîì èç óïî-
ðÿäî÷åííûõ ñëîâ è óìíîæåíèåì, çàäàâàåìûì ôîðìóëîé: A⋆B = N(AB).

Çàäà÷à 10. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî.

Óêàçàíèå: ïîêàæèòå, ÷òî N(AB) = N(N(A)N(B))
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Çàäà÷à 11. Ïîñòðîéòå ãîìîìîðôèçì Ũ(L) â U(L) è ïîñòðîéòå îáðàòíûé,
ïîëüçóÿñü óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå òåîðåìó ÏÁÂ.


