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4�1 à) Äîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà íà ïðÿìîé ïîðîæäàåòñÿ âñåìè îòðåçêàìè. á) Äîêàæèòå,
÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ëèøü îòðåçêè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè.

4�2 à) Ïóñòü E ⊆ Rn � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî aE (ãäå a ∈ R) è E + v (ãäå v ∈ Rn) �
áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà.
á) Ïóñòü E ⊆ R2 � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî âñå åãî ñå÷åíèÿ Ey = {x ∈ R : (x, y) ∈ E}
� áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà.

Âñå ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè êëàññà Fσ, à âñå ñ÷åòíûå
ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îáðàçóþò êëàññ Gδ. Ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà Fσδ
è Gδσ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ìíîæåñòâ èç Fσ è ñ÷åòíûìè îáúåäèíåíèÿìè
ìíîæåñòâ èç Gδ, ñîîòâåòñòâåííî.

4�3 Ê êàêîìó èç âûøå ïåðå÷èñëåííûõ êëàññîâ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ëþáîé ôóíêöèè
f : R→ R?

4�4 Äîêàæèòå, ÷òî êëàññû Fσ è Gδ íà îòðåçêå íå ñîâïàäàþò.

4�5 Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ïëîòíûõ ìíîæåñòâ êëàññà Gδ â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå � ñíîâà ïëîòíîå ìíîæåñòâî êëàññà Gδ.

Ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè Áýðà. Îñòàëüíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè

âòîðîé êàòåãîðèè.

4�6 Îïèøèòå íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ âñå ìíîæåñòâà à) ïåðâîé êàòåãîðèè; á) âòîðîé
êàòåãîðèè.

4�7 Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê äèôôåðåíöèðóåìîñòè ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè � áîðåëåâñêîå.
Êàêîìó êëàññó îíî ïðèíàäëåæèò?

4�8 Ïóñòü fn ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷åê ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn � áîðåëåâñêîå. Êàêîìó êëàññó îíî ïðèíàäëåæèò?

4�9 Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèþ Äèðèõëå, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå îäèí â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è çíà÷åíèå
íîëü â èððàöèîíàëüíûõ, íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â êà÷åñòâå ïîòî÷å÷íîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

4�10 Ïðåäñòàâüòå ôóíêöèþ Ðèìàíà

R(x) =

{
1/q, x = p/q, (p, q) = 1;

0, x /∈ Q

â âèäå ïðåäåëà (ïîòî÷å÷íîãî) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.


