
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 5. Êîìïàêòíûå ãðóïïû Ëè è èõ
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Çà÷åò ïî äàííîìó ëèñòêó ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå ñäà÷è 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Çàäà÷è ñî çâåç-
äî÷êîé ñòîÿò âäâîå äîðîæå. Äåäëàéí 11 äåêàáðÿ.

1. à) Àëãåáðà Ëè W1 := Der(C[z]) äåéñòâóåò íà ïîëèíîìèàëüíûõ òåíçîðíûõ ïîëÿõ ñòåïåíè λ íà ïðÿìîé

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: f(z) ∂
∂z (F (z)(dz)λ) := (λf ′(z)F (z)+f(z)F ′(z))(dz)λ . Äîêàæèòå, ÷òî ýòî, â ñàìîì

äåëå, ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè W1 (îáîçíà÷èì åãî Ωλ ). á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè λ ̸= 0 ïðåäñòàâëåíèå
Ωλ àëãåáðû Ëè W1 íåïðèâîäèìî. Óêàçàíèå: äîêàæèòå, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ëþáîå ïîäïðåäñòàâëåíèå
ñîäåðæèò âåêòîð (dz)λ , à ñ äðóãîé ñòîðîíû, äåéñòâèå W1 íà ýòîò âåêòîð ïîðîæäàåò âñå ïðîñòðàíñòâî Ωλ .
â) Ïîñòðîéòå êàêîé-íèáóäü íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèé Ω0 −→ Ω1 . ã∗ ) Îïðåäåëèì äåéñòâèå
ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ ïðÿìîé íà ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ òåíçîðíûõ ïîëåé ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ
g ∈ Diff(R) è òåíçîðíîãî ïîëÿ F (z)(dz)λ èìååì g(F (z)(dz)λ) := F (g−1(z))(g−1(z)′)λ(dz)λ . Äîêàæèòå,
÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ ïðÿìîé íåïðèâîäèìî ïðè λ ̸= 0 .

2. à)Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî {(az2+bz+c) ∂
∂z | a, b, c ∈ C} ⊂ W1 ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ëè, èçîìîðô-

íîé sl2(C) . á)Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Ωλ íà ýòó ïîäàëãåáðó sl2(C) íåïðèâîäèìî åñëè è
òîëüêî åñëè λ ̸∈ 1

2Z≤0 . â) Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå λ ∈ 1
2Z≤0 îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ Ωλ íà ïîäàë-

ãåáðó sl2(C) èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå íåïðèâîäèìîå ïîäïðåäñòàâëåíèå, è íàéäèòå åãî ðàçìåðíîñòü.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû Ëè G íà ñåáå ïåðåâîäèò ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ
â ëåâîèíâàðèàíòíûå (è àíàëîãè÷íî äëÿ ïðàâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è ëåâîãî äåéñòâèÿ). Óêà-
çàíèå: ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè ñêîðîñòåé ïðàâîãî äåéñòâèÿ.

Ïðèñîåäèíåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû Ëè G íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå äåéñòâèå ãðóïïû Ëè G íà åå
êàñàòåëüíîé àëãåáðå Ëè g (ò.å. ãîìîìîðôèçì Ad : G −→ GL(g)), îïðåäåëÿåìîå îäíèì èç ñëåäóþùèõ
ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ:

(1) êàê ëåâîå äåéñòâèå G íà ïðîñòðàíñòâå g ïðàâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà G ;
(2) êàê ïðàâîå äåéñòâèå G íà ïðîñòðàíñòâå g ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà G ;
(3) êàê äèôôåðåíöèàë â òî÷êå e ∈ G äåéñòâèÿ ãðóïïû Ëè G íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè (ýòî äåéñòâèå

ñîõðàíÿåò òî÷êó e , à ñëåäîâàòåëüíî çàäàåò äåéñòâèå íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TeG = g).

Ïðèñîåäèíåííûì ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû Ëè g íàçûâàåòñÿ äåéñòâèå àëãåáðû Ëè íà ñåáå êîììóòàòîðàìè,
ò.å. ãîìîìîðôèçì ad : g −→ gl(g), x 7→ adx = [x, ·] .

4. à)Äîêàæèòå, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. á)Äî-
êàæèòå, ÷òî ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè gïîëó÷àåòñÿ èç ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Ëè G âçÿòèåì äèôôåðåíöèàëà â åäèíèöå. á)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé ãðóïïû
Ëè (ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäãðóïïû Ëè G â ãðóïïå GLn(R)) ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå åñòü ïðîñòî
äåéñòâèå ãðóïïû G ñîïðÿæåíèÿìè íà ïîäïðîñòðàíñòâå g ⊂ Matn(R) .

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè W1 èçîìîðôíî Ω−1 . á) Äîêàæèòå,
÷òî ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SO3 èçîìîðôíî åå òàâòîëîãè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ (íà R3

îðòîãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè). â) Äîêàæèòå, ÷òî ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SU2 ÿâëÿåòñÿ
äâóëèñòíûì íàêðûòèåì SU2 −→ SO3(R) . ã∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SO4

ïðèâîäèìî, è ïîñòðîéòå 2 ðàçëè÷íûõ ãîìîìîðôèçìà SO4 íà SO3 .

6∗ . Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ êîìïëåêñíàÿ (ãîëîìîðôíàÿ) êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè àáåëåâà. Óêàçàíèå: ðàñ-
ñìîòðèòå åå ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå è âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ äåéñòâóåò íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ íà
ýòîì ìíîãîîáðàçèè. Ïîýòîìó îïðåäåëåíû ëåâîèíâàðèàíòíûå è ïðàâîèíâàðèàíòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
ôîðìû íà ëþáîé ãðóïïå Ëè.

7. à)Äîêàæèòå, ÷òî íà âñÿêîé ãðóïïå Ëè G åñòü åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ëåâîèí-
âàðèàíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòàðøåé ñòåïåíè. Óêàçàíèå: òàêàÿ ôîðìà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â òî÷êå e ∈ G . Ýòà ôîðìà íàçûâàåòñÿ ìåðîé Õààðà è îáîçíà÷àåòñÿ dg . á) Âûïè-
øèòå ýòó ôîðìó ÿâíî â êîîðäèíàòàõ äëÿ ãðóïïû Ëè R ; â) äëÿ ãðóïïû Ëè S1 ; ã∗ ) äëÿ ãðóïïû Ëè GLn(R) .



8. à)Äîêàæèòå, ÷òî îäíîìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè òðèâèàëüíî.
á)Äîêàæèòå, ÷òî íà ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè âñåãäà åñòü äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòàðøåé ñòåïå-
íè, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî êàê ëåâîãî, òàê è ïðàâîãî äåéñòâèÿ. Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ñòàðøóþ âíåø-
íþþ ñòåïåíü ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è âîñïîëüçóéòåñü ïóíêòîì à).

Õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ V ãðóïïû Ëè G íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ χV íà G , òàêàÿ ÷òî χV (g) :=
trV g . Êàê è äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, õàðàêòåð ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ïîñòîÿííîé íà êëàññàõ ñîïðÿæåííîñòè.
Äëÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G êîððåêòíî îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðîâ (χV , χW ) :=∫
G χV (g)χW (g)dg .

9. à)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè âïîëíå ïðèâîäèìî.Óêàçà-
íèå: äëÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû ìîæíî âîñïðîèçâåñòè ñòàäàðòíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìàøêå äëÿ êî-
íå÷íûõ ãðóïï, çàìåíèâ ñóììèðîâàíèå ïî ãðóïïå íà èíòåãðàë ïî ìåðå Õààðà (ñõîäÿùèéñÿ áëàãîäàðÿ êîìïàêò-
íîñòè). á)Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðû íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè îá-
ðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå âñåõ åå õàðàêòåðîâ.Óêàçàíèå: ýòî, îïÿòü æå, ïîâòîðå-
íèå ñòàíäàðòíîãî äîêàçàòåëüñòâà äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï ñ çàìåíîé ñóììû íà èíòåãðàë.

10. Îïèøèòå âñå ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè S1 , ÿâëÿþùèåñÿ õàðàêòåðàìè êîíå÷íîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ
ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû S1 .

11. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè su2 â êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè sl2(C) . Óêàçàíèå: â àëãåáðå Ëè sl2(C) ìàòðèöû
Ïàóëè òîæå îáðàçóþò áàçèñ. á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè su2
îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè SU2 . â) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå
ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2(C) âïîëíå ïðèâîäèìî. Óêàçàíèå: ñîãëàñíî ïóíêòàì à) è á), êîíå÷íîìåðíîå
ïðåäñòàâëåíèå sl2(C) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì êîìïàêòíîé ãðóïïû SU2 .

12. à)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé õàðàêòåð ãðóïïû SU2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ïîäãðóï-
ïå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö S1 ⊂ SU2 . Óêàçàíèå: âñÿêèé êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ñîäåðæèò äèàãîíàëüíóþ ìàò-
ðèöó. á) Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå âñÿêîãî õàðàêòåðà ãðóïïû SU2 íà ïîäãðóïïó S1 ÿâëÿåòñÿ õàðàê-
òåðîì ãðóïïû S1 , èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ g 7→ g−1 .

13. à) Ïóñòü V = C2 � òàâòîëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè SU2 . Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå
SkV äëÿ ëþáîãî k ∈ Z≥0 íåïðèâîäèìî. á)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè
SU2 èçîìîðôíî êàêîìó-íèáóäü SkV . Óêàçàíèå: âû÷èñëèòå õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ SkV è ïîêàæèòå,
÷òî õàðàêòåðû ïðåäñòàâëåíèé âèäà SkV îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå âñåõ õàðàêòåðîâ. â) Äîêàæèòå,
÷òî âñÿêîå íåïðèâîäèìîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2(C) èçîìîðôíî êîíå÷íîìåðíîìó
ïîäïðåäñòàâëåíèþ â Ωλ , ñì. çàäà÷ó 2.

14. à)Ïóñòü i, j, k � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â àëãåáðå Ëè so3(R) = su2 , òàêîé ÷òî [i, j] = k, [j, k] = i, [k, i] = j .
Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò Êàçèìèðà C = −i2 − j2 − k2 ∈ U(su2) ëåæèò â öåíòðå óíèâåðñàëüíîé îáåðòû-
âàþùåé àëãåáðû U(su2) . Óêàçàíèå: äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò ýëåìåíò êîììóòèðóåò ñ ýëåìåíòàìè i, j, k .
á)Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò Êàçèìèðà äåéñòâóåò ñêàëÿðîì â ëþáîì íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû Ëè
SU2 . Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ëåììîé Øóðà. â) Âû÷èñëèòå ýòîò ñêàëÿð äëÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ SU2 .

15∗ . à)Îïèøèòå âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè SO3(R) . Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ãîìîìîð-
ôèçìîì SU2 −→ SO3(R) . á) Ðàçëîæèòå â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèå SO3(R) â ïðîñòðàí-
ñòâå ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà ñôåðå S2 (ò.å. â ïðîñòðàíñòâå R[x, y, z]/(x2+y2+z2−1)). Óêàçàíèå: âû÷èñ-
ëèòå õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SO3(R) â ïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè íå âûøå
äàííîé.

Äëÿ ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé îïðåäåëåí îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ýòî äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùèéñÿ êîìïîçèöèåé d∗d , ãäå d � äèôôåðåíöèàë äå Ðàìà, à d∗ �
îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé äèôôåðåíöèàëó äå Ðàìà ïðè ïîìîùè ðèìàíîâîé ìåòðèêè.

16∗ . à) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ñôåðå S2 (îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè)
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé ñôåðû. á) Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà àëãåáðû U(so3) ïðè äåéñòâèè àëãåáðû Ëè so3 ïîëÿìè ñêîðîñòåé
íà S2 , è âûðàçèòå ýòîò öåíòðàëüíûé ýëåìåíò ÷åðåç ýëåìåíò Êàçèìèðà. Óêàçàíèå: âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà è Êàçèìèðà â êàêîé-íèáóäü òî÷êå, à çàòåì âîñïîëüçóéòåñü èíâàðèàíòíîñòüþ. â)
Íàéäèòå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà
ñôåðå S2 è óêàæèòå ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà.


