
1 Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

2 Êâàíòîâàíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

3 Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë

4 Ãàóññîâû èíòåãðàëû è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

5 Äâóìåðíûå òåîðèè áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ

6 Ïåðåõîä ê îïåðàòîðíîìó ôîðìàëèçìó

7 Òåîðèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è àëãåáðà Âèðàñîðî

8 Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà è ïðèìàðíûå îïåðàòîðû

9 Ôåðìèîíû è ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà

10 Áîçîíèçàöèÿ è ñòàòñóììû â òåîðèè ñòðóí

10.1 Ñòàòñóììû íà òîðå äëÿ òåîðèé áîçîíîâ

Èçó÷àÿ òåîðèþ ñòðóí Ïîëÿêîâà, ìû ó÷èëèñü âû÷èñëÿòü ôóíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû. Íà-
ïðèìåð, ëåãêî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèé îòâåò äëÿ èíòåãðàëà ïî D áîçîííûì ïîëÿì - êîîð-
äèíàòàì ñòðóíû∫

DXe−
1
2
(X,∆0X) =

∫
dX0

∫
DX ′e−

1
2
(X′,∆0X′) = VD

(∫
Σ

d2σ
√

ĝ

)D/2

(det′∆0)
−D/2 (10.1)

à åñëè â êà÷åñòâå ìèðîâîãî ëèñòà âçÿòü òîð ñ ìåòðèêîé ds2 = |dσ1 + τdσ2|2 = |dz|2,∫
Σ
d2σ

√
ĝ = Imτ òî ðåçóëüòàò (äåòåðìèíàíò!) âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî

det′∆0 = det′∆ ∼ (Imτ)2
∣∣η(e2πiτ )∣∣4 (10.2)

ãäå

η(q) = q1/24
∏
n>0

(1− qn) , q = e2πiτ (10.3)
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Ïîëó÷èì (âñïîìíèì êàê ïîëó÷àåòñÿ) ýòîò ðåçóëüòàò â îïåðàòîðíîì ôîðìàëèçìå. Â òåîðèè
ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ äëÿ ñòàòñóììû íà òîðå ìîæíî íàïèñàòü:∫

DXe−
1
2
(X,∆0X) =

(
det′∆

Imτ

)−1/2

= TrH⊗H̄q
L0−c/24q̄L̄0−c/24 =

=

∫
dpeiπ(τ−τ̄)p2

∣∣q−1/24TrF q
∑

n>0 αnα−n
∣∣2 ∼ 1√

Imτ

1

η(q)η(q̄)

(10.4)

ò.å. ïîëó÷èòü ýòîò ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ñëåäà ïî ïðîñòðàíñòâó Ôîêà ñ áàçèñîì
α−k1 . . . α−kl |p⟩ äëÿ îïåðàòîðîâ 1

L0 =
1
2
p2 +

∑
n>0

αnα−n, L̄0 =
1
2
p2 +

∑
n>0

ᾱnᾱ−n (10.5)

è ïîñëåäóþùåìó èíòåãðèðîâàíèþ ïî íóëåâîé ìîäå p - îäèíàêîâîé äëÿ ãîëîìîðôíîãî è
àíòèãîëîìîðôíîãî ñåêòîðà.

Â òåîðèè îäíîãî ñâîáîäíîãî áåçìàññîâîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ äåéñòâèåì S = 1
2

∫
d2z(∂αX)2,

íî ïðèíèìàþùåì çíà÷åíèÿ â îêðóæíîñòè

X ∼ X + 2πR (10.6)

ôîðìóëà (10.1) ìîäèôèöèðóåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïðè âû÷èñëåíèÿ ñòàòñóììû íà òîðå
òåïåðü íåîáõîäèìî ó÷åñòü ìíîãîçíà÷íîñòü ïîëÿ

Zn,m =

∫
Dxe−S = e−Sn,m

(∫
Σ

d2σ
√
g

)1/2

(det′∆0)
−1/2 =

= e−Sn,m
2πR√
Imτ · ηη̄

(10.7)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

X(z + 1, z̄ + 1) = X(z, z̄) + 2πRn

X(z + τ, z̄ + τ̄) = X(z, z̄) + 2πRm

n,m ∈ Z

(10.8)

îïðåäåëÿþùèìè êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

Xcl = X0 + pz + p̄z̄, p = 2πR
nτ̄ −m

τ̄ − τ
(10.9)

1Âû÷èòàíèå c/24 ëåãêî îáúÿñíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïåðåõîäîì îò öèëèíäðà ê ïëîñêîñòè, êàê ýíåðãèÿ íóëå-

âûõ êîëåáàíèé - â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî áîçîíà 1
2

∑
n>0 n = −1/24, íåîáõîäèìîñòüþ ìîäóëÿðíîé èíâàðèàíò-

íîñòè è ò.ï.
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è äåéñòâèå, âû÷èñëåííîå íà ýòîì ðåøåíèè

Sn,m =
1

2π

∫
d2σ

√
ĝ∂̄Xcl∂Xcl =

πR2

2Imτ
|nτ −m|2 (10.10)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ñòàòñóììà âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ñóììû ïî âñåâîçìîæíûì ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì, ò.å.

Z(τ, τ̄ ;R) =
∑
n,m

Zn,m =
2πR√
Imτ · ηη̄

∑
n,m

e−Sn,m =
2πR√
Imτ · ηη̄

∑
n,m

e−
πR2

2Imτ
|τn−m|2

(10.11)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ïåðåñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà (èëè ìîäóëÿðíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ òýòà ôóíêöèè íà îäíîìåðíîì òîðå!)

θ(b|ia) =
∑
n∈Z

e−πan2+2πibn = a−1/2
∑
m∈Z

e−
π
a
(m−b)2 = a−1/2e−

π
a
b2
∑
m∈Z

e−
π
a
m2+2π b

a
m =

= a−1/2e−
π
a
b2θ

(
b

ia
| i
a

)
, a > 0

(10.12)

ñóììèðîâàíèå â ôîðìóëå (10.11) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

R√
α′τ2

∑
m∈Z

e−
πR2

α′Imτ
|nτ−m|2 =

R√
α′τ2

∑
m∈Z

e
− πR2

α′τ2
((m−τ1n)2+τ22n

2) =

=
R√
α′τ2

e−
πR2

α′ τ2n2
∑
m∈Z

e
− πR2

α′τ2
(m−τ1n)2 = e−

πR2

α′ τ2n2
∑
k∈Z

e−π
α′τ2
R2 k2+2πiτ1nk

(10.13)

ãäå ìû âîññòàíîâèëè ðàçìåðíûé ïàðàìåòð α′ = 2. Òàêèì îáðàçîì, ñòàòñóììó (10.11) (ñ
òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííîé íîðìèðîâêè) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Z(τ, τ̄ ;R) ≃ R√
α′τ2 · ηη̄

∑
n,m

e
− πR2

α′τ2
((m−τ1n)2+τ22n

2) =
1

ηη̄

∑
n,k

e
−πτ2

(
R2n2

α′ +α′k2
R2

)
+2πiτ1nk =

=
1

ηη̄

∑
n,k

q
α′
4 (

k
R
+Rn

α′ )
2

q̄
α′
4 (

k
R
−Rn

α′ )
2

, q = e2πiτ , q̄ = e−2πiτ̄

(10.14)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îïåðàòîðíîãî ôîðìàëèçìà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî ïî-
ëÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ïðÿìîé R çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, êàê óñòðîåíû íóëåâûå ìîäû íóëåâûõ
ãåíåðàòîðîâ Âèðàñîðî, à èìåííî

L0 =
1
2
α2
0 +

∑
n>0

αnα−n, L̄0 =
1
2
ᾱ0

2 +
∑
n>0

ᾱnᾱ−n (10.15)

äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì α−k1 . . . α−kl |0;n, k⟩ (òåíçîðíî íà àíòèãîëîìîðô-
íóþ êîìïîíåíòó), ãäå òåïåðü �âàêóóì� |0;n, k⟩ äîïîëíèòåëüíî íóìåðóåòñÿ äâóìÿ öåëûìè
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÷èñëàìè, â îòëè÷èå îò îäíîãî íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà (èìïóëüñà èëè çàðÿäà) p. Äðóãèìè
ñëîâàìè (ïðè α′ = 2):

L0|0; k, n⟩ = 1
2
α2
0|0; k, n⟩ =

1

2

(
k

R
+

Rn

2

)2

|0; k, n⟩

L̄0|0; k, n⟩ = 1
2
ᾱ2
0|0; k, n⟩ =

1

2

(
k

R
− Rn

2

)2

|0; k, n⟩
(10.16)

÷òî îòâå÷àåò

α0|0; k, n⟩ =
(
k

R
+

Rn

2

)
|0; k, n⟩, ᾱ0|0; k, n⟩ =

(
k

R
− Rn

2

)
|0; k, n⟩ (10.17)

èëè æå

1
2
(α0 + ᾱ0) |0; k, n⟩ =

k

R
|0; k, n⟩, (α0 − ᾱ0) |0; k, n⟩ = Rn|0; k, n⟩ (10.18)

ãäå ïåðâûé îïåðàòîð îòâå÷àåò êâàíòîâàííîìó (k ∈ Z) èìïóëüñó ÷àñòèöû (ñòðóíû êàê
öåëîãî) íà îêðóæíîñòè, à âòîðîé - ÷èñëó íàìîòîê ýòîé ñòðóíû íà îêðóæíîñòü.

10.2 Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ïðè ðàçíûõ ðàäèóñàõ

Îòìåòèì äëÿ íà÷àëà âàæíåéøåå ñâîéñòâî ñòàòñóììû (10.14) ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà îêðóæ-
íîñòè: îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû R ↔ α′/R, ò.å.

Z(τ, τ̄ ;R) = Z(τ, τ̄ ;α′/R) (10.19)

ïîñêîëüêó ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîëíûé ñïåêòð íå ìåíÿåòñÿ. Èç ôîðìóë (10.18) ÿñíî,
÷òî äëÿ ñòðóíû íà îêðóæíîñòè �îáðàòíîãî ðàäèóñà� (ìåíüøå ïëàíêîâñêîé äëèíû: α′/R ≪√
α′ åñëè R ≫

√
α′) êâàíòîâàííûå èìïóëüñû ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè ñ íàìîòêàìè, ïîïðîñòó

k ↔ n.

Èç ýòîãî ðàññóæäåíèÿ âûðîñëà îäíà èç ãëàâíûõ èíòðèãóþùèõ ãèïîòåç ñîâðåìåííîé
ìàòôèçèêè: ïî êðàéíåé ìåðå íà óðîâíå ñïåêòðà ïðîñòåéøàÿ òåîðèÿ ñòðóí íà îêðóæíîñòè
SR ðàäèóñà R (èëè òåîðèÿ íà SR × X ) ýêâèâàëåíòíà òåîðèè íà äðóãîé îêðóæíîñòè Sα′/R

(ñîîòâåòñòâåííî íà äðóãîì ìíîãîîáðàçèè Sα′/R × X ). Â ñëåäóþùåì ïî ïðîñòîòå ïðèìåðå,
êîãäà X = SR̃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæå îêðóæíîñòü, à SR×X = SR×SR̃ - äâóìåðíûé òîð,
ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè

R ↔ α′/R, Area = RR̃ ↔ α′R̃/R = −iα′T (10.20)

ïëîùàäü (îáåçðàçìåðåííàÿ êâàäðàòîì ñòðóííîé äëèíû) ïåðåõîäèò â ìîäóëü êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðû äâîéñòâåííîãî òîðà, è íàîáîðîò. Ìàòåìàòèêè ëþáÿò íàçûâàòü òàêóþ ñèììåò-
ðèþ çåðêàëüíîé, à äâîéñòâåííûå ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ìíîãîîáðàçèÿ - çåðêàëüíûìè
ìíîãîîáðàçèÿìè.
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Â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå �âàêóóìû� (èëè ïðèìàðíûå ñîñòîÿíèÿ òåíçîðíîé ñóììû ãîëî-
ìîðôíîé è àíòèãîëîìîðôíîé àëãåáð Âèðàñîðî) íóìåðóþòñÿ åäèíñòâåííûì âåùåñòâåííûì
÷èñëîì p, ò.å.

L0|p⟩ = 1
2
p2|p⟩, L̄0|p⟩ = 1

2
p2|p⟩, ∆p = ∆̄p =

1
2
p2, p ∈ R (10.21)

è îòâå÷àþò äåéñòâèþ âåðøèííûõ îïåðàòîðîâ : exp (ipX) : |0⟩ íà �èñòèííûé âàêóóì� ñ
p = 0. Òåïåðü îäíàêî - äëÿ ñîñòîÿíèé |0; k, n⟩ (è îòâå÷àþùèõ èì ïîëÿì!) ïðàâûå è ëåâûå
ðàçìåðíîñòè

∆k,n =
1

2

(
k

R
+

Rn

2

)2

, ∆̄k,n =
1

2

(
k

R
− Rn

2

)2

, k, n ∈ Z (10.22)

íå ñîâïàäàþò ïðè n ̸= 0.

Òàê íàïðèìåð ïðè �ñàìîäóàëüíîì ðàäèóñå� R =
√
α′ =

√
2 äëÿ ðàçìåðíîñòåé (10.22)

ïîëó÷àåì

∆k,n =
(k + n)2

4
, ∆̄k,n =

(k − n)2

4
(10.23)

è ìû âèäèì, ÷òî â òåîðèè âîçíèêàþò ãîëîìîðôíûå è àíòèãîëîìîðôíûå òîêè ñ ðàçìåðíî-
ñòÿìè

∆±1,±1 = 1, ∆̄±1,±1 = 0

∆±1,∓1 = 0, ∆̄±1,∓1 = 1
(10.24)

êîòîðûì îòâå÷àþò ïîëÿ J±(z) =: exp
(
±
√
2X(z)

)
: è J̄±(z̄) =: exp

(
±
√
2X̄(z̄)

)
:, êî-

òîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ýêñïîíåíòû îò ãîëîìîðôíîé è àíòèãîëîìîðôíîé ÷àñòè
ïîëíûõ îïåðàòîðîâ X(z, z̄) = X(z) + X̄(z̄). Âìåñòå ñ �îáû÷íûìè� îïåðàòîðàìè òîêîâ
H(z) =

√
2J(z) = i

√
2∂X(z) (è êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì äëÿ äðóãîé - àíòèãîëîìîðôíîé

ïàðû) îíè îáðàçóþò àëãåáðó òîêîâ Êàöà-Ìóäè ŜL(2)1 (ïðîâåðèòü!)

H(z)J±(z
′) = ± 2

z − z′
J±(z

′) + . . .

J+(z)J−(z
′) =

1

(z − z′)2
+

H(z′)

z − z′
+ . . .

H(z)H(z′) =
2

(z − z′)2
+ . . .

(10.25)

Ïîñìîòðèì òåïåðü íà ïîëó÷åííûé îòâåò äëÿ ñïåêòðà, íàïðèìåð, ïðè R2

α′ = 1
2
, ÷òî îòâå÷àåò

R = 1 ïðè α′ = 2. Ìèíèìàëüíûå èç ðàçìåðíîñòåé

∆k,n =
(k + n/2)2

2
, ∆̄k,n =

(k − n/2)2

2
(10.26)

ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1/2 è 1/8.
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10.3 Ôåðìèîíèçàöèÿ ïðè R = 1

Òåïåðü, ïðè R = 1 ôîðìóëà (10.14) äëÿ îäíîïåòëåâîé ñòàòñóììû ïðèíèìàåò âèä

Z =
1

η(q)η(q̄)

∑
n,k

q
1
2(k+

n
2 )

2

q̄
1
2(k−

n
2 )

2

=

=
1

ηη̄

∑
k,m

(
q

1
2
(k+m)2 q̄

1
2
(k−m)2 + q

1
2(k+m+ 1

2)
2

q̄
1
2(k−m− 1

2)
2)

=

=
p=k+m,l=m−k

1

2ηη̄

∑
p,l

(
q

1
2
p2 q̄

1
2
l2 + q

1
2(p+

1
2)

2

q̄
1
2(l+

1
2)

2) (
1 + (−1)p+l

)
(10.27)

ãäå çíàêîâûé ìíîæèòåëü îñóùåñòâëÿåò ïðîåêöèþ, ó÷èòûâàþùóþ, ÷òî p è l îäíîâðåìåí-
íî ëèáî ÷åòíûå, ëèáî íå÷åòíûå. Ïîñëåäíÿÿ ñóììà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà
÷åòûðå âêëàäà, ò.å. åå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Z =
1

2ηη̄

∑
α

|θα|2 (10.28)

ãäå íàèâíî α = 1, 2, 3, 4. Íà ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó ìû îáîçíà÷èëè

θ3 =
∑
n∈Z

q
1
2
n2

, θ4 =
∑
n∈Z

q
1
2
n2

eiπn, θ2 =
∑
n∈Z

q
1
2(n+

1
2)

2

(10.29)

à

θ1 =
∑
n∈Z

q
1
2(n+

1
2)

2

eiπn =
∑
n≥0

q
1
2(n+

1
2)

2 (
(−1)n + (−1)−n−1

)
≡ 0 (10.30)

â ñóììå (10.28) âñåãî òðè ÷ëåíà.

Âñïîìíèì òåïåðü ôîðìóëó òðîéíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ßêîáè äëÿ òýòà-ôóíêöèè

Θ(t|q) =
∑
k∈Z

q
1
2
k2tk =

∏
n>0

(1− qn)
(
1 + qn−

1
2 t
)(

1 + qn−
1
2 t−1

)
(10.31)

êîòîðàÿ ñðàçó óêàçûâàåò íà ôåðìèîííóþ ïðèðîäó êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ. Èç ýòîé ôîðìó-
ëû ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè

θ3
η

=

∑
k∈Z q

1
2
k2

q1/24
∏

n>0(1− qn)
= q−1/24

∏
n>0

(
1 + qn−

1
2

)2

= TrHNS
qL0−c/24

θ4
η

=

∑
k∈Z q

1
2
k2(−)k

q1/24
∏

n>0(1− qn)
= q−1/24

∏
n>0

(
1− qn−

1
2

)2

= TrHNS
(−)F qL0−c/24

(10.32)

÷òî äâà ñëàãàåìûõ îòâå÷àþò âû÷èñëåííûì ðàíåå ñëåäàì ïî ïðîñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé â
òåîðèè êîìïëåêñíîãî ôåðìèîíà ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì c = 1 è ïîëóöåëûìè ãàðìîíèêàìè.
Â òåîðèè ñòðóí òàêèå ôåðìèîíû íàçûâàþòñÿ ôåðìèîíàìè Íåâå-Øâàðöà.
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10.4 Ñåêòîð Ðàìîíà

Îñòàâøèéñÿ âêëàä

θ2
η

=

∑
k∈Z q

1
2(k+

1
2)

2

q1/24
∏

n>0(1− qn)
= q1/8−1/24

∑
k∈Z q

1
2
k2qk/2∏

n>0(1− qn)
=

= q1/12
∏
n>0

(1 + qn)
(
1 + qn−1

)
= 2q1/12

∏
n>0

(1 + qn)2 = TrHR
qL0−c/24

(10.33)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàòñóììó â ñåêòîðå Ðàìîíà, êîãäà ãàðìîíèêè íóìåðóþòñÿ öåëûìè
÷èñëàìè. Èç ôîðìóëû (10.33) ñðàçó ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî â ýòîì ñåêòîðå âàêóóì èìååò
íåíóëåâóþ ðàçìåðíîñòü. Ïîñêîëüêó

TrHR
qL0 ∼ q1/8 (1 +O(q)) (10.34)

òî ýòà ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü 1/8 äëÿ òåîðèè êîìïëåêñíîãî ôåðìèîíà, èëè 1/16 - äëÿ
âåùåñòâåííîãî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàìîíîâñêèé âàêóóì |0⟩R = σ(0)|0⟩NS ïîëó÷àåòñÿ èç
�îáû÷íîãî� âàêóóìà NS äåéñòâèåì íåêîòîðîãî îïåðàòîðà (ñïèíîâîãî èëè òâèñòà) ñ ñîîò-
âåòñòâóþùåé äðîáíîé ðàçìåðíîñòüþ. Îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå ôåðìèîíîâ ñ òàêèì îïåðà-
òîðîì σ ñîäåðæèò ïîëóöåëûå ñòåïåíè.

10.5 Ñòàòñóììû áîçîííûõ è ôåðìèîííûõ ñòðóí

Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ îäíîïåòëåâîãî êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà â òåîðèè áîçîííîé ñòðóíû
ïðèâîäèò ê óæå èçâåñòíîìó íàì ðåçóëüòàòó

F1 =

∫
Σ1

DgDX exp(−S[X, g]) = VD

∫
M1

d2τ

(Imτ)2

(
det′∆

Imτ

)−D−2
2

=

= VD

∫
M1

d2τ

(Imτ)2

(
det′∆

Imτ

)−D−2
2

= VD

∫
M1

d2τ

(Imτ)1+D/2

∣∣η(e2πiτ )∣∣−2(D−2)
=

=
D=26

V26

∫
M1

d2τ

(Imτ)14
∣∣η(e2πiτ )∣∣−48

(10.35)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàòñóììû ñâîáîäíîãî
ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïî ïðîñòðàíñòâó êîíôîðìíûõ êëàññîâ äâóìåðíûõ ìåòðèê. Âñïîìíèì îñ-
íîâíûå ýòàïû è ñóùåñòâåííûå ïîäðîáíîñòè âû÷èñëåíèÿ:

• ×èñëî êîîðäèíàò ñòðóíû èëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôèêñèðóåòñÿ óñëî-
âèåì ñîêðàùåíèÿ êîíôîðìíîé àíîìàëèè D + cbc = D − 26 = 0 èëè ðàâåíñòâîì íóëþ
ïîëíîãî öåíòðàëüíîãî çàðÿäà;
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• Ôóíêöèÿ Äåäåêèíäà, ñ÷èòàþùàÿ âêëàä ñòðóííîãî ñïåêòðà, âõîäèò ïðè ýòîì â ñòåïåíè
η(q)D−2 = η(q)24 íà äâîéêó ìåíüøå íàèâíîé ðàçìåðíîñòè, ÷òî îòâå÷àåò ñîêðàùåíèþ
äâóõ íåôèçè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé äóõàìè, ïðåäñòàâëåííûìè bc-ñèñòåìîé;

• Ïîëó÷åííàÿ ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ìîäóëåé êîâàðèàíòíà îòíîñèòåëü-
íî ìîäóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, à â ñèëó ðàçëîæåíèÿ

η(e2πiτ ) = eiπτ/12
∏
n>0

(
1− e2πinτ

)
= eiπτ/12

(
1− e2πiτ + . . .

)
∣∣η(e2πiτ )∣∣−48

∣∣∣
Reτ=0

= e4πImτ + 576e0 +O(e−4πImτ )

(10.36)

âîñïðîèçâîäèò âêëàäû âñåõ ñòðóííûõ ñîñòîÿíèé â îäíîïåòëåâóþ ïîïðàâêó ê ñâîáîäíîé
ýíåðãèè.

Ñêàæåì âêðàòöå, ÷òî èçìåíèòñÿ äëÿ òåîðèè ôåðìèîííîé ñòðóíû ñ äåéñòâèåì

S =
1

2π

∫
Σ

(
∂̄Xµ∂Xµ +Ψµ∂̄Ψµ + Ψ̄µ∂Ψ̄µ + χΨµ∂̄Xµ + χ̄Ψ̄µ∂Xµ +

1

2
χ̄χΨ̄µΨµ

)
(10.37)

ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé ïðÿìîå îáîáùåíèå äåéñòâèÿ äëÿ ôåðìèîííîé ÷àñòèöû:

• Òî÷íî òàêæå êàê äâóìåðíàÿ êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ âîçíèêàëà â ðîëè îñòàòî÷íîé
ðåïàðàìåòðèçàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ïðè âûáîðå ìåòðèêè â êîíôîðìíîì âèäå,
îñòàòî÷íàÿ ëîêàëüíàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ íà ìèðîâîì ëèñòå ñâåäåòñÿ ê ñóïåðêîíôîðì-
íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì. Ñóïåðêîíôîðìíóþ àëãåáðó îáðàçóþò òåíçîð ýíåðãèè èìïóëü-
ñà T = −1

2
(∂Xµ)

2 − 1
2
Ψµ∂Ψµ è ñóïåðòîê G = Ψµ∂Xµ;

T (z)T (z′) =
3D

4(z − z′)4
+

2

(z − z′)2
T (z′) +

∂T (z′)

z − z′
+ . . .

T (z)G(z′) =
3/2

(z − z′)2
G(z′) +

∂G(z′)

z − z′
+ . . .

G(z)G(z′) = − D

(z − z′)3
− 2

z − z′
T (z′) + . . .

(10.38)

• Óñëîâèå ñîêðàùåíèÿ êîíôîðìíîé àíîìàëèè ïðèìåò âèä

cX + cΨ + cbc + cβγ = D +D/2− 26 + 11 = 3D/2− 15 = 0 (10.39)

ãäå cβγ = 2(6j2−6j+1) - öåíòðàëüíûé çàðÿä áîçîííîé ñóïåðäóõîâîé ñèñòåìû ïåðâîãî
ïîðÿäêà Sβγ = 1

π

∫
Σ
β∂̄γ ñ j = −1

2
, îòâå÷àþùåé ñóïåðêîíôîðìíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì.

Óñëîâèå ñîêðàùåíèÿ àíîìàëèè ïðèâîäèò ê êðèòè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè D = 10.
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Êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë íà òîðå

F1 =

∫
DgDχDXDΨ ×

× exp

(
− 1

2π

∫
Σ

∂̄X∂X +Ψ∂̄Ψ+ Ψ̄∂Ψ̄ + χΨ∂̄X + χ̄Ψ̄∂X +
1

2
χ̄χΨ̄Ψ

)
=

= VD

∫
M1

d2τ

(Imτ)2
[. . .]X [. . .]Ψ

(10.40)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïÿòü æå â âèäå èíòåãðàëà ïî ïðîìòðàíñòâó ìîäóëåé îò íåêîé ìåðû, âû-
ðàæåíèå äëÿ êîòîðîé ôàêòîðèçóåòñÿ íà âêëàäû áîçîííûõ è ôåðìèîííûõ ïîëåé. Âêëàä
áîçîííûõ êîîðäèíàò

[. . .]X =

(
det′∆

Imτ

)−D−2
2

=
D=5

(
det′∆

Imτ

)−4

=
1

Imτ 4
1

|η(q)|16
(10.41)

îòëè÷àåòñÿ îò âêëàäà â áîçîííóþ ñòðóíó òîëüêî ñòåïåíüþ, îïðåäåëÿåìîé êðèòè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòüþ.

Îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü âêëàä ôåðìèîíîâ. Ìû óæå âèäåëè, ÷òî äëÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ
ôåðìèîíîâ (èëè îäíîãî êîìïëåêñíîãî) òàêèå âêëàäû äàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé âûðàæåíèÿìè òèïà θα(q)/η(q) - â êàæäîì ñåêòîðå è ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ. Â òåîðèè ôåðìèîííîé ñòðóíû âñåãî D = 10 âåùåñòâåííûõ ôåðìèîíîâ, èëè
D/2 = 5 êîìïëåêñíûõ, ïîýòîìó îòâåò ìîæåò áûòü ïðîïîðöèîíàëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè
îòâåòà äëÿ îäíîãî êîìïëåêñíîãî ôåðìèîíà (òî÷íåå íåêîòîðîé èõ êîìáèíàöèè), òàê êàê
ïÿòàÿ ñòåïåíü áóäåò ñîêðàùàòüñÿ âêëàäîì ñóïåðäóõîâ. Ìû ìîæåì ïîïûòàòüñÿ íàïèñàòü
òåì ñàìûì

[. . .]Ψ =
1

η(q)4η(q̄)4

∑
αβ

Cαβθα(q)
4θβ(q̄)

4
(10.42)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (íåçàâèñèìî äëÿ ëåâûõ è ïðàâûõ
ôåðìèîíîâ Ψ è Ψ̄ ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè Cαβ, êîòîðûå íå î÷åíü ïîíÿòíî êàê
îïðåäåëÿòü.

10.6 Ìîäóëÿðíàÿ èíâàðèàíòíîñòü

Ìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé òîðà (èëè ïðîñòðàíñòâå Òåéõìþë-
ëåðà - âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Imτ ≥ 0 ñ ìåòðèêîé Ëîáà÷åâñêîãî ds2 = dτdτ̄

Imτ2
):

• τ → −1/τ :
η(−1/τ) = (−iτ)1/2η(τ), θ3(−1/τ) = (−iτ)1/2θ3(τ)

θ2(−1/τ) = (−iτ)1/2θ4(τ), θ4(−1/τ) = (−iτ)1/2θ2(τ)
(10.43)
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• τ → τ + 1:
η(τ + 1) = eiπ/12η(τ), θ2(τ + 1) = (i)1/2θ2(τ)

θ3(τ + 1) = θ4(τ), θ4(τ + 1) = θ3(τ)
(10.44)

Ìîäóëÿðíî-èíâàðèàíòíûå âûðàæåíèÿ: ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èíâàðèàíòàìè ÿâëÿþòñÿ d2τ
Imτ2

è Imτη(q)2η(q̄)2 = Imτ |η(q)|4, ïî êðàéíåé ìåðå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâûõ ôàêòîðîâ. Èíâà-

ðèàíòîì òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ
∑

α

∣∣∣ θα(q)η(q)

∣∣∣2N ïðè ëþáîì N - íàïðèìåð,

ñòàòñóììà (10.14) áîçîíà íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R = 1 ïðè N = 1. Ïðè N = 4 ýòî
âûðàæåíèå ìîãëî áû ñëóæèòü êàíäèäàòîì íà [. . .]Ψ.

Îäíàêî ôèçè÷åñêèé êàíäèäàò èìååò äðóãîé âèä, à èìåííî

[. . .]Ψ = ZΨ(τ)ZΨ̄(τ̄) (10.45)

ãäå

ZΨ(τ) ≃
1

η(q)4
(
θ3(q)

4 − θ4(q)
4 − θ2(q)

4
)

(10.46)

÷òî îòâå÷àåò ñóïåðñèììåòðè÷íîé GSO-ïðîåêöèè â ñïåêòðå ôåðìèîííîé ñòðóíû, îáåñïå÷è-
âàþùåé ïðîñòðàíñòâåííóþ (ò.å. 10-ìåðíóþ) ñóïåðñèììåòðèþ.

Ïîïðîáóåì ïðåîáðàçîâàòü ïðàâóþ ÷àñòü (10.46). Íàïèøåì ñíà÷àëà

1
2

(
θ3(q)

4 − θ4(q)
4
)
= 1

2

∑
n1,...,n4∈Z

q
1
2

∑
i n

2
i
(
1− (−1)

∑
ni
)
=

∑
ni=odd∑

n1,...,n4∈Z

q
1
2

∑
i n

2
i

1
2
θ2(q)

4 = 1
2

∑
r1,...,r4∈Z+1/2

q
1
2

∑
i r

2
i
(
1 + (−1)

∑
ri
)
=

∑
ri=even∑

r1,...,r4∈Z+1/2

q
1
2

∑
i r

2
i

(10.47)

Ñóììû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðîõîäÿò ïî ðåøåòêàì Γ è Γ′ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
êîòîðûå ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì

r1 =
1
2

∑
i

ni, r2 =
1
2
(n1 + n2 − n3 − n4) , r3 =

1
2
(n1 − n2 − n3 + n4) ,

r4 =
1
2
(n1 − n2 + n3 − n4)

(10.48)

èç ãðóïïû SO(4), à çíà÷èò ýòè ñóììû ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ â (10.46) îä-
íîïåòëåâàÿ ñòàòñóììà â òåîðèè äåñÿòèìåðíûõ ñóïåðñòðóí (à çíà÷èò è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
îäíîïåòëåâàÿ ïîïðàâêà ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè) ðàâíà íóëþ â ñèëó òîæäåñòâ Ðèìàíà äëÿ
òýòà-ôóíêöèé.
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