
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 6. Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû
Ëè sl2 .

Çà÷åò ïî äàííîìó ëèñòêó ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå ñäà÷è 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Çà-
äà÷è ñî çâåçäî÷êîé ñòîÿò âäâîå äîðîæå. Äåäëàéí 19 äåêàáðÿ.

Â äàííîì ëèñòêå îñíîâíîå ïîëå âñåãäà C , ò.å. èçó÷àþòñÿ êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àë-
ãåáðû Ëè sl2(C) . Çàôèêñèðóåì ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå e, f, h àëãåáðû Ëè sl2(C) , òàêèå, ÷òî

[e, f ] = h, [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî íà âñÿêîì êîíå÷íîìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû Ëè sl2 îïåðàòîð h ∈
sl2 äåéñòâóåò ïîëóïðîñòî (ò.å. äèàãîíàëèçóåìî)ñ öåëûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.Óêàçàíèå:
ýëåìåíò ih ∈ sl2 ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê êîìïàêòíîé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóï-
ïå S1 ⊂ SL2(C) . á) Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 , è V (λ) � ñîá-
ñòâåííîå ïîïðîñòðàíñòâî äëÿ îïåðàòîðà h ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ . Äîêàæèòå, ÷òî eV (λ) ⊂
V (λ+2) , à fV (λ) ⊂ V (λ−2) . â)Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå V åñòü âåêòîð v , òàêîé, ÷òî hv =
λv è ev = 0 . Òàêèå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ îñîáûìè âåêòîðàìè âåñà λ . ã) Ïóñòü v ∈ V � îñî-
áûé âåêòîð. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî â V , íàòÿíóòîå íà âåêòîðû âèäà fkv , k ∈ Z≥0 , èí-
âàðèàíòíî, è âûïèøèòå äåéñòâèå îïåðàòîðà e íà âåêòîððàõ fkv . ä)Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëå-
íèå àëãåáðû Ëè sl2 , ïîðîæäåííîå îñîáûì âåêòîðîì âåñà λ , íåïðèâîäèìî è èìååò ðàçìåðíîñòü λ+
1 . Ýòî ïðåäñòàâëåíèå îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ Vλ è íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ñî ñòàðøèì âå-
ñîì λ . Ñîîòâåòñòâåííî, åäèñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îñîáûé âåêòîðâ Vλ íà-
çûâàåòñÿ ñòàðøèì âåêòîðîì.

2. à) Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 . Õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ
V íàçûâàåòñÿ ïîëèíîì Ëîðàíà χV (q) :=

∑
λ∈Z

qλ dimV (λ) . Äîêàæèòå, ÷òî χV⊕W (q) = χV (q)+

χW (q) è χV⊗W (q) = χV (q)χW (q) . á) Âû÷èñëèòå õàðàêòåð íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Vλ .

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè sl2 âïîëíå ïðèâîäèìû (ò.å.
ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ). á)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ Z≥0 ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 ðàçìåðíîñòè n . Óêàçàíèå: äî-
êàæèòå, ÷òî âñÿêîå òàêîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå èçîìîðôíî Vn−1 . â)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿ-
êîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì õàðàêòåðîì.

4. à) Ðàçëîæèòå â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè sl2 Vλ⊗Vµ . Óêàçà-
íèå: âû÷èñëèòå õàðàêòåð ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. á) Íàéäèòå êðàòíîñòü âõîæäåíèÿ òðèâèàëü-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ðàçëîæåíèå òåíçîðíîé ñòåïåíè V ⊗n

1 .

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò C = ef + fe+ 1
2h

2 (íàçûâàåìûé ýëåìåíòîì Êàçèìèðà) ëåæèò
â öåíòðå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû U(sl2) . Óêàçàíèå: ýëåìåíò ëåæèò â öåíòðå U(g) ,
åñëè è òîëüêî åñëè îí êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè àëãåáðû Ëè g . á∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî
ëþáîé ýëåìåíò àëãåáðû U(sl2) ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ âèäà eihjCk è f ihjCk, ãäå i, j, k � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Óêàçà-
íèå: âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé ÏÁÂ. â∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð àëãåáðû U(sl2(C)) ïîðîæäåí
ýëåìåíòîì C . ã) Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò Êàçèìèðà äåéñòâóåò ñêàëÿðîì íà ëþáîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè Vλ , è âû÷èñëèòå ýòîò ñêàëÿð. Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü ëåììîé Øóðà. ä∗ ) Äîêàæè-
òå, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè sl2 âïîëíå ïðèâîäèìû, íå ïîëüçóÿñü ãðóïïà-
ìè Ëè (â ÷àñòíîñòè, íå ññûëàÿñü íà çàäà÷ó 1à).Óêàçàíèå: ðàçëîæèòå ïðåäñòàâëåíèå ïî ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì ýëåìåíòà Êàçèìèðà. Âíóòðè êàæäîãî êîðíåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàññìîòðèòå
äåéñòâèå ýëåìåíòà Êàçèìèðà íà ïðîñòðàíñòâå ñòàðøèõ è ìëàäøèõ âåêòîðîâ.


