
(1) ëÁÖÄÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x1; : : : ; xn) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ öÅÇÁÌËÉÎÁ:

F (f)(t1; : : : ; tn) =
∑

f(x1; : : : ; xn)t
x1
1 : : : txnn :

(úÄÅÓØ tx =

{
t ÅÓÌÉ x = 1
1 ÅÓÌÉ x = 0

) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Ô.Å. ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ F (f) = f .
íÎÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÉËÁËÏÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

(2) ïÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
f(x1; : : : ; xn). ÷ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ X ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2n × 2n ×ÙÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÉ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ëÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ,
k + 1-ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ:

Xi;k+1 = Xi;k +Xi+1;k; i = 1; : : : ; 2n−k:

ðÏÓÌÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ×ÓÅÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ öÅÇÁÌËÉÎÁ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉ-
ÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ.

(3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ Ë ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ. ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ËÁËÉÅ-
ÎÉÂÕÄØ ÏÃÅÎËÉ Ó×ÅÒÈÕ ÉÌÉ ÓÎÉÚÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

(4) ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÃÅÎËÉ Ó×ÅÒÈÕ ÉÌÉ ÓÎÉÚÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

(5) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÅÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÊ
äîæ ÎÅÔ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ.

(6) óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÂÕÌÅ×Õ ×ÅËÔÏÒÕ a = (a1; : : : ; an) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Na =
∑

ak2
n−k

(ÔÁË ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÐÉÓØÀ ÞÉÓÌÁ Na × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ). äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ a ≤ b (× ÓÍÙÓÌÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÂÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ
ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ CNa

Nb
ÎÅÞÅÔÎÏ.

(7) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ 2n ÓÔÒÏË, ÒÁÚ-
ÄÅÌÉÔØ ÍÅÄÉÁÎÁÍÉ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ Ä×Á ÂÏËÏ×ÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏ-
ÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÇÏ, Á ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÚÁÐÏÌÎÅÎ
ÎÕÌÑÍÉ.

(8) îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ
� : Fpn → Fpn (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �(z) = zp), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ
n-ÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÄ Fp.

(9) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ a ̸= 0 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xp − x− a ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Fp.

(10) îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÒÑÄ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÙ, ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÉÅ ÐÅÒ×ÙÍ Ä×ÕÍ ÅÇÏ ÞÌÅÎÁÍ.

(11) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÒÑÄ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ× ÅÓÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÒÑÄÁ ÄÌÑ Ó×ÑÚÎÙÈ
ÇÒÁÆÏ×.

(12) äÏËÁÖÉÔÅ ×ÅÒÛÉÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ íÅÎÇÅÒÁ.

(13) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ � ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(�) ≥ κ(�).
(îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �(�) ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ÕÄÁÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÁÅÔ ÇÒÁÆ ÎÅ-
Ó×ÑÚÎÙÍ, Á κ(�) ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÕÄÁÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÁÅÔ ÇÒÁÆ ÌÉÂÏ
ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÙÍ.) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÇÒÁÆÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÌÀÂÙÅ ÎÁÐÅÒÅÄ
ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � É κ (� ≥ κ).



(14) äÁÎ ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó �(�) = 3. ðÕÓÔØ u É v ÅÇÏ ÓÍÅÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÅ
u ÓÍÅÖÎÙ, ËÒÏÍÅ v, ×ÅÒÛÉÎÙ u′ É u′′, Á ×ÅÒÛÉÎÅ v, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÍÅÖÎÙ, ËÒÏÍÅ
×ÅÒÛÉÎÙ v, ×ÅÒÛÉÎÙ v′ É v′′. óÔÉÒÁÎÉÅÍ ÒÅÂÒÁ uv ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ: ÍÙ
ÕÄÁÌÑÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ u É v É ×ÓÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÅ ÉÍ ÒÅÂÒÁ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ÏÄÎÉÍ ÎÏ×ÙÍ
ÒÅÂÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ u′ É u′′, É ÄÒÕÇÉÍ ÎÏ×ÙÍ ÒÅÂÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ v′ É v′′. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÓÎÏ×Á ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÇÒÁÆ �′, ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÉÌÏÓØ ÎÁ Ä×Å.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �(�) = 3, ÔÏ × ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÒÅÂÒÏ uv, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÓÔÉÒÁÎÉÑ
ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÓÎÏ×Á ÂÕÄÅÔ �(�′) = 3.

(15) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ëÏÛÉ-âÉÎÅ (ÐÒÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÎÅË×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁ-
ÔÒÉÃ).

(16) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ èÏÌÌÁ É ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÎÇÅÒÓËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÎÅ
ÏÐÉÒÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ æÏÒÄÁ-æÁÌËÅÒÓÏÎÁ.

(17) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÔËÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ× É ÒÅÛÅÔËÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ×
ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÙÊ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÊ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÇÒÁÆÁ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ = ÞÉÓÌÏ
ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ×).

(18) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ëÜÌÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁ
ÌÅËÃÉÑÈ.

(19) äÁÎ ÇÒÁÆ �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H1(�;R) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏ-
ÓÔÙÈ ÃÉËÌÏ× ÇÒÁÆÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á ×ÓÅ ÃÅÌÙÅ
ÔÏÞËÉ ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÃÉËÌÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �(�) ≥ 3, ÔÏ ÇÒÁÎÉ ÜÔÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ
ÒÅÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁ.

(20) ïÐÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ
Á) ÐÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ;
Â) ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÔÜÔÁ-ÇÒÁÆÁ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÒÅÂÒÁÍÉ (ÜÔÏ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÞÅ-
ÔÙÒØÍÑ ÒÅÂÒÁÍÉ).

(21) ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á n ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ k | (pn − 1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n | '(k), ÇÄÅ ' | ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ. (ðÒÉ
ÞÅÍ ÚÄÅÓØ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ?)


