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5�1 à) (ðåãóëÿðíîñòü ìåðû Ëåáåãà). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊆ R

µ(A) = inf{µ(U) : A ⊆ U,U îòêðûòî} = sup{µ(K) : K ⊆ A,K êîìïàêòíî}.

á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâîA ⊆ R ïðåäñòàâèìî â âèäåA =
(⋃

n∈NKn

)
∪

N , ãäåKn � êîìïàêòû èN �ìíîæåñòâî ìåðû 0. Êàê ñëåäñòâèå, âñÿêîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî
îòëè÷àåòñÿ îò íåêîòîðîãî áîðåëåâñêîãî íà ìíîæåñòâî ìåðû 0.

5�2 Êàêîâà ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà òåõ òî÷åê èç [0, 1], êîòîðûå â òðîè÷íîé çàïèñè ñîäåðæàò êîíå÷íîå
÷èñëî åäèíèö?

5�3 Îïðåäåëèì ìåðó µ íà [0, 1] ôîðìóëîé µ([a, b)) = log2
1+b
1+a

. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ìåðà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè

ïðåîáðàçîâàíèè x→ { 1
x
}, ãäå ôèãóðíûå ñêîáêè îçíà÷àþò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà.

5�4 Êàæäîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x ∈ [0, 1] ìîæíî ðàçëîæèòü â íåïðåðûâíóþ äðîáü x = 1
n1+

1
n2+...

, nk ∈ N
(ïðè ðàöèîíàëüíûõ x äðîáü êîíå÷íàÿ).
à) Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {nk}
èìååò âèä {nk} → {nk+1} (ñäâèã, ïðè êîòîðîì ñòèðàåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò, à îñòàëüíûå ñäâèãàþòñÿ íà
îäíó ïîçèöèþ âëåâî).
á) Âû÷èñëèòå ìåðó â ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåðå µ èç ïðåäûäóùåé
çàäà÷è.

5�5 à) Ìîäèôèöèðóéòå êîíñòðóêöèþ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà è äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî a ∈ (0, 1)
ñóùåñòâóåò íèãäå íå ïëîòíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî K ⊂ [0, 1] ìåðû a. (Íà ìàòåìàòè÷åñêîì a ñëýíãå
åãî èìåíóþò �æèðíûì Êàíòîðîì�.)
á) Êàêóþ ìåðó ìîæåò èìåòü íèãäå íå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [0, 1] (óêàæèòå âñå âîçìîæíîñòè)?

5�6 Ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè, êàê îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà
äèçúþíêòíûõ çàìêíóòûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ?

5�7 Ñóùåñòâóåò ëè èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî A, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [a, b] âûïîëíåíî
µ(A ∩ [a, b]) = b−a

2
?

5�8 Ïðèâåäèòå ïðèìåð à) íåèçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé; á) íåèçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó
ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè; â) èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè, ïðîåêöèè êîòîðîãî íà
êîîðäèíàòíûå îñè íåèçìåðèìû.

5�9 Ïóñòü A � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî íåíóëåâîé ìåðû. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A − A
ñîäåðæèò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ.


