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Àíàëèç, 2 êóðñ, 1.1.2015

Ñðîê ñäà÷è ëèñòêà � ïåðâûé â ÿíâàðå ïðèåì çàäà÷ ïî àíàëèçó.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ c(x) â êîíöàõ îòðåçêà [0, 1], ïîëàãàÿ c(0) = 0 è c(1) = 1, à çàòåì äîîïðåäåëèì
åå íà ¾ñðåäíåé òðåòè¿ [1/3, 2/3] ýòîãî îòðåçêà ôîðìóëîé c(x) = (c(0) + c(1))/2. Çàòåì ïðîäåëàåì
òó æå ïðîöåäóðó ñ îòðåçêàìè [0, 1/3] è [2/3, 1] â èòîãå ïîëó÷èì ôóíêöèþ íà ìíîæåñòâå {0} ∪
[1/9, 2/9]∪ [1/3, 2/3]∪ [7/9, 8/9]∪ {1}, ïðèíèìàþùóþ íà îòðåçêàõ [1/9, 2/9] è [7/9, 8/9] çíà÷åíèÿ 1/4
è 3/4 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ôóíêöèþ c : D → [0, 1], ãäå D ⊃ [0, 1]\C,
à C � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

6�1 à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ c : D → [0, 1] åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ
äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè c : [0, 1]→ [0, 1]. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâîé ëåñòíèöåé.
á) Äîêàæèòå, ÷òî c(x) íå óáûâàåò íà [0, 1], è c′(x) = 0 ï.â. íà [0,1].
â) Âåðíî ëè, ÷òî ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè ìíîæåñòâî ìåðû íîëü ïåðåõîäèò â ìíîæåñòâî ìåðû
íîëü?
ã) Âåðíî ëè, ÷òî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îòîáðàæàþò èçìåðèìûå ìíîæåñòâà â èçìåðèìûå?

Ïóñòü I ⊆ R � ïðîìåæóòîê. Ôóíêöèÿ f : I → R íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó, åñëè îíà
(M(R);Bor(R))-èçìåðèìà, è áîðåëåâñêîé, åñëè îíà (Bor(R);Bor(R))-èçìåðèìà.

6�2 Ïóñòü f(x) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå A ∈ R, äîêàæèòå, ÷òî f 2(x) òîæå èçìåðèìà íà A.

6�3 Ïîñòðîéòå òàêóþ ôóíêöèþ f(x) íà [0, 1], ÷òî f 2(x) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé ìåðû Ëåáåãà
íà [0, 1], íî f(x) íåèçìåðèìà îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåðû.

6�4 Ïóñòü (a, b) ⊂ R è f(x) � êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ íà (a, b), èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé ìåðû
Ëåáåãà íà ýòîì èíòåðâàëå. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A = {x ∈ (a, b) : ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ f ′(x)}
èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé ìåðû Ëåáåãà íà (a, b) è ÷òî f ′(x) èçìåðèìà íà A.

6�5 Ïóñòü I ⊆ R � ïðîìåæóòîê.
à) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : I → R � áîðåëåâñêàÿ.
á) Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, A ⊆ 2X � σ-àëãåáðà, f : X → R � A-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, g : R → R �
áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî g ◦ f � A-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ f : I → R ýêâèâàëåíòíà (ò.å. ðàâíà ïî÷òè
âñþäó) áîðåëåâñêîé.

6�6 à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì (âçàèìíîîäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,
îáðàòíîå ê êîòîðîìó òîæå íåïðåðûâíî) îäíîãî îòðåçêà íà äðóãîé, ïåðåâîäÿùèé íåêîòîðîå èçìåðèìîå
ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî â íåèçìåðèìîå. (Óêàçàíèå: òðåáóåìûé ãîìåîìîðôèçì ìîæíî èçãîòîâèòü, ¾ïîäïðàâèâ¿
êàíòîðîâó ëåñòíèöó.)
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîîáðàç èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè f :
R→ R ìîæåò íå áûòü èçìåðèìûì ïî Ëåáåãó.
â) Âåðíî ëè, ÷òî êîìïîçèöèÿ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé èçìåðèìà ïî Ëåáåãó?
ã) Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ï. (á), ïðèäóìàéòå åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ èçìåðèìûõ ïî
Ëåáåãó íåáîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé.
ä) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó íåáîðåëåâñêèå ôóíêöèè íà R.


