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Ñðîê ñäà÷è ëèñòêà � 30 ÿíâàðÿ 2014 ãîäà.

7�1 Ïóñòü µ � ¾ñ÷èòàþùàÿ¿ ìåðà íà 2Z (ìåðà ìíîæåñòâà ðàâíà ÷èñëó åãî ýëåìåíòîâ). Ïðèäóìàéòå
ïðîñòîå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f : N → R. ×åìó ðàâåí∫
N fdµ?

7�2 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Äîêàæèòå, ÷òî èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f : X → R èíòåãðèðóåìà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∑∞
n=0 µ{x ∈ X : |f(x)| > n} <∞.

7�3 à) Ïóñòü f � èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó è äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà B ⊂ A, âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî ∫

B

fdµ = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó íà A.
á) Ïóñòü f : [a, b] → R � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ, ïðè÷åì

∫
[a,x]

fdµ = 0 äëÿ ëþáîãî

x ∈ [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî f = 0 ïî÷òè ââñþäó.

7�4 (Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ L(A), íåîòðèöàòåëüíà íà A è Aε = {x|x ∈ A, f(x) >
ε}, ïðè ε > 0. Äîêàçàòü, ÷òî

µ(Aε) 6
1

ε

∫
A

fdµ.

7�5 Ïóñòü A1, . . . , An � èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà [0, 1] è
∑n

i=1 µ(Ai) > n− 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü
òî÷êà a ∈ [0, 1], ïðèíàäëåæàùàÿ ñðàçó âñåì Ai.

7�6 Ïóñòü (X,µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé
íà X ñõîäèòñÿ ê èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f â ñðåäíåì, åñëè

∫
X
|f − fn|dµ→ 0, (n→∞).

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè µ(X) <∞, òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü âëå÷åò ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì.
á) Âåðíî ëè ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå, åñëè µ(X) =∞?
â) Äîêàæèòå, ÷òî ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî ìåðå.
ã) Ïðèäóìàéòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé íà îòðåçêå, ñõîäÿùåéñÿ
ê íóëþ â ñðåäíåì, íî íå ñõîäÿùåéñÿ íè â îäíîé òî÷êå.
ä) Ïðèäóìàéòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé íà îòðåçêå, ñõîäÿùåéñÿ
ê íóëþ â êàæäîé òî÷êå, íî íå ñõîäÿùåéñÿ â ñðåäíåì íè ê êàêîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè.

7�7 Ïóñòü c : [0, 1]→ [0, 1] � êàíòîðîâà ëåñòíèöà. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû: à)
∫ 1

0
c(x)dx; á*)

∫ 1

0
xdµc(x),

ãäå µc � ìåðà Ñòèëòüåñà íà [0, 1], ñîîòâåòñòñóþùàÿ ôóíêöèè c(x).


