
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 7. Ðàçðåøèìûå,
íèëüïîòåíòíûå è ïîëóïðîñòûå àëãåáðû Ëè.

Çà÷åò ïî äàííîìó ëèñòêó ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå ñäà÷è 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Çà-
äà÷è ñî çâåçäî÷êîé ñòîÿò âäâîå äîðîæå. Äåäëàéí 17 ôåâðàëÿ.

Àëãåáðà Ëè g íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè â íåé ñóùåñòâóåò öåïî÷êà âëîæåííûõ èäåàëîâ g =
g0 ⊃ g1 ⊃ . . . ⊃ gn = 0 , òàêàÿ, ÷òî [gi−1, gi−1] ⊂ gi . Àëãåáðà Ëè g íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíò-

íîé, åñëè â íåé ñóùåñòâóåò öåïî÷êà âëîæåííûõ èäåàëîâ g = g0 ⊃ g1 ⊃ . . . ⊃ gn = 0 , òàêàÿ, ÷òî
[g, gi−1] ⊂ gi .

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Ëè ðàçðåøèìîé ãðóïïû Ëè ðàçðåøèìà. á∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî
ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ðàçðåøèìîé àëãåáðîé Ëè ñàìà òàêæå ðàçðåøèìà. Óêàçàíèå: ïîêàæèòå,
÷òî êîììóòàíò ãðóïïû Ëè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè, è íàéäèòå åãî êàñàòåëüíóþ àëãåáðó.

2. Îïèøèòå âñå ðàçðåøèìûå è íèëüïîòåíòíûå àëãåáðû Ëè íàä ïîëåì C ðàçìåðíîñòè íå áîëåå
à) 2 ; á) 3 ; â∗ ) 4 , ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

3. à)Äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîé ðàçðåøèìîé àëãåáðå Ëè åñòü èäåàë êîðàçìåðíîñòè 1 . á)Ïóñòü g
� àëãåáðà Ëè, h � èäåàë êîðàçìåðíîñòè 1 â g , è H � ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ àëãåáðå Ëè H . Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ àëãåáðå Ëè g åñòü ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå HoR . â)Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíàÿ îäíîñâÿçíàÿ
ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà Ëè äèôôåîìîðôíà Rn . ã)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè àëãåáðà Ëè g íèëüïîòåíòíà,
òî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé ãðóïïå â íåêîòîðûõ êîîð-
äèíàòàõ çàäàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè ôîðìóëàìè.

Òåîðåìà Ëè óòâåðæäàåò, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçðåøè-
ìîé àëãåáðû Ëè èìååò áàçèñ, â êîòîðîì ýëåìåíòû àëãåáðû Ëè çàïèñûâàþòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíû-
ìè ìàòðèöàìè.

4. à)Ïîêàæèòå, ÷òî òåîðåìà Ëè ýêâèâàëåíòíà óòâåðæäåíèþ: âñÿêîå êîìïëåêñíîå íåïðèâîäèìîå
ïðåäñòàâëåíèå ðàçðåøèìîé àëãåáðû Ëè îäíîìåðíî. á)Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ðàç-
ðåøèìîé àëãåáðû Ëè g . Ïóñòü h � èäåàë êîðàçìåðíîñòè 1 â g , à λ : h −→ C � ëèíåéíûé ôóíêöè-
îíàë, òàêîé, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ := {v ∈ V | yv = λ(y)v ∀ y ∈ h} íåíóëåâîå. Äîêàæèòå,
÷òî àëãåáðà Ëè g ñîõðàíÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî Vλ ⊂ V . Óêàçàíèå: ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ g è t ∈ C âûïîëíåíî exp(tx)Vλ = Vµ äëÿ íåêîòîðîãî µ : h −→ C . â) Äîêàæèòå òåîðåìó Ëè.
ã) Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ëè, äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàíò ðàçðåøèìîé àëãåáðû Ëè íèëüïîòåíòåí.

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà h â â êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Ëè g , äëÿ êî-
òîðîé âñå îïåðàòîðû adx íèëüïîòåíòíû, íå ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì. Óêàçàíèå:
ïðèìåíèòå òåîðåìó Ëè ê ïðåäñòàâëåíèþ àëãåáðû Ëè h â ïðîñòðàíñòâå g/h . á)Äîêàæèòå, ÷òî ðàç-
ðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè g , äëÿ êîòîðîé âñå îïåðàòîðû adx íèëüïîòåíòíû, íèëüïîòåíòíà. â∗ )Äî-
êàæèòå òåîðåìó Ýíãåëÿ: àëãåáðà Ëè g íèëüïîòåíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæ-
äîãî x ∈ g îïåðàòîð adx íèëüïîòåíòåí. Óêàçàíèå: ìîæíî ïî èíäóêöèè ñòðîèòü íèëüïîòåíòíóþ
ïîäàëãåáðó Ëè h ⊂ g , óâåëè÷èâàÿ åå ðàçìåðíîñòü íà 1 íà êàæäîì øàãå çà ñ÷åò ïðîèçâîëü-
íîãî ýëåìåíòà èç íîðìàëèçàòîðà h â g .

6. à)Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ðàçðåøèìûõ èäåàëîâ â äàííîé àëãåáðå Ëè g åñòü íàèáîëüøèé (ñîäåð-
æàùèé âñå îñòàëüíûå ðàçðåøèìûå èäåàëû). Îí íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëîì g è îáîçíà÷àåòñÿ Rad g .
á) Àëãåáðà Ëè g íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòîé, åñëè Rad g = 0 . Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà g/Rad g
âñåãäà ïîëóïðîñòà. â) Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Ëè ïîëóïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â
íåé íåò àáåëåâûõ èäåàëîâ.



7. Íàéäèòå ðàäèêàë à) àëãåáðû Ëè ãðóïïû àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Cn ; á) àëãåáðû Ëè
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ äàííîå k -ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Cn .

Ôîðìîé Êèëëèíãà íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà (·, ·)K íà àëãåáðå Ëè g
òàêàÿ, ÷òî (x, y)K = Trg adx ad y .

8. à)Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìà Êèëëèíãà èíâàðèàíòíà, ò.å. ([x, y], z)K = (x, [y, z])K . á)Äîêàæèòå,
÷òî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå èäåàëà îòíîñèòåëüíî ôîðìû Êèëëèíãà � ñíîâà èäåàë.

9. Âû÷èñëèòå (â êàêîì-íèáóäü áàçèñå) ôîðìó Êèëëèíãà àëãåáðû Ëè à) sl2 ; á) gl2 ; â) sln ;
ã) ïîäàëãåáðû âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â gln ; ä) ïîäàëãåáðû ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûõ
ìàòðèö â gln .

10. à) Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ôîðìû Êèëëèíãà íà èäåàë ñîâïàäàåò ñ ôîðìîé Êèëëèíãà
ýòîãî èäåàëà. á) Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìà Êèëëèíãà íèëüïîòåíòíîé àëãåáðû Ëè íóëåâàÿ. â)
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ðàçðåøèìîé àëãåáðû Ëè g èìååò ìåñòî (g, [g, g])K = 0 .

Èìååò ìåñòî êðèòåðèé Êàðòàíà: êîíå÷íîìåðíàÿ êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè g ðàçðåøèìà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (g, [g, g])K = 0 . Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèæêå Äæ. Õàì-
ôðèñà �Ââåäåíèå â òåîðèþ àëãåáð Ëè è èõ ïðåäñòàâëåíèé�.

11. Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Êàðòàíà, äîêàæèòå, ÷òî à) ÿäðî ôîðìû Êèëëèíãà àëãåáðû Ëè g
ëåæèò â Rad g ; á) êîìïëåêñíàÿ àëãåáðà Ëè ïîëóïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ôîðìà
Êèëëèíãà íåâûðîæäåííà; â∗ ) âñÿêèé èäåàë â ïîëóïðîñòîé àëãåáðå Ëè ïîëóïðîñò; ã∗ ) âñÿêàÿ
ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè åñòü ïðÿìàÿ ñóììà íåàáåëåâûõ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè.


