
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 8. Ïîëóïðîñòûå
êîìïàêòíûå ãðóïïû è àëãåáðû Ëè.

Çà÷åò ïî äàííîìó ëèñòêó ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå ñäà÷è 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Çà-
äà÷è ñî çâåçäî÷êîé ñòîÿò âäâîå äîðîæå. Äåäëàéí 10 ìàðòà.

1. à)Äîêàæèòå, ÷òî íà âñÿêîé ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè åñòü åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñòàðøåé ñòåïåíè, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî
êàê ëåâîãî, òàê è ïðàâîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ñåáå. Îáîçíà÷èì ýòó ôîðìó dg . á)Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ρ : G −→ GL(V ) êîìïàêòíîé ãðóïïû G â âåùåñòâåííîì èëè êîì-

ïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå V îïåðàòîð P :=
∫
G ρ(g)dg∫

G dg
: V −→ V êîððåêòíî îïðåäåëåí è ÿâëÿåòñÿ

ïðîåêòîðîì íà ïîäïðîñòðàíñòâî G-èíâàðèàíòîâ V G ⊂ V .

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî íà âñÿêîì âåùåñòâåííîì ïðåäñòàâëåíèè êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè åñòü
èíâàðèàíòíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, à íà âñÿêîì êîìïëåêñíîì
ïðåäñòàâëåíèè � èíâàðèàíòíàÿ ýðìèòîâà ôîðìà. á) Äîêàæèòå, ÷òî âñå (âåùåñòâåííûå èëè
êîìïëåêñíûå) ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè âïîëíå ïðèâîäèìû. Óêàçàíèå: íóæíî ê
âñÿêîìó ïîäïðåäñòàâëåíèþ íàéòè èíâàðèàíòíîå äîïîëíåíèå. Â êà÷åñòâå äîïîëíåíèÿ ìîæíî
âçÿòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè g íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîé, åñëè íà g åñòü èíâàðèàíòíîå ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ðàçðåøèìàÿ ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè àáåëåâà. á) Äîêàæèòå, ÷òî
ôîðìà Êèëëèíãà àëãåáðû Ëè êîìïàêòíîé ãðóïïû íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. â) Äîêàæèòå,
÷òî àëãåáðà Ëè êîìïàêòíîé ãðóïïû åñòü ïðÿìàÿ ñóììà àáåëåâîé àëãåáðû Ëè è ïîëóïðîñòîé
âåùåñòâåííîé àëãåáðû Ëè ñ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ôîðìîé Êèëëèíãà. Óêàçàíèå: âî âñåõ
ïóíêòàõ èìååò ñìûñë ïîëüçîâàòüñÿ èíâàðèàíòíûì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì íà ïðåäñòàâëåíèè êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè.

4. à)Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîëóïðîñòîé êîìïàêòíîé àëãåáðû Ëè g êîìïàêòíà,
à åå àëãåáðà Ëè åñòü Der g . á) Äîêàæèòå, ÷òî ad(g) � èäåàë â Der g . â) Äîêàæèòå, ÷òî g =
Der g . Óêàçàíèå: Òàê êàê ãðóïïà Aut(g) êîìïàêòíà, òî Der g = ad(g)⊕ I êàê ïðåäñòàâëåíèå
àëãåáðû Ëè Der g , à ñëåäîâàòåëüíî âñÿêèé ýëåìåíò èç I äåéñòâóåò íóëåì íà g . ã) Äîêàæè-
òå, ÷òî êîìïàêòíîé àëãåáðå Ëè g ñîîòâåòñòâóåò õîòÿ áû îäíà ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè G
òàêàÿ, ÷òî TeG = g .

5. Ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè X . à) Äîêàæèòå,
÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî G-èíâàðèàíòíûõäèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì Ω∗(X)G ⊂ Ω∗(X) çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà. á) Ïóñòü ω � çàìêíóòàÿ ôîðìà íà X . Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî g ∈ G ôîðìà g∗ω ïðåäñòàâëÿåò òîò æå êëàññ êîãîìîëîãèé, ÷òî è ω . â) Äîêàæèòå,
÷òî G-èíâàðèàíòíûé ïðîåêòîð èç çàäà÷è 1á P : Ω∗(X) −→ Ω∗(X)G ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
êîìïëåêñîâ, äàþùèì èçîìîðôèçì â êîãîìîëîãèÿõ.

6.Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè. à)Äîêàæèòå, ÷òî êàê ãðàäóèðîâàííîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñ ëåâîèíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà G èçîìîðôåí Λ∗(g∗) ,
à êîìïëåêñ áèèíâàðèàíòíûõ ôîðì (ò.å. èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî êàê ëåâîãî, òàê è ïðàâîãî äåé-
ñòâèÿ) èçîìîðôåí Λ∗(g∗)AdG . á∗ )Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Êàðòàíà äëÿ äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà,
âûðàçèòå äèôôåðåíöèàë â êîìïëåêñå ëåâîèíâàðèàíòíûõ ôîðì íà G ÷åðåç îïåðàöèþ êîììóòà-
òîðà â àëãåáðå Ëè g . Ýòîò êîìïëåêñ Λ∗(g∗) îïðåäåëåí äëÿ ëþáîé àëãåáðû Ëè è íàçûâàåòñÿ
êîìïëåêñîìØåâàëëå. â∗ )Äîêàæèòå, ÷òî äèôôåðåíöèàë â êîìïëåêñå áèèíâàðèàíòíûõ ôîðì íà
ãðóïïå G òîæäåñòâåííî íóëåâîé. Òàêèì îáðàçîì, H∗(G,R) = Λ∗(g∗)AdG



Ãðóïïà Ëè íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòîé, åñëè åå àëãåáðà Ëè ïîëóïðîñòà.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè G åñòü ôàêòîð ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé ãðóïïû

Ëè G̃ ïî öåíòðàëüíîé äèñêðåòíîé ïîäãðóïïå, èçîìîðôíîé π1(G) (â ÷àñòíîñòè, π1(G) àáåëåâà
è, òàêèì îáðàçîì, èçîìîðôíà H1(G,Z)). á∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(G)
ïîëóïðîñòîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G êîíå÷íà. Óêàçàíèå: ïîëüçóÿñü çàäà÷åé 6à, äîêàæèòå,
÷òî H1(G,R) = 0 , à ñëåäîâàòåëüíî H1(G,Z) êîíå÷íà. â) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ
ãðóïïà, îòâå÷àþùàÿ êîìïàêòíîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðå Ëè, êîìïàêòíà.

8. Íàéäèòå âñå êîìïàêòíûå ãðóïïû ñ àëãåáðîé Ëè à) u2 ; á) so4(R) ; â) sl2(R) ; â) sun ; ã)
so2n+1(R) ; ä∗ ) so2n(R) .

9∗ . à) Ïîñòðîéòå íåíóëåâîé èíâàðèàíòíûé ýëåìåíò â Λ3(g∗) äëÿ ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè
g . á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîëóïðîñòîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G ðàíã ãðóïïû H3(G)
ðàâåí êîëè÷åñòâó ïðîñòûõ ôàêòîðîâ åå àëãåáðû Ëè.

Òîðîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ àáåëåâà ãðóïïà Ëè.

10. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé òîð èçîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ íåñêîëüêèõ êîïèé S1 .

á) Äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîì òîðå T íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò t , ÷òî T = {tn | n ∈ Z} . Òàêîé
ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùåé òîðà T . Óêàçàíèå: íàäî ïîñòðîèòü ýëåìåíò t ∈ T òàê, ÷òîáû
åãî ñòåïåíè ïîïàäàëè â ëþáîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî T . Ïîëüçóÿñü ñ÷åòíîé áàçîé îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ T è òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî U ⊂ T ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî UN = T ,
ïîñòðîéòå òàêîé ýëåìåíò êàê îáùóþ òî÷êó âëîæåííûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ T .

Ìàêñèìàëüíûì òîðîì êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà Ëè T ⊂ G , ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ òîðîì, è ìàêñèìàëüíàÿ ïî âêëþ÷åíèþ ñ òàêèì ñâîéñòâîì.

11. Óêàæèòå êàêîé-íèáóäü ìàêñèìàëüíûé òîð â ãðóïïå Ëè à) SUn ; á) SOn(R) .

12. à) Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Ëè ìàêñèìàëüíîãî òîðà ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì.
á) Ïóñòü N(T ) � íîðìàëèçàòîð ìàêñèìàëüíîãî òîðà T â ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè G .
Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà W = N(T )/T êîíå÷íà. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Âåéëÿ.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ Òåîðåìà: Ïóñòü T �ìàêñèìàëüíûé òîð â ñâÿçíîé êîìïàêòíîé
ãðóïïå Ëè G . Òîãäà âñÿêèé ýëåìåíò g ∈ G ëåæèò â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì òîðå âèäà
hTh−1 , ãäå h ∈ G .

13. Âûâåäèòå èç ýòîé òåîðåìû, ÷òî à∗ ) ìàêñèìàëüíûé òîð â ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïå Ëè ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ àáåëåâîé ïîäãðóïïîé (óêàçàíèå: ïóñòü g ∈ G ïåðåñòàíîâî-
÷åí ñ ëþáûì ýëåìåíòîì òîðà T . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ Z ýëåìåíò gN ëåæèò â
T , çàòåì ïðèìåíèòå Òåîðåìó ê ýëåìåíòó t ∈ T , òàêîìó, ÷òî (gt)N åñòü îáðàçóþùàÿ òîðà T ); á)
âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè ñîïðÿæåíû; â) ãðóïïà W = N(T )/T äåé-
ñòâóåò íà T ñîïðÿæåíèÿìè, è ýòî äåéñòâèå ýôôåêòèâíî (ò.å. èìååò òðèâèàëüíîå ÿäðî); ã) öåíòð
ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ åå ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ.

14. à)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ íà ãðóïïå Ëè G , ïîñòîÿííàÿ íà êëàññàõ ñîïðÿæåííîñòè,
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì îãðàíè÷åíèåì íà T ; á) ýòî îãðàíè÷åíèå èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî W ; â∗ ) âñÿêàÿ ôóíêöèÿ íà T , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû W , ÿâëÿ-
åòñÿ îãðàíè÷åíèåì ôóíêöèè íà G , ïîñòîÿííîé íà êëàññàõ ñîïðÿæåííîñòè. Óêàçàíèå: íàäî äîêà-
çàòü, ÷òî åñëè t1, t2 ∈ T òàêîâû, ÷òî t1 = ht2h

−1 äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ G , òî îíè ñîïðÿæåíû
è ïðè ïîìîùè ýëåìåíòà íîðìàëèçàòîðà òîðà T . Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî òîð T ñîïðÿæåí òîðó
hTh−1 â êîìïàêòíîé ãðóïïå H := {g ∈ G | gt2 = t2g} .


