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8�1 Ïóñòü f(x) ∈ BV ([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî à) f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b] âñþäó, êðîìå íå áîëåå ÷åì
ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, â êîòîðûõ îíà èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà; á) f ′(x) ñóùåñòâóåò ï.â. íà
(a, b); â) f ′(x) ∈ L((a, b)).

8�2 Ïóñòü f : [a, b] → R. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ∈ BV ([a, b]) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ g(x) íà [a, b], ÷òî |f(x)− f(y)| < g(y)− g(x) äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [x, y] ⊆ [a, b].

8�3 Ïóñòü f : [a, b] → R, à ϕ(x) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b], ïðè÷¼ì ϕ(a) = a
è ϕ(b) = b. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ∈ BV ([a, b]) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(ϕ(x)) ∈ BV ([a, b]).

8�4 à) Ïóñòü f è g èç BV ([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) · g(x) ∈ BV ([a, b]) è
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á) Ïóñòü f, g ∈ BV ([a, b]) è |f(x)| > C > 0 ïðè x ∈ [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî g(x)
f(x)
∈ BV ([a, b]).

â) Íàéäèòå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè f(x), g(x) ∈ BV ([0, 1]) äëÿ êîòîðûõ f(x)
g(x)

/∈ BV ([0, 1]).

8�5 Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ h(f) = supx∈[a,b] |f(x)|+ V b
a (f) ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà ïðîñòðàíñòâå BV ([a, b]).

Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íà [a, b] îáëàäàåò N-ñâîéñòâîì Ëóçèíà íà ýòîì îòðåçêå, åñëè äëÿ ëþáîãî
èçìåðèìîãî îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé ìåðû Ëåáåãà λ ìíîæåñòâà E ⊂ [a, b] ñ λ(E) = 0 ìíîæåñòâî
f(E) èçìåðèìî è λ(f(E)) = 0.

8�6 Ïóñòü f(x) ∈ AC([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) îáëàäàåò N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà íà [a, b].

8�7 Ïóñòü f(x) ∈ C([a, b]). Äîêàæèòå, ÷òî f(E) èçìåðèìî (îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêîé ìåðû Ëåáåãà)
äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî (â òîì æå ñìûñëå) E ⊂ [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) îáëàäàåò
N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà íà [a, b].

8�8 (Òåîðåìà Áàíàõà-Çàðåöêîãî.) Ïóñòü f(x) ∈ C([a, b]) ∩ V ([a, b]) è f(x) îáëàäàåò N -ñâîéñòâîì Ëóçèíà
íà [a, b]. Äîêàçàòü, ÷òî f(x) ∈ AC([a, b]).

8�9 Ïóñòü èìååòñÿ îòðåçîê [0, 1]. Âûáðàñûâàåì èç ñåðåäèíû îòðåçîê äëèíû 1/4 ïîòîì èç êàæäîé ñåðåäèíû
ïî îòðåçêó äëèíû 1/16 è ò.ä. Îñòàëîñü êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Ïîñòðîèì ïî
ïîëó÷åííîìó êàíòîðîâó ìíîæåñòâó êàíòîðîâó ëåñòíèöó.
à) Áóäåò ëè îíà Ëèïøèöåâîé?
á) Êàêàÿ ó íåå ïðîèçâîäíàÿ ïî÷òè âñþäó â òî÷êàõ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà?


