
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 9. Âåñà è êîðíè.

Çà÷åò ïî äàííîìó ëèñòêó ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå ñäà÷è 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Çàäà÷è ñî
çâåçäî÷êîé ñòîÿò âäâîå äîðîæå. Äåäëàéí 20 ìàðòà.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå îêðóæíîñòè S1 = {z ∈ C | |z| = 1} ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìîé ñóììîé îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé âèäà z 7→ zk , ãäå k ∈ Z . á)Äîêàæèòå, ÷òî íåïðèâî-
äèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ n-ìåðíîãî òîðà íóìåðóþòñÿ ýëåìåíòàìè n-ìåðíîé ðåøåòêè. Ýòà
ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé õàðàêòåðîâ èëè ðåøåòêîé âåñîâ äàííîãî òîðà. â)Äîêàæèòå, ÷òî âçÿ-
òèå äèôôåðåíöèàëà îäíîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â åäèíèöå åñòü âëîæåíèå ðåøåòêè õàðàêòåðîâ òîðà â
äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî åãî àëãåáðû Ëè.

Â äàëüíåéøåì G � ñâÿçíàÿ ïîëóïðîñòàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè, T � åå ìàêñèìàëüíûé òîð,
g := TeG ⊗R C � êîìïëåêñèôèêàöèÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû G , h := TeT ⊗R C � êîìïëåêñèôèêàöèÿ
àëãåáðû Ëè ìàêñèìàëüíîãî òîðà. Âåñàìè ãðóïïû Ëè G íàçûâàþòñÿ âåñà åãî ìàêñèìàëüíîãî òîðà.
Ñîãëàñíî çàäà÷å 1â, âåñà ãðóïïû G îáðàçóþò ðåøåòêó X â ïðîñòðàíñòâå h∗ . Ñîãëàñíî çàäà÷å 1à,
ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå g ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî òîðà T ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
g =

⊕
α∈X

gα òàê, ÷òî Ad(t)v = α(t)v äëÿ t ∈ T, v ∈ gα . Âåñà α ∈ X , äëÿ êîòîðûõ gα ̸= 0 ,

íàçûâàþòñÿ êîðíÿìè àëãåáðû Ëè g . Ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ êîðíåé àëãåáðû Ëè íàçûâàåòñÿ
ñèñòåìîé êîðíåé è îáîçíà÷àåòñÿ ∆ ⊂ X

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåòêà âåñîâ è ìíîæåñòâî êîðíåé ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè íå çàâèñÿò
îò âûáîðà ìàêñèìàëüíîãî òîðà. á) Äîêàæèòå, ÷òî g0 = h . â) Äîêàæèòå, ÷òî ∆ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
ñèñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå h∗ .

Ïîäðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ êîðíÿìè, â ðåøåòêå âåñîâ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé êîðíåé
ãðóïïû G .

3. à)Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ åå ìàêñèìàëü-
íûõ òîðîâ. á∗ )Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè èçîìîðôåí ôàêòî-
ðó åå ðåøåòêè âåñîâ ïî ðåøåòêå êîðíåé.

4. Íàðèñóéòå íà ïëîñêîñòè ðåøåòêó âåñîâ è îòìåòüòå êîðíè äëÿ ãðóïï à) SU2 ; á) SO3(R) ; â) SU3 ;
ã) PSU3 ; ä) SO4(R) ; å∗ ) SO5(R) .

5. Îïèøèòå ñèñòåìó êîðíåé ãðóïïû Ëè à) SUn ; á
∗ ) SO2n+1(R) ; â∗ ) SO2n(R) .

6. Ïîëüçóÿñü èíâàðèàíòíîñòüþ ôîðìû Êèëëèíãà, äîêàæèòå, ÷òî à) äëÿ x ∈ gα, y ∈ gβ åñëè
(x, y) ̸= 0 , òî α+β = 0 ; á) ôîðìà Êèëëèíãà çàäàåò íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå ìåæäó gα è g−α (â
÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíèå ôîðìû Êèëëèíãà íà ïîäàëãåáðó h ⊂ g íåâûðîæäåííî); â) [gα, gβ] ⊂ gα+β .

Ñîãëàñíî çàäà÷å 1, ðåøåòêà âåñîâ âëîæåíà â ïðîñòðàíñòâî h∗ . Ñîãëàñíî çàäà÷å 6, îãðàíè÷åíèå
ôîðìû Êèëëèíãà íà ïðîñòðàíñòâî h íåâûðîæäåííî, ïîýòîìó çàäàåò èçîìîðôèçì h ≃ h∗ .

7. Äîêàæèòå, ÷òî íà ðåøåòêå âåñîâ X ⊂ h ôîðìà Êèëëèíãà çàäàåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

8. à) Ïóñòü α ∈ ∆ è x ∈ gα, y ∈ g−α òàêîâû, ÷òî (x, y) ̸= 0 . Äîêàæèòå, ÷òî [x, y] ̸= 0 . Óêàçàíèå:
âû÷èñëèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ([x, y], h) äëÿ h ∈ h . á) Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
ýëåìåíòîâ x, y, [x, y] çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîììóòàòîðà è (êàê àëãåáðà Ëè) èçîìîðôíà
sl2 . Ýòà ïîäàëãåáðà íàçûâàåòñÿ êîðíåâîé sl2 . â) Ïóñòü eα, fα, hα � ñòàíäàðòíûå îáðàçóþùèå ýòîé
sl2 , òàêèå, ÷òî eα ∈ gα, fα ∈ g−α . Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð adhα äåéñòâóåò íà gβ ñ ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì 2(α,β)
(α,α) .



9. Ïîëüçóÿñü òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé êîðíåâîé sl2 , äîêàæèòå, ÷òî à) äëÿ ëþáûõ äâóõ êîðíåé α, β ,

÷èñëî 2(α,β)
(α,α) öåëîå, è γ = β − 2(α,β)

(α,α) α � òîæå êîðåíü; á) äëÿ ïðîïîðöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ∆

êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåí ±1 ; â) äëÿ α ∈ ∆ èìååì dim gα = 1 ;

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå sα : h −→ h, v 7→ v− 2(α,v)
(α,α) α íàçûâàåòñÿ îòðàæåíèåì â êîðíå α . Ãðóïïîé

Âåéëÿ äàííîé ñèñòåìû êîðíåé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà W ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà h ,
ïîðîæäåííàÿ îòðàæåíèÿìè âî âñåõ êîðíÿõ (ýòî îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò äàííîãî â ïðåäûäóùåì
ëèñòêå, è óòâåðæäåíèå îá èõ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé òåîðåìîé).

10. à)Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå îòðàæåíèå ëåæèò â îáðàçå ãðóïïû N(T )/T , äåéñòâóþùåé íà ïðîñòðàí-
ñòâå h . á) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Âåéëÿ ñèñòåìû êîðíåé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè êîíå÷íà.

11. à) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû SUn èçîìîðôíà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Sn ; á
∗ ) Äî-

êàæèòå, ÷òî ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû SO2n+1(R) èçîìîðôíà ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñèììåòðè-
÷åñêîé ãðóïïû Sn íà (Z/2Z)n . â∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Âåéëÿ ãðóïïû SO2n(R) èçîìîðôíà ïî-
ëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn íà (Z/2Z)n−1 .

12. Ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïîé Sp2n íàçûâàåòñÿ ãðóïïà âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â 2n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ñîõðàíÿþùèõ íåâûðîæäåííóþ êîñîñèììåòðè÷åñêóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó. à)Îïèøèòå êà-
ñàòåëüíóþ àëãåáðó ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû è íàéäèòå åå ðàçìåðíîñòü. á) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà
Sp2n(C) ñâÿçíà è îäíîñâÿçíà. â)Äîêàæèòå, ÷òî óíèòàðíàÿ ãðóïïà n-ìåðíîãî êâàòåðíèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Un(H) (ò.å. ãðóïïà òàêèõ H-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé A ïðîñòðàíñòâà Hn , ÷òî ĀT = A−1 )
ëåæèò â Sp2n(C) . ã)Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Ëè ãðóïïû Sp2n(C) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñèôèêàöèåé àëãåá-
ðû Ëè ãðóïïû Un(H) . ä∗ ) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Sp2n(C) ñòÿãèâàåòñÿ íà ñâîþ ïîäðóïïó Un(H) .

13. Îïèøèòå à) ìàêñèìàëüíûé òîð, á∗ ) ñèñòåìó êîðíåé è â∗ ) ãðóïïó Âåéëÿ ãðóïïû Ëè Un(H) .

Àáñòðàêòíî, ñèñòåìîé êîðíåé íàçûâàåòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå h , óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ çàäà÷è 9à. Åñëè ê òîìó æå âûïîëíåíî óñëîâèå çàäà÷è 9á, òî ñèñòåìà êîðíåé íà-
çûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé.

14. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîïîðöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû êîðíåé êîýôôèöèåíò ïðîïîðöè-
îíàëüíîñòè ðàâåí ±1 èëè ±2 . á)Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó êîðíÿìè ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷å-
íèÿ, êðàòíûå π

4 èëè π
6 . â)Êàê ñîîòíîñÿòñÿ äëèíû êîðíåé â êàæäîì èç ñëó÷àåâ? ã)Äîêàæèòå, ÷òî â ñè-

ñòåìå êîðíåé ïðîñòîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè äëèíû êîðíåé ìîãóò ïðèíèìàòü íå áîëåå 2 ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèé.

15. à) Îïèøèòå âñå ïðèâåäåííûå äâóìåðíûå ñèñòåìû êîðíåé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. á)
Óêàæèòå êîìïàêòíûå ãðóïïû ñ òàêèìè ñèñòåìàìè êîðíåé äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, êðîìå êàêîãî-íèáóäü
îäíîãî.

16∗ . (Ãðóïïà G2 ) Àëãåáðà îêòàâ O � íåàññîöèàòèâíàÿ âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà, ñîñòîÿùàÿ èç ïàð êâà-
òåðíèîíîâ (a, b) ñ óìíîæåíèåì (a, b)(c, d) = (ac− db, ad+ cb) (ãäå ÷åðòà îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåíèå â

êâàòåðíèîíàõ: (x+ iy + jz + kt) = x− iy − jz − kt). à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òðîéêà ïîïàðíî àí-
òèêîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòîâ s1, s2, s3 ∈ O òàêàÿ, ÷òî s21 = s22 = s23 = −1 è (s1s2)s3 = −s3(s1s2) , ïî-
ðîæäàåò O . á)Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû îêòàâ ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé êîìïàêò-
íîé ïðîñòîé ãðóïïîé Ëè. â)Íàéäèòå ñèñòåìó êîðíåé ýòîé ãðóïïû. ã)Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Ëè G2 èçî-
ìîðôíà ñòàáèëèçàòîðó â GL7(R) íåêîòîðîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé òðèëèíåéíîé ôîðìû íà R7 (îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ, ò.å. èìåþùåé îòêðûòóþ îðáèòó).


