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1. Íàéäèòå äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f , âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùóþ åäè-
íè÷íûé äèñê |z| < 1 â ñåáÿ è òàêóþ, ÷òî f(0) = 1/2, arg f ′(0) = π.

2. Íàéäèòå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå w = f(z) âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Im z > 0 íà
äèñê |w| < R òàêîå, ÷òî f(i) = 0, f ′(i) = 1 è îïðåäåëèòå çíà÷åíèå R.

3. Íàéäèòå ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ, âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü Ω
íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü H äëÿ ñëåäóþùèõ îáëàñòåé Ω:

à) ïîëîñà a < Im z < b,

á) ïîëóïîëîñà a < Im z < b, Re z > c,

â) H \ [0, i] (âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü ñ âûêèíóòûì îòðåçêîì îò 0 äî i),

ã) C̄\ [0, 1] (ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ñ âûêèíóòûì îòðåçêîì îò 0 äî
1).

4. Íàéäèòå ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ, âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùóþ åäèíè÷íûé

äèñê |z| < 1 íà âíåøíîñòü ýëëèïñà
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a, b ∈ R).

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòèD ⊂ C, íåïðå-
ðûâíà â D̄ è |f(z)| = const íà ∂D, òî f èìååò â D õîòÿ áû îäèí íîëü.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîêîëîòûé åäèíè÷íûé äèñê 0 < |z| < 1 íåèçîìîðôåí êîëüöó
a < |z| < b (0 < a < b < ∞).

7. Ïóñòü D ⊂ C � îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿñÿ â íåêîòîðîì äèñêå |z| < R. Äîêàæèòå
òîæäåñòâà

à)
∮
∂D

zkz̄ dz = 2i
∫∫

D
zk dx dy , k ≥ 0,

á)
∮
∂D

zk dz̄ = −2ik
∫∫

D
zk−1 dx dy , k ≥ 0.

8. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë
∮
γ

2z2 + 5z + 8

z(z + 1)2
dz, ãäå êîíòóð γ � îêðóæíîñòü |z| = 3.

9. Ïóñòü P (z) � ìíîãî÷ëåí. Äîêàæèòå, ÷òî
1

2πi

∮
|z−a|=R

P (z)dz̄ = −R2P ′(a).

Ïðèìå÷àíèå. Âñå èíòåãðàëû ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó áåðóòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè

(êîíòóð îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).


