
Ëèñòîê 9. Ïðîñòðàíñòâà L1 è L2.

Àíàëèç, 2 êóðñ, 2.04.2015

9�1 Ê êàêèì èç äâóõ ïðîñòðàíñòâ L1([0, 1]), L2([0, 1]) ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùèå ôóíêöèè: à) f(x) = 1√
x
;

á) f(x) =

{
1, x ∈M
− 1, x 6∈M

, ãäå M � íåêîòîðîå íåèçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [0, 1].

9�2 à) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî: |(x, y)| 6 ‖x‖ · ‖y‖. á) Äîêàæèòå, ÷òî L2(X,µ) ⊂
L1(X,µ), åñëè µ(X) <∞. â) Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, åñëè X = R?

9�3 Äîêàæèòå, ÷òî à) îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ

L = − d2

dx2
+ q(x),

îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé DL = {y(x) | y(x) ∈ C2([0, l]), y(0) = y(l) = 0} ñèììåòðè÷åí,
ò.å. ∀y1, y2 ∈ DL

(Ly1, y2)L2 = (y1, Ly2)L2 ,

ãäå (·, ·)L2 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2([0, l]);
á) åñëè q(x) > 0, 0 < x < l, òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû;
â) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L îäíîêðàòíû.

9�4 Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð L ñèììåòðè÷åí, òî åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè y1 è y2 (Ly1 =
λy1, Ly2 = µy2), îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ 6= µ îðòîãîíàëüíû, ò.å. (y1, y2)L2 =
0.
(Íà ñàìîì äåëå, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ

ñèñòåìó â L2([0, l]).)

9�5 Íàéäèòå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñëåäóþùèõ îïåðàòîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ:
à) L = − d2

dx2
, çàäàííîãî íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé y ∈ L2([0, π]), y(0) = y(π) = 0; á) L = − d2

dx2
,

çàäàííîãî íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé y ∈ L2([0, π]), y
′(0) = y′(π) = 0,

9�6 à) Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) = x2 â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì.
á) Âîñïîëüçóéòåñü ïîëó÷åííûì ðàçëîæåíèåì è íàéäèòå ñóììû:

∞∑
n=1

1

n2
;

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
.

9�7 Çíàÿ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå a0, an, bn, (n = 1, 2, . . .) èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè f(x), èìåþùåé ïåðèîä
2π, âû÷èñëèòå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ã0, ãn, b̃n (n = 1, 2, . . .) ¾ñìåùåííîé¿ ôóíêöèè f(x+h), h = const.

9�8 Ïóñòü ôóíêöèè f, g ∈ L2([−π, π]). Äîêàæèòå, ÷òî fg ∈ L1([−π.π]) è ðÿä Ôóðüå ïðîèçâåäåíèÿ fg
ôóíêöèé f è g ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ôîðìàëüíûì ïåðåìíîæåíèåì ðÿäîâ Ôóðüå ýòèõ ôóíêöèé.

9�9 Ïóñòü f ∈ C([0, π]) è f ′ ∈ L2([0, π]) è f(0) = f(π) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà∫ π

0

(f(x))2dx 6
∫ π

0

(f ′(x))2dx.

9�10 Ïóñòü f(x) ∈ L2(R) è xf(x) ∈ L2(R). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ∈ L1(R).

9�11* ÏóñòüM ⊂ BV ([0, 1]). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå ôóíêöèè èçM èìåþò îãðàíè÷åííóþ â ñîâîêóïíîñòè
âàðèàöèþ, òîM ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gn(x)}, ñõîäÿùóþñÿ â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [0, 1].


