
Çàäà÷è ê êóðñó Òðîïè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, âåñíà 2015

Îáñóæäåíèå çàäà÷ (äëÿ æåëàþùèõ) ïðîèñõîäèò åæåíåäåëüíî ïîñëå ñïåöêóðñà. Ñïèñîê áóäåò ïî-
ïîëíÿòüñÿ êàæäóþ íåäåëþ.

1. Íîñèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ fg íå îáÿçàòåëüíî ðàâåí ñóììå Ìèíêîâñêîãî íîñèòå-
ëåé f è g (ïðèâåäèòå ïðèìåð), íî ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà ïðîèçâåäåíèÿ fg âñåãäà ðàâåí ñóììå
Ìèíêîâñêîãî ìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà f è g .

2. Ðàññìîòðèì äâà ìíîãî÷ëåíà îáùåãî ïîëîæåíèÿ áèñòåïåíè (2, 2) îò äâóõ ïåðåìåííûõ x, y . Ïî-
êàæèòå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Êóøíèðåíêî�Áåðíøòåéíà, ÷òî ó ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ 8 îáùèõ êîðíåé.
Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ê ýòèì äâóì ìíîãî÷ëåíàì ñòåïåíè 4 íåïðàâîìåðíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó Áåçó,
êîòîðàÿ ïðåäñêàçûâàåò íàëè÷èå 4 · 4 = 16 êîðíåé äëÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 4.

3. Äîêàæèòå, ÷òî êîâåêòîðû, äëÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé äàííàÿ k -ìåðíàÿ ãðàíü n-ìåðîãî
ìíîãîãðàííèêà, îáðàçóþò (n− k)-ìåðíûé êîíóñ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî îïîðíîå çíà÷åíèå è îïîðíàÿ ãðàíü ñóììû Ìèíêîâñêîãî ìíîãîãðàííèêîâ A è
B äëÿ äàííîãî êîâåêòîðà ðàâíû ñóììå îïîðíûõ çíà÷åíèé è îïîðíûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêîâ A è
B äëÿ ýòîãî êîâåêòîðà: (A+B)γ = Aγ +Bγ è (A+B)(γ) = A(γ) +B(γ) .

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü öåëî÷èñëåííîãî ìíîãîóãîëüíèêà A ðàâíà ñóììå ïðîèçâåäåíèé A(γ) ·
(öåëî÷èñëåííàÿ äëèíà Aγ) ïî âñåì ïðèìèòèâíûì êîâåêòîðàì γ .

6! Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñìåøàííîé ïëîùàäè, ò.å. ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè
äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, áèëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïî Ìèí-
êîâñêîìó è ñîïîñòàâëÿþùåé ïàðå (A,A) ïëîùàäü A . Ïîäñêàçêà: ïðèäóìàéòå îáîáùåíèÿ ôîðìóëû
äëÿ ïëîùàäè èç ïðîøëîé çàäà÷è äëÿ ñìåøàííîé ïëîùàäè.

7. Íàéäèòå ñìåøàííûé îáúåì äâóõ òðîïåöèé ñ âåðøèíàìè (0, 0), (ai, 0), (0, 1), (bi, 1), i = 1, 2 .
Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó îí îêàçàëñÿ ðàâåí ÷èñëó íóëåé îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû 2 íà 2, ñîñòàâëåííîé èç
îáùèõ ìíîãî÷ëåíîâ îäíîé ïåðåìåííîé t ñòåïåíåé a1, a2, b1, b2 ñîîòâåòñòâåííî.

8! Îïèøèòå âñå âîçìîæíûå êîìáèíàòîðíûå òèïû ïåðñå÷åíèÿ äâóõ òðîïè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé â
ïðîñòðàíñòâå T 3 .

9. Îïèøèòå âñå êîìáèíàòîðíûå òèïû òðîïè÷åñêèõ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè.
10. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ïÿòü òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà òðî-

ïè÷åñêàÿ êâàäðèêà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïÿòè ðàçëè÷íõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ýòî íå òàê.
11. Ïðèäóìàéòå íåïðèâîäèìóþ òðîïè÷åñêóþ êóáèêó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, è êóáèêó, êî-

òîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.
12. Çàäàéòå ÿâíûì íåðàâåíñòâîì àìåáó êîìïëåêñíîé êðèâîé x + y + 1 = 0 èëè çàäàéòå ÿâíîé

ïàðàìåòðèçàöèåé åå ãðàíèöó.
13! Ïðèäóìàéòå êîìïëåêñíóþ êóáèêó ñî ñòÿãèâàåìîé àìåáîé è êóáèêó ñ íåñòÿãèâàåìîé àìåáîé.
14. Äëÿ t ∈ N îïðåäåëèì t-ñóììó êîìïëåêñíûõ ÷èñåë r1e

πiϕ1 è r2e
πiϕ2 êàê ÷èñëî reπiϕ , òàêîå

÷òî rteπiϕ = rt1e
πiϕ1 + rt2e

πiϕ2 (íàïðèìåð, ïðè t = 1 ïîëó÷àåì îáû÷íóþ ñóììó). Íàéäèòå ïðåäåë
limt→+∞ z +t w . Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå îòäåëüíî ñëó÷àè, êîãäà r1 6= r2 , z = −w è îñòàâøèéñÿ.

15. Êàêèå áûâàþò ïðåäåëüíûå òî÷êè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè limt→+∞ zt +t wt , åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè zt è wt ñòðåìÿòñÿ ê z è w ñîîòâåòñòâåííî?

16! Îïèøèòå ÿâíî (êàê ìíîæåñòâî òî÷åê) êîìïëåêñíóþ òðîïè÷åñêóþ êðèâóþ, çàäàâàåìóþ óðàâ-
íåíèåì x+y+1 = 0 , è åå îòîáðàæåíèå àìåáû íà ñîîòâåòñòâóþùóþ �îáû÷íóþ� òðîïè÷åñêóþ êðèâóþ.
Óêàæèòå åå òîïîëîãè÷åñêèé òèï.

17! Ïóñòü ∆ � öåëî÷èñëåííûé òðåóãîëüíèê áåç öåëûõ òî÷åê íà ñòîðîíàõ. Ñêîëüêî ñàìîïåðå-
ñå÷åíèé ó íîäàëüíîé ðàöèîíàëüíîé êðèâîé ñ ìíîãîóãîëüíèêîì Íüþòîíà ∆ , è êàêîé âèä èìååò
ïàðàìåòðèçàöèÿ òàêîé êðèâîé? Ïîñ÷èòàéòå, íå îáðàùàÿñü ê òåîðåìå Ìèõàëêèíà, ñêîëüêî òàêèõ
êðèâûõ ïðîõîäèò ÷åðåç äâå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
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18! Ïîñ÷èòàéòå, ñêîëüêî ðàöèîíàëüíûõ êóáèê ïðîõîäèò ÷åðåç 8 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû Ìèõàëêèíà.

19. Ïîñ÷èòàéòå, ñêîëüêî ðàöèîíàëüíûõ êóáèê ïðîõîäèò ÷åðåç 8 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ, âû-
÷èñëèâ ñòåïåíü A-äèñêðèìèíàíòà êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà äâóõ ïåðåìåííûõ.

20! Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ìíîãîóãîëüíèêè A , äëÿ êîòîðûõ A-äèñêðèìèíàíò òðèâèàëåí.
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