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Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Ïðåäìåò ãèäðîäèíàìèêè � äâèæåíèå æèäêîñòåé (èëè ãàçîâ), ðàññìàòðèâàåìûõ êàê
ñïëîøíûå ñðåäû. Äàëåå ìû áóäåì ÷àñòî ãîâîðèòü î ÷àñòèöàõ æèäêîñòè. Ýòî èäåà-
ëèçèðîâàííîå ïîíÿòèå òðåáóåò íåêîòîðûõ ïîÿñíåíèé. Èìåþòñÿ â âèäó íè â êîåì ñëó-
÷àå íå ìîëåêóëû, èç êîòîðûõ íà ñàìîì äåëå ñîñòîèò ëþáàÿ æèäêîñòü. Ïîä ÷àñòèöåé
æèäêîñòè â ãèäðîäèíàìèêå ïîíèìàåòñÿ �ôèçè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìàëûé� å¼ ýëåìåíò
(ìàëåíüêèé êóáèê èëè øàðèê), ìûñëåííî âûäåëåííûé â îáúåìå òåêóùåé æèäêîñòè.
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Òàêàÿ �÷àñòèöà�, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ãèäðîäèíàìèêå êàê òî÷êà, äîëæíà òåì íå ìå-
íåå ñîäåðæàòü äîñòàòî÷íî ìíîãî ìîëåêóë (ñêàæåì, 1017 øòóê), ÷òîáû ìîæíî áûëî
ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîé ñðåäå. Èíûìè ñëîâàìè, ðàçìåð ìûñëåííî âûäåëÿåìîé ÷à-
ñòèöû æèäêîñòè èëè ãàçà äîëæåí áûòü î÷åíü ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì
ðàçìåðîì ñîñóäà èëè òðóáû, íî î÷åíü áîëüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíèì ðàññòîÿíè-
åì ìåæäó ìîëåêóëàìè. Åñëè, íàïðèìåð, â ãèäðîäèíàìèêå ãîâîðÿò î ñìåùåíèè èëè
ñêîðîñòè ÷àñòèöû æèäêîñòè, ïîä ýòèì ïîíèìàþò ñìåùåíèå èëè ñêîðîñòü ìàëîãî îáú-
åìà æèäêîñòè êàê öåëîãî (à íå îòäåëüíîé ìîëåêóëû). Ñîñåäíèå ÷àñòèöû æèäêîñòè,
ñîïðèêàñàÿñü ñâîèìè ïîâåðõíîñòÿìè, ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü äðóã ñ äðóãîì. Ýòî
âçàèìîäåéñòâèå ìàêðîñêîïè÷åñêè ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ñèëû, äåéñòâóþùèå â æèäêîñòè
� òàêèå, êàê äàâëåíèå èëè âÿçêîñòü.

Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ. Âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíà íåêîòîðàÿ (�íå-
ïîäâèæíàÿ� èëè �ëàáîðàòîðíàÿ�) äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò x = x1, y = x2, z = x3.
Âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå îáîçíà÷àþòñÿ æèðíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè, u ·v = uivi
(ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
u = (u1, u2, u3) è v = (v1, v2, v3), u× v � èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Âåêòîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå â 3-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äóàëüíî âíåøíåé 2-ôîðìå u ∧ v. Êîìïîíåíòû
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíû (u × v)i = ϵijkujvk, ãäå ϵijk � ïîëíîñòüþ àíòèñèì-
ìåòðè÷íûé (ïñåâäî)òåíçîð 3-ãî ðàíãà, ϵ123 = 1.

Øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ âåêòîðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

∇ =
( ∂
∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
;

∇·v = ∂vi/∂xi � äèâåðãåíöèÿ, ∇×v � ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ ((∇×v)i = ϵijk
∂vj
∂xk

),

∆ = ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
� îïåðàòîð Ëàïëàñà.

1 Èäåàëüíàÿ æèäêîñòü

Îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ (ñêàëÿðíîé)
ôóíêöèè ïëîòíîñòè ρ(x, t) è âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ÷àñòèö æèäêîñòè v(x, t) ñ
êîìïîíåíòàìè (vx, vy, vz) èëè (v1, v2, v3). Ïëîòíîñòü ÷àñòèöû æèäêîñòè, íàõîäÿùåé-
ñÿ â òî÷êå x, � ýòî åå ìàññà dm, äåëåííàÿ íà åå îáúåì dΩ: ρ = dm/dΩ. Ñêîðîñòü
v(x, t) òàêîé ÷àñòèöû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x ïðîñòðàíñòâà â ìîìåíò âðåìåíè t,
� ýòî åå ñêîðîñòü, èçìåðåííàÿ íåïîäâèæíûì íàáëþäàòåëåì, ïðèâÿçàííûì ê òî÷êå
x. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà êîîðäèíàò ôèêñèðîâàíà, ìîæíî ãîâîðèòü î ñêîðîñòè êàê î
ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé vi(x, t), i = 1, 2, 3.

1.1 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè

Ìåæäó ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè èìååòñÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ âûðàæàåò çàêîí ñî-
õðàíåíèÿ âåùåñòâà (òî÷íåå, ìàññû âåùåñòâà). Ìûñëåííî âûäåëèì â æèäêîñòè íåêî-
òîðûé îäíîñâÿçíûé îáúåì (îáëàñòü) Ω0 ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, íåïîäâèæíûé îòíî-
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ñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû. Ìàññà æèäêîñòè â ýòîì îáúåìå ðàâíà, î÷åâèäíî,∫
Ω0
ρdΩ. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåùåñòâà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âíóòðè íåò èñòî÷íèêîâ, îíà

ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî çà ñ÷åò òîãî, ÷òî æèäêîñòü âòåêàåò èëè âûòåêàåò ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü ∂Ω0, îãðàíè÷èâàþùóþ îáúåì Ω0. Ââåäåì âåêòîð ds, ðàâíûé ïî àáñî-
ëþòíîé âåëè÷èíå ýëåìåíòó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, è íàïðàâëåííûé ïî âíåøíåé íîð-
ìàëè ê íåé. Òîãäà ìàññà æèäêîñòè, âòåêàþùåé â îáúåì Ω0 çà ìàëîå âðåìÿ δt, åñòü
−δt

∮
∂Ω0

ρv·ds (ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî, åñëè æèäêîñòü âûòåêàåò
÷åðåç ïëîùàäêó ds, è îòðèöàòåëüíî, åñëè âòåêàåò). Ýòî âûðàæåíèå íàäî ïðèðàâíÿòü
èçìåíåíèþ ìàññû δt ∂

∂t

∫
Ω0
ρdΩ:

−
∮
∂Ω0

ρv·ds = ∂

∂t

∫
Ω0

ρdΩ

Èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ïðåîáðàçóåì â èíòåãðàë ïî îáúåìó ñ ïîìîùüþ òåîðåìû
Ãàóññà: ∮

∂Ω0

ρv·ds =
∫
Ω0

∇·(ρv)dΩ

Èìååì, ñëåäîâàòåëüíî, ∫
Ω0

(
∂ρ

∂t
+∇·(ρv)

)
dΩ = 0

Òàê êàê ýòî äîëæíî èìåòü ìåñòî äëÿ ëþáîãî îáúåìà, äåëàåì âûâîä, ÷òî íóëþ ðàâíî
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, ò.å.

∂ρ

∂t
+∇·(ρv) = 0 (1.1)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, ñâÿçûâàþùåå ôóíêöèè ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè.
Â ñèëó âàæíîñòè ïðèâåäåì òàêæå äðóãèå åãî ôîðìû çàïèñè:

∂ρ

∂t
+ ρ∇·v + v·∇ρ = 0 (1.2)

∂ρ

∂t
+
∂(ρvi)

∂xi
= 0 (1.3)

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ρ = const) óðàâíåíèå (1.1) ïðåâðà-
ùàåòñÿ â óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé: ∇·v = 0.

Áîëåå îáùàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà â æèä-
êîñòè èìåþòñÿ èñòî÷íèêè èëè ñòîêè âåùåñòâà (�íàñîñû�). Òîãäà â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (1.1) ïîÿâèòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè èñòî÷íèêà q(x, t).
Â ÷àñòíîñòè, â ïðèñóòñòâèè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â íåêîòîðîé òî÷êå x0 óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå

∂ρ

∂t
+∇·(ρv) = qδ(x− x0) (1.4)

ãäå δ(x) � òðåõìåðíàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ, à q � ìîùíîñòü èñòî÷íèêà.
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1.2 Óðàâíåíèå Ýéëåðà

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåêîòîðûì êèíåìàòè÷åñêèì ñîîòíîøåíè-
åì îáùåãî õàðàêòåðà, íè÷åãî íå ãîâîðÿùèì î òîì, êàêèì äèíàìè÷åñêèì çàêîíàì
ïîä÷èíÿåòñÿ òå÷åíèå æèäêîñòè. Äèíàìèêà æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ýé-
ëåðà, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî ñóòè âòîðîé çàêîí Íüþòîíà mdv

dt
= F, ïåðåïè-

ñàííûé äëÿ ñïëîøíîé ñðåäû. Îñíîâíàÿ èäåÿ åãî âûâîäà � ÷òî óñêîðåíèå ÷àñòèöû
æèäêîñòè äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî ñèëå, íà íåå äåéñòâóþùåé. Ïðè ýòîì ñèëà
ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé, ò.å. äèññèïàöèÿ ýíåðãèè îòñóòñòâóåò. Ýòî ïîñëåäíåå
ïðåäïîëîæåíèå è îçíà÷àåò èäåàëüíîñòü æèäêîñòè.

Óñêîðåíèå. Âûðàçèì ñíà÷àëà óñêîðåíèå ÷àñòèöû æèäêîñòè â òåðìèíàõ ïîëÿ ñêî-
ðîñòåé. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî áûëî áû íåâåðíî íàïèñàòü ∂v/∂t, ïîñêîëüêó óñêîðåíèå
äàííîé ÷àñòèöû, ïðîõîäÿùåé â ìîìåíò âðåìåíè t ÷åðåç òî÷êó x, � ýòî

lim
δt→0

v(x+ δx, t+ δt)− v(x, t)

δt
,

ãäå δx � ñìåùåíèå ÷àñòèöû çà âðåìÿ δt. (Åñëè áû ìû íàïèñàëè ïðîñòî v(x, t+δt), ýòî
áûëà áû ñêîðîñòü äðóãîé ÷àñòèöû, à èìåííî, òîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèëà áû â ìîìåíò
t+ δt ÷åðåç òî÷êó x.) Ïðè ýòîì ñìåùåíèå δx ðàâíî, î÷åâèäíî, v(x, t)δt, òàê ÷òî

v(x+ vδt, t+δt)− v(x, t) =
∂v

∂t
δt+

∂v

∂xi
viδt =

∂v

∂t
δt+ (v·∇)vδt

Èçìåíåíèå ñêîðîñòè ñêëàäûâàåòñÿ èç åå èçìåíåíèÿ â äàííîé òî÷êå è ðàçíèöû ìåæäó
ñêîðîñòÿìè â òî÷êàõ, ìåæäó êîòîðûìè ÷àñòèöà ïåðåìåñòèëàñü çà âðåìÿ δt. Èòàê,
óñêîðåíèå ðàâíî:

dv

dt
=
∂v

∂t
+ (v·∇)v

Ìû âèäèì, ÷òî íàäî ðàçëè÷àòü ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè (îòíîñÿùóþñÿ
ê äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà) è ïîëíóþ (îòíîñÿùóþñÿ ê äàííîé ÷àñòèöå). Ñìûñë
âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ìîæíî íàãëÿäíî ïîíÿòü â ñëó÷àå ñòàöèî-
íàðíîãî òå÷åíèÿ (äëÿ êîòîðîãî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ). Î÷åâèäíî, âòîðîå
ñëàãàåìîå íå ðàâíî íóëþ, åñëè ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ âäîëü ëèíèè òîêà, ò.å. âäîëü ñâîåãî
íàïðàâëåíèÿ, � êàê, íàïðèìåð, â ðåêå, ðóñëî êîòîðîé ñóæàåòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî íå òîëüêî ñêîðîñòü, íî è ëþáàÿ âåëè÷èíà, ïåðåíîñèìàÿ ÷àñòèöàìè
òåêóùåé æèäêîñòè, ïîä÷èíÿåòñÿ òàêîìó æå ïðàâèëó âçÿòèÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé.
Ïîýòîìó ýòî ïðàâèëî ìîæíî íàïèñàòü â âèäå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äèôôåðåíöèàëü-
íûìè îïåðàòîðàìè:

d

dt
=

∂

∂t
+ v·∇

Äàâëåíèå. Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùåãî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, ôè-
ãóðèðóåò ñèëà. Ñèëû, äåéñòâóþùèå â èäåàëüíîé æèäêîñòè, îáóñëîâëåíû ðàçíîñòüþ
äàâëåíèé. Äàâëåíèå â æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèåé p = p(x, t) (çàêîí
Ïàñêàëÿ).
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Ìûñëåííî âûäåëèì â æèäêîñòè íåêîòîðûé îáúåì Ω0, êàê ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ
íåïðåðûâíîñòè. Ïî îïðåäåëåíèþ äàâëåíèÿ, íà êàæäûé ýëåìåíò åãî ïîâåðõíîñòè ñî
ñòîðîíû îêðóæàþùåé æèäêîñòè äåéñòâóåò ñèëà, ðàâíàÿ −pds (çíàê ìèíóñ âîçíèê
èç-çà òîãî, ÷òî ýòà ñèëà íàïðàâëåíà âíóòðü, à âåêòîð ïëîùàäêè � íàðóæó). Íà âåñü
îáúåì òåì ñàìûì äåéñòâóåò ñèëà

−
∮
∂Ω0

p ds = −
∫
Ω0

∇p dΩ

Ñòÿãèâàÿ îáúåì â òî÷êó, â ïðåäåëå ïîëó÷èì, ÷òî íà ÷àñòèöó æèäêîñòè îáúåìà δΩ
äåéñòâóåò ñèëà −∇p δΩ.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ. Ïðèðàâíÿâ ïðîèçâåäåíèå ìàññû ÷àñòèöû æèäêîñòè δm =
ρδΩ íà åå óñêîðåíèå ñèëå, ïîëó÷èì

ρ
dv

dt
= −∇p

èëè
∂v

∂t
+ (v·∇)v = −1

ρ
∇p (1.5)

Ýòî óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî Ýéëåðîì â 1755 ãîäó. Â èíäåêñíîé çàïèñè îíî èìååò
âèä

∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi
(1.6)

×ëåí (v·∇)v äåëàåò óðàâíåíèå Ýéëåðà íåëèíåéíûì.

Åñëè íà æèäêîñòü äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà, íàïðèìåð, ñèëà òÿæåñòè, õàðàêòå-
ðèçóåìàÿ óñêîðåíèåì ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g (îáû÷íî íàïðàâëåííûì âäîëü îñè z), åå
íàäî äîáàâèòü â ïðàâóþ ÷àñòü:

∂v

∂t
+ (v·∇)v = −1

ρ
∇p+ g (1.7)

1.3 Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè

Óðàâíåíèå Ýéëåðà (1.7) è óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (1.1) îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè:

∂v

∂t
+ (v·∇)v = −1

ρ
∇p+ g

∂ρ

∂t
+∇·(ρv) = 0

(1.8)

Åå íàäî äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Íàïðèìåð, äëÿ æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé
íåêîòîðûé îáúåì ñ íåïîäâèæíûìè íåïðîíèöàåìûìè ñòåíêàìè, ãðàíè÷íîå óñëîâèå
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ ñêîðîñòåé íà ãðàíèöå îáëàñòè
ðàâíà 0 (æèäêîñòü íå ïðîòåêàåò ÷åðåç ñòåíêè).
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Áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.8) íå ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòîé, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò 4 óðàâíåíèÿ (îäíî âåêòîðíîå è îäíî ñêàëÿðíîå) íà
5 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé (3 êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, ïëîòíîñòü è äàâëåíèå). Åå íàäî
äîïîëíèòü óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà, êîòîðîå ñâÿçûâàåò ïëîòíîñòü è äàâëå-
íèå. Â îáùåì ñëó÷àÿ çäåñü íå îáîéòèñü áåç ïðèâëå÷åíèÿ òåðìîäèíàìèêè. Äëÿ íàøèõ
öåëåé áóäåò äîñòàòî÷íî èìåòü â âèäó äâå ìîäåëè, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü àäèà-
áàòè÷åñêîé æèäêîñòüþ è íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ.

Àäèàáàòè÷åñêàÿ æèäêîñòü. Â ýòîé ìîäåëè ïîëàãàþò, ÷òî äàâëåíèå â êàæäîé
òî÷êå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè â ýòîé æå òî÷êå:
p(x, t) = f(ρ(x, t)), ïðè÷åì 0 < f ′(ρ) < ∞. ßâíûé âèä ôóíêöèè f çàâèñèò îò êîí-
êðåòíîé æèäêîñòè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ãàçà (êîòîðûé òîæå ìîæíî ôîð-
ìàëüíî ðàññìàòðèâàòü êàê æèäêîñòü) ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå äàâëåíèå ïðÿìî
ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîòíîñòè. Åñëè p = f(ρ), ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ w òàêóþ, ÷òî
1
ρ
∇p = ∇w.1 Â òåðìèíàõ w óðàâíåíèå Ýéëåðà çàïèøåòñÿ â âèäå

∂v

∂t
+ (v·∇)v = −∇w + g (1.10)

(Ôóíêöèÿ w äàåòñÿ èíòåãðàëîì w(ρ) =
∫ ρ f ′(s)s−1ds.)

Ñìûñë ïðîèçâîäíîé ∂p/∂ρ â àäèàáàòè÷åñêîé æèäêîñòè ìîæíî ïîíÿòü, ðàññìîò-
ðåâ ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí ïëîòíîñòè. Ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó (1.8) (ñ g = 0) íà ôîíå
òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ v = 0, ρ = ρ0 = const, p = const (îäíîðîäíàÿ ïîêîÿùàÿ-
ñÿ æèäêîñòü). Ïîëîæèì ρ = ρ0 + ρ1, ãäå ρ1 ≪ ρ0, òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ
÷ëåíîâ ïî v è ρ1 íàõîäèì èç (1.8):

∂v

∂t
+ c20

∇ρ1
ρ0

= 0

∂ρ1
∂t

+ ρ0(∇·v) = 0

ãäå c20 = ∂p/∂ρ
∣∣∣
ρ=ρ0

. Âçÿâ ∂/∂t îò âòîðîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâèâ ∂v/∂t èç ïåðâîãî,
ïðèäåì ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ íà ρ1

∂2ρ1
∂t2

− c20∆ρ1 = 0 (1.11)

â êîòîðîì c0 âõîäèò êàê ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè. Çàìêíóòîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè. Âîñïîëüçîâàâøèñü

1Çàìå÷àíèå äëÿ çíàþùèõ òåðìîäèíàìèêó: ôóíêöèÿ w èìååò òåðìîäèíàìè÷åñêèé ñìûñë ïëîòíî-
ñòè óäåëüíîé ýíòàëüïèè èäåàëüíîé æèäêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε ïëîòíîñòü óäåëüíîé âíóòðåííåé
ýíåðãèè æèäêîñòè (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ýëåìåíòà îáúåìà æèäêîñòè dΩ ðàâíà
dE = ρεdΩ). Òîãäà òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ãëàñèò

w = ε+
p

ρ
(1.9)

Èäåàëüíîñòü æèäêîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ òåðìîäèíàìèêè îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî ýíòðîïèè â ïðîöåññå
òå÷åíèÿ, ïðè ýòîì ∂p/∂ρ = c2, ãäå c � ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè.
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òîæäåñòâîì ∇(∇·v) = ∆v +∇×(∇×v), áóäåì èìåòü

∂2v

∂t2
− c20∆v = ∇×(∇×v)

÷òî äëÿ áåçâèõðåâûõ (ïîòåíöèàëüíûõ) òå÷åíèé, ò.å. òàêèõ, ÷òî ∇×v = 0, ïðåâðàùà-
åòñÿ â âîëíîâîå óðàâíåíèå.

Íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü. Íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü ôîðìàëüíî ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé àäèàáàòè÷åñêîé, â êîòîðîé ∂p/∂ρ = ∞, ò.å. ñêîðîñòü
çâóêà áåñêîíå÷íî âåëèêà. Â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ρ = const (ïîëîæèì ρ = 1) â
ëþáîé òî÷êå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïðåâðàùàåòñÿ â
ñâÿçü ∇·v = 0, à èç óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ìîæíî èñêëþ÷èòü äàâëåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ
òîæäåñòâîì

(v·∇)v =
1

2
∇
(
|v|2

)
− v×(∇×v) (1.12)

(äîêàæèòå åãî!), ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå Ýéëåðà ê âèäó

∂v

∂t
− v×(∇×v) = −∇

(
p+

|v|2

2

)
+ g

è ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì îïåðàöèþ ∇× (âçÿòèå ðîòîðà). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ∇×
∇ = 0, ∇×g = 0, ïîëó÷èì:

∂

∂t
(∇×v) = ∇×

(
v×(∇×v)

)
(1.13)

Ïðèìåíèâ æå ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà îïåðàöèþ ∇ (âçÿòèå äèâåðãåíöèè),
áóäåì èìåòü (ñ ó÷åòîì ∇·g = 0)

∂vi
∂xj

∂vj
∂xi

= −∆p

îòêóäà ìîæíî îïðåäåëèòü äàâëåíèå â æèäêîñòè ïî çàäàííîìó ïîëþ ñêîðîñòåé.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ (|v| ≪
√
∂p/∂ρ ) àäèàáàòè÷åñêóþ æèäêîñòü

ìîæíî â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè ñ÷èòàòü íåñæèìàåìîé.

Ëèíèè òîêà. Ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ëèíèé òîêà æèäêîñòè. Ýòî âîîáðàæà-
åìûå ëèíèè, êàñàòåëüíûå ê êîòîðûì óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè ÷à-
ñòèöû æèäêîñòè â òî÷êå êàñàíèÿ (â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âåêòîð èíôèíèòåçèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ dx âäîëü ëèíèè òîêà â êàæäîé òî÷êå ïðî-
ïîðöèîíàëåí âåêòîðó ñêîðîñòè v, ò.å. äîëæíî áûòü

dx

vx
=
dy

vy
=
dz

vz
,

÷òî äàåò ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëèíèé òîêà. Ëè-
íèè òîêà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî â òî÷êàõ, ãäå ñêîðîñòü ðàâíà 0 (òî÷êè îñòàíîâ-
êè).
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Ïðè ñòàöèîíàðíîì ïîòîêå ëèíèè òîêà îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè âî âðåìåíè è ñîâ-
ïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè ÷àñòèö æèäêîñòè. Ïðè íåñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè ýòî íå òàê:
êàñàòåëüíûå ê ëèíèè òîêà äàþò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè ðàçëè÷íûõ ÷àñòèö æèäêîñòè
â ïîñëåäîâàòåëüíûõ (âäîëü ëèíèè) òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà â îïðåäåëåííûé ìîìåíò
âðåìåíè, à êàñàòåëüíûå ê òðàåêòîðèè äàþò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè ÷àñòèö â ïîñëå-
äîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Óðàâíåíèå Áåðíóëëè. Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè (ò.å. òàêîãî,
÷òî ∂v = 0) óðàâíåíèå Ýéëåðà ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü è ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè. Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (1.12) è ïðåä-
ñòàâèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ýéëåðà (v·∇)v = −∇w â âèäå

∇
(
v2

2
+ w

)
− v×(∇×v) = 0

ãäå v = |v|. Ïóñòü l � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê íåêîòîðîé ëèíèè òîêà. Ïî
îïðåäåëåíèþ ãðàäèåíòà l ·∇ åñòü ïðîèçâîäíàÿ ∂/∂l âäîëü íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëü-
íîé. Âçÿâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ñ
âåêòîðîì l, ïîëó÷èì

∂

∂l

(
v2

2
+ w

)
= 0

ïîñêîëüêó âåêòîð v× (∇×v), î÷åâèäíî, îðòîãîíàëåí âåêòîðó ñêîðîñòè, à çíà÷èò
è êàñàòåëüíîé ê ëèíèè òîêà. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà â ñêîáêàõ ïîñòîÿííà âäîëü
ëèíèè òîêà:

v2

2
+ w = const (1.14)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå Áåðíóëëè. Çíà÷åíèå const, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíîå äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ëèíèé òîêà.

Â ñëó÷àå, åñëè æèäêîñòü íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå (íàïðèìåð,
â ïîëå òÿæåñòè g = −gez), â ëåâóþ ÷àñòü íàäî äîáàâèòü ÷ëåí, ðàâíûé ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ÷àñòèöû æèäêîñòè, îòíåñåííîé ê åäèíè÷íîé ìàññå:

v2

2
+ w + gz = const (1.15)

(Ïîäðîáíûé âûâîä ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.) Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèþ w ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ÷àñòèö æèäêîñòè ïðè îòñóòñòâèè âíåø-
íåãî ïîëÿ.

Äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ρ = 1) óðàâíåíèå Áåðíóëëè ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîò-
íîøåíèå

v2

2
+ p+ gz = const (1.16)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ òàêæå çàêîíîì Áåðíóëëè. Îí áûë óñòàíîâëåí Ä.Áåðíóëëè â 1738
ãîäó (íà 18 ëåò ðàíüøå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà). Áîëüøèíñòâî îöåíîê â ãèäðîäèíàìèêå
îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè çàêîíà Áåðíóëëè. Íà �æèòåéñêîì� óðîâíå îí îçíà÷àåò, ÷òî
äàâëåíèå â æèäêîñòè áîëüøå â òåõ ìåñòàõ, ãäå ìåíüøå ñêîðîñòü.
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Ïîòåíöèàëüíûå òå÷åíèÿ. Âåêòîð

ω = ∇×v (1.17)

íàçûâàåòñÿ çàâèõðåííîñòüþ. Óðàâíåíèå (1.13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂ω

∂t
= ∇×(v×ω) (1.18)

Ïîñêîëüêó ýòî óðàâíåíèå ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî çàâèõðåííîñòè, ω = 0 ÿâëÿåòñÿ åãî
ðåøåíèåì. Òå÷åíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ω = 0 âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, çàíÿòîì æèäêîñòüþ,
íàçûâàþò ïîòåíöèàëüíûìè. Îíè îáðàçóþò âàæíûé ñïåöèàëüíûé êëàññ òå÷åíèé, äëÿ
êîòîðûõ äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ óïðîùàþòñÿ.

Èç òîæäåñòâåííîãî çàíóëåíèÿ çàâèõðåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñêàëÿðíîå
ïîëå φ òàêîå, ÷òî

v = ∇φ

Ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì ñêîðîñòåé. Äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé
(v·∇)v = 1

2
∇
(
|∇φ|2

)
, è óðàâíåíèå Ýéëåðà ïðèíèìàåò âèä

∇
(
∂φ

∂t
+

|∇φ|2

2
+ w

)
= 0

èëè, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ,

∂φ

∂t
+

|∇φ|2

2
+ w = C(t) (1.19)

Ïî ñðàâíåíèþ ñ çàêîíîì Áåðíóëëè, êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ C(t) â ïîòåíöèàëüíîì
òå÷åíèè îäíà è òà æå äëÿ âñåõ ëèíèé òîêà. Îíà ìîæåò áûòü ïîëîæåíà ðàâíîé íóëþ
ïîñëå îáùåãî ñäâèãà ïîëÿ φ íà çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè âåëè÷èíó.

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ àäèàáàòè÷åñêîé æèäêîñòè óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

(v·∇)v = −c2(ρ)∇ρ
ρ

∇(ρv) = (v·∇)ρ+ ρ(∇·v) = 0

(1.20)

ãäå c2 � êâàäðàò ñêîðîñòè çâóêà. Óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå ñêàëÿðíî íà v è ïîä-
ñòàâèâ â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

1

2
(v·∇)v2 − c2(∇·v)2 = 0 (1.21)

Â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòåé (â äâóõ èçìåðåíèÿõ) ýòî óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â
âèäå

(c2 − φ2
x)φxx + (c2 − φ2

y)φyy = 2φxφyφxy (1.22)

Â ïðåäåëå c → ∞, ñîîòâåòñòâóþùåì íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ
óðàâíåíèå Ëàïëàñà ∆φ = 0.
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Óðàâíåíèå (3.4) íå ïîääàåòñÿ ðåøåíèþ àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Äëÿ ïðàêòèêè
âàæåí ñëó÷àé ïëîñêîãî òå÷åíèÿ, îáòåêàþùåãî óçêîå òåëî (êðûëî â ïîòîêå âîçäóõà).
Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñêàòü φ â âèäå φ = v0x + ψ, ãäå v0 � ñêîðîñòü ïîòîêà, à ψ
îïèñûâàåò âîçìóùåíèå ïîòîêà òåëîì è ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì. Ëèíåàðèçàöèÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.4) äàåò (c2 − v20)ψxx + c2ψyy = 0 èëè

(1−M2)ψxx + ψyy = 0

ãäå M = v0/c � ÷èñëî Ìàõà. Âèäèì, ÷òî ïðè M < 1 (äîçâóêîâûå ñêîðîñòè) ýòî
óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Ïðè M > 1 (ñâåðõçâóêîâûå ñêîðîñòè)
óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, è õàðàêòåð òå÷åíèÿ ðàäèêàëüíî ìåíÿåòñÿ.

Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé æèäêîñòè ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà äëÿ φ: ∇2φ = ∆φ = 0 (ïëþñ
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ). Åãî ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü v = ∇φ è äàâëåíèå p =

−∂φ
∂t

− |∇φ|2
2

. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîòåíöèàëüíûõ òå÷åíèé â äâóõ èçìåðåíèÿõ óðàâíå-
íèå Ëàïëàñà íà φ ñëåäóåò òàêæå èç (3.4) â ïðåäåëå c→ ∞.

1.4 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ñîõðàíåíèå èìïóëüñà. Èìïóëüñ ÷àñòèöû æèäêîñòè îáúåìà dΩ ðàâåí ρvdΩ. Íàé-

äåì ñêîðîñòü åãî èçìåíåíèÿ
∂(ρv)

∂t
dΩ, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî

âðåìåíè, ò.å. ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ èìïóëüñà æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé íåêîòîðûé ìûñ-
ëåííî âûäåëåííûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îáúåì dΩ, �ïðèâÿçàííûé� ê äàííîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà. Âû÷èñëåíèÿ óäîáíî ïðîâîäèòü â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Èìååì:

∂(ρvi)

∂t
=
∂ρ

∂t
vi + ρ

∂vi
∂t

Â ïåðâîì ÷ëåíå âûðàçèì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ íåïðåðûâ-
íîñòè (1.3), à âî âòîðîì � ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (1.6). Òîãäà ïîëó÷èì:

∂(ρvi)

∂t
= − ∂p

∂xi
− vi

∂(ρvk)

∂xk
− ρvk

∂vi
∂xk

Ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà ñîáèðàþòñÿ â ∂(ρvivk)/∂xk. Íàïèñàâ ∂/∂xi = δik∂/∂xk, îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷èì

∂(ρvi)

∂t
= − ∂Tik

∂xk
(1.23)

ãäå ñîâîêóïíîñòü âåëè÷èí
Tik = pδik + ρvivk (1.24)

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà (ïðàâèëüíåå ñêàçàòü, ÷òî ýòî åãî
êîìïîíåíòû â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò). Íà óðàâíåíèå (1.23) ìîæíî ñìîò-
ðåòü êàê íà îäíó èç ôîðì çàïèñè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñìûñëà òåíçîðà Tik ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (1.23) ïî íåêîòî-
ðîìó îáúåìó Ω0, êàê ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè. Ïðåîáðàçîâàâ ñòîÿùèé
â ïðàâîé ÷àñòè îáúåìíûé èíòåãðàë â èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ∂Ω0 ñ ïîìîùüþ òåî-
ðåìû Ãàóññà, ïîëó÷èì:

∂

∂t

∫
Ω0

ρvi dΩ = −
∮
∂Ω0

Tikdsk (1.25)
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Çäåñü dsk � êîìïîíåíòû âåêòîðà ds. Ñëåâà ñòîèò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ i-é êîìïîíåíòû
èìïóëüñà â îáúåìå Ω0. Ïîýòîìó ñòîÿùèé ñïðàâà èíòåãðàë åñòü ñêîðîñòü âûòåêàíèÿ
ýòîãî èìïóëüñà ÷åðåç (âîîáðàæàåìóþ) ãðàíèöó. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà Tikdsk èìå-
åò ñìûñë ñêîðîñòè âûòåêàíèÿ i-é êîìïîíåíòû èìïóëüñà ÷åðåç ýëåìåíò ds ãðàíè÷íîé
ïîâåðõíîñòè. Ââåäåì åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð n (íàïðàâëåííûé ïî âíåøíåé
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè), òîãäà dsk = nkds, ãäå ds � ïëîùàäü ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè.
Ìû âèäèì, ÷òî Tiknk åñòü ïîòîê i-é êîìïîíåíòû èìïóëüñà, îòíåñåííûé ê åäèíèöå
ïëîùàäè. Òàêèì îáðàçîì, Tikδs åñòü ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ i-é êîìïîíåíòû èìïóëü-
ñà ÷åðåç ìàëóþ ïëîùàäêó δs, íîðìàëü ê êîòîðîé íàïðàâëåíà âäîëü îñè xk. Èíûìè
ñëîâàìè, âåêòîð pn+ ρ(v·n)v îïðåäåëÿåò ïîòîê âåêòîðà èìïóëüñà â íàïðàâëåíèè n,
ò. å. ÷åðåç ïëîùàäêó, îðòîãîíàëüíóþ ê n.

Ñîõðàíåíèå ýíåðãèè. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè òîæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå,
àíàëîãè÷íîì (1.25). Åãî âûâîä, îäíàêî, íåñêîëüêî áîëåå ñëîæåí è â îáùåì ñëó÷àå
òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Äëÿ àäèàáàòè÷åñêîé æèäêî-
ñòè ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùåå âû÷èñëåíèå, èìèòèðóþùåå âûâîä ñ èñïîëüçîâàíèåì
òåðìîäèíàìèêè.

Íà÷íåì ñ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.8) áåç âíåøíåãî ïîëÿ, êîòîðóþ çàïèøåì â âèäå
ρ
∂v

∂t
+ ρ(v·∇)v +∇p = 0

∂ρ

∂t
+ ρ(∇·v) + (v·∇)ρ = 0

(1.26)

Ïåðâîå óðàâíåíèå óìíîæèì ñêàëÿðíî íà v, âòîðîå óìíîæèì íà v2/2, à çàòåì ñëîæèì
ïîëó÷èâøèåñÿ ðàâåíñòâà:

∂

∂t

(ρv2
2

)
+ (v·∇)

(ρv2
2

+ p
)
+
ρv2

2
(∇·v) = 0 (1.27)

Ïóñòü e(ρ) � íåêîòîðàÿ (ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ) ôóíêöèÿ îò ρ. Óìíîæèâ âòîðîå óðàâ-
íåíèå â (1.26) íà e′(ρ), áóäåì èìåòü ∂e/∂t+ e′ρ(∇·v) + e′(v·∇)ρ = 0, èëè, ïîñêîëüêó
e′(v·∇)ρ = (v·∇)e,

∂e

∂t
+ (v·∇)e+ e′ρ(∇·v) = 0 (1.28)

Òåïåðü ñëîæèì (1.27) è (1.28). Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðåçóëüòàò ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

∂

∂t

(
ρv2

2
+ e

)
+∇·

(
v

[
ρv2

2
+ e+ p

])
= (e+ p− ρe′) (∇·v)

Åñëè òåïåðü âûáðàòü ôóíêöèþ e ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, à èìåííî òàê, ÷òîáû ïðàâàÿ
÷àñòü îáðàòèëàñü â 0, ò. å. ïîòðåáîâàòü

ρ
de(ρ)

dρ
− e(ρ) = f(ρ) (1.29)

(íàïîìíèì, ÷òî äëÿ àäèàáàòè÷åñêîé æèäêîñòè p = f(ρ)), äàííîå ñîîòíîøåíèå ïðè-
íèìàåò âèä çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

∂

∂t

(
ρv2

2
+ e

)
+∇·

(
v

[
ρv2

2
+ e+ p

])
= 0 (1.30)
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Ýòî è åñòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ëîêàëüíîé ôîðìå (ôóíêöèÿ e(ρ) � îáúåìíàÿ
ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè æèäêîñòè).

Îáû÷íî ýòîò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïèøóò â íåñêîëüêî èíîì âèäå, ââîäÿ óäåëüíóþ
ïëîòíîñòü ýíåðãèè ε = e/ρ (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ýëåìåíòà îáúåìà
æèäêîñòè dΩ ðàâíà dE = ρεdΩ). Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ïîëíîé ýíåðãèè æèäêîñòè

(êèíåòè÷åñêàÿ ïëþñ âíóòðåííÿÿ) åñòü
ρv2

2
+ ρε. Â òåðìèíàõ ôóíêöèè ε ñîîòíîøåíèå

(1.29) ïðèíèìàåò âèä

dε

dρ
=
f(ρ)

ρ2
èëè ε(ρ) =

∫ ρ

f(s)s−2ds

îòêóäà ρε + p = w (ñì. (1.9)). Çàêîí ñîõðàíåíèÿ (1.30) äàåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
ýíåðãèè æèäêîñòè â ýëåìåíòå îáúåìà:

∂

∂t

(ρv2
2

+ ρε
)
= −∇·

(
v
(ρv2

2
+ ρw

))
(1.31)

Â èíòåãðàëüíîé ôîðìå ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä

∂

∂t

∫
Ω0

(ρv2
2

+ ρε
)
dΩ = −

∮
∂Ω0

(ρv2
2

+ ρw
)
v·ds (1.32)

Ëåâàÿ ÷àñòü åñòü ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè æèäêîñòè â íåêîòîðîì îáúåìå ïðî-
ñòðàíñòâà. Èíòåãðàë ñïðàâà ðàâåí ñêîðîñòè âûòåêàíèÿ ýíåðãèè èç ýòîãî îáúåìà ÷å-
ðåç ïîâåðõíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà

(ρv2
2

+ ρw
)
v

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè.

Ñîõðàíåíèå öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè. Íåêîòîðûì àíàëîãîì ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà
èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ öèðêóëÿöèè ñêîðîñòè (òåîðåìà Òîìñîíà). Öèð-
êóëÿöèåé ñêîðîñòè âäîëü íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà γ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Γ =
∮
γ
v·dl (1.33)

Çäåñü dl = τdl � âåêòîð, ðàâíûé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ýëåìåíòó äëèíû è íàïðàâ-
ëåííûé ïî êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó (τ � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð, dl � ýëåìåíò
äëèíû). Ôîðìóëà Ñòîêñà ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü êîíòóðíûé èíòåãðàë (1.33) êàê ïî-
âåðõíîñòíûé, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ çàâèõðåííîñòè
ω = ∇×v ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S, êðàåì êîòîðîé ñëóæèò êîíòóð γ:

Γ =
∫
S
ω ·ds

(èíòåãðàë, ðàçóìååòñÿ, íå çàâèñèò îò âûáîðà S ïðè óñëîâèè, ÷òî ∂S = γ).

Ïðîâåäåì ìûñëåííî çàìêíóòûé êîíòóð γ â æèäêîñòè è íàéäåì ïîëíóþ ïðîèçâîä-
íóþ ïî âðåìåíè dΓ/dt. Âçÿòèå ïîëíîé ïðîèçâîäíîé îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì
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êîíòóð êàê �æèäêèé�, ò. å. ñîñòàâëåííûé èç îáðàçóþùèõ åãî ÷àñòèö æèäêîñòè, êî-
òîðûå ïåðåìåùàþòñÿ ñî âðåìåíåì. Âìåñòå ñ íèìè ïåðåìåùàåòñÿ è ñàì êîíòóð; â
÷àñòíîñòè, ìîæåò ìåíÿòüñÿ åãî ôîðìà. (Âçÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂Γ/∂t îçíà÷à-
ëî áû íàõîæäåíèå ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ öèðêóëÿöèè âäîëü íåïîäâèæíîãî êîíòóðà.)
Ïðèðàùåíèå öèðêóëÿöèè çà âðåìÿ δt åñòü

δΓ = δ
∮
γ
v·τ dl =

∮
γ
δv·τ dl +

∮
γ
v·δ(τdl)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò èçìåíåíèå ôîðìû êîíòóðà. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
δ(τdl) = dvδt.2 Ïîýòîìó âòîðîé èíòåãðàë èñ÷åçàåò êàê èíòåãðàë îò ïîëíîé ïðîèçâîä-
íîé v·dv = 1

2
dv2 ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó. Â ïåðâîì èíòåãðàëå ïîäñòàâèì δv = −∇w δt

ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Ýéëåðà. Ïîëó÷èì:

δΓ = −δt
∮
γ
∇w·τdl = −δt

∫
S
(∇×∇)w·ds = 0

(âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Ñòîêñà, à òðåòüå � èç òîãî, ÷òî ∇×∇ = 0).
Ñëåäîâàòåëüíî,

d

dt

∮
γ
v·dl = 0 èëè

∮
γ
v·dl = const (1.34)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â èäåàëüíîé æèäêîñòè öèðêóëÿöèÿ ñêîðîñòè âäîëü çàìêíóòîãî
æèäêîãî êîíòóðà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé âî âðåìåíè.

1.5 Ïðèìåðû

Äàâëåíèå â àòìîñôåðå (ãèäðîñòàòèêà). Äëÿ ïîêîÿùåéñÿ (èëè ðàâíîìåðíî äâè-
ãàþùåéñÿ êàê öåëîå) æèäêîñòè áåç âíåøíèõ ñèë óðàâíåíèå Ýéëåðà ãëàñèò, ÷òî ∇p =
0, ò.å. äàâëåíèå âåçäå â æèäêîñòè îäèíàêîâî. Äëÿ ðàâíîâåñíîé àäèàáàòè÷åñêîé æèä-
êîñòè â ïîëå òÿæåñòè óðàâíåíèå Ýéëåðà ïðèíèìàåò âèä

∇p = ρg (1.35)

Â ñëó÷àå èäåàëüíîãî ãàçà p = ρT , ãäå T � òåìïåðàòóðà. Ñ÷èòàÿ ïîëå òÿæåñòè îäíî-
ðîäíûì, ïèøåì g = −gez, ãäå ez � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü îñè z. Óðàâíåíèå ñâî-
äèòñÿ ê T∂ρ/∂z = −gρ; ðåøåíèå èìååò âèä ρ(z) = ρ0e

−gz/T . Äëÿ çåìíîé àòìîñôåðû
âûñîòà, íà êîòîðîé åå ïëîòíîñòü ïàäàåò â e ðàç (õàðàêòåðíàÿ òîëùèíà àòìîñôåðû)
ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà T/g ∼ 8 êì. Íà ñàìîì äåëå ýòî î÷åíü ãðóáàÿ îöåíêà,
ïîñêîëüêó òåìïåðàòóðà â àòìîñôåðå çàâèñèò îò âûñîòû.

Ôîðìà ïîâåðõíîñòè âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Îïðåäåëèì ôîðìó ïîâåðõíî-
ñòè æèäêîñòè â ïîëå òÿæåñòè â öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå (âåäðå), âðàùàþùåìñÿ âî-
êðóã ñâîåé îñè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0. Æèäêîñòü áóäåì ñ÷èòàòü íåñæè-
ìàåìîé.

2Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì â ìîìåíò âðåìåíè t äâå áëèçêèå òî÷êè íà êîíòóðå γ: x è x+dl. Çà
âðåìÿ δt íàõîäÿùèåñÿ â íèõ ÷àñòèöû æèäêîñòè ïåðåìåñòÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êè x + vδt è
x+dl+ (v+dv)δt. Ðàçíîñòü ýòèõ âåêòîðîâ, ðàâíàÿ dl+ dvδt, åñòü òî, âî ÷òî ïåðååõàë âåêòîð dl çà
âðåìÿ δt. Ïîýòîìó δ(dl) = δ(τdl) = dvδt.

13



Âûáåðåì îñü z âäîëü îñè öèëèíäðà, òîãäà vx = −ω0y, vy = ω0x, vz = 0. Îòìåòèì,
÷òî çàâèõðåííîñòü òàêîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ïîñòîÿííà â ëþáîé òî÷êå âíóòðè æèäêî-
ñòè: ω = 2ω0ez. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ∇·v = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, à
ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Ýéëåðà (v·∇)v = −∇p+ g â ðàçâåðíóòîì âèäå äàåò

−ω0y∂x

 −ω0y
ω0x
0

+ ω0x∂y

 −ω0y
ω0x
0

 = −

 ∂xp
∂yp
∂zp

−

 0
0
g


îòêóäà ∂p/∂x = xω2

0, ∂p/∂y = yω2
0, ∂p/∂z = −g. Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

p = p0 +
ω2
0

2
(x2 + y2)− gz

Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè äîëæíî áûòü p = const, òàê ÷òî åå ôîðìà

îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì z =
ω2
0

2g
(x2 + y2) (íà÷àëî êîîðäèíàò â íèæíåé òî÷êå ïî-

âåðõíîñòè).

Îáòåêàíèå øàðà. Âàæíûì ïðèìåðîì ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáòåêà-
íèå øàðà. Ïóñòü øàð ðàäèóñà R äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u â íåñæèìàåìîé
èäåàëüíîé æèäêîñòè. Íà÷àëî êîîðäèíàò âûáåðåì â öåíòðå øàðà. C óâåëè÷åíèåì ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò øàðà r = |x| ñêîðîñòü æèäêîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó íàì íóæíî
ñïàäàþùåå äî íóëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Òàêèìè ðåøå-
íèÿìè ÿâëÿþòñÿ 1/r è ïðîèçâîäíûå îò íåãî ïî êîîðäèíàòàì ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ.
Âìåñòå ñ òåì ÿñíî, ÷òî â ðåøåíèå äîëæåí âîéòè âåêòîð ñêîðîñòè øàðà u. Åäèí-
ñòâåííûì ñêàëÿðîì, êîòîðûé ìîæíî ñîñòàâèòü èç u è ïðîèçâîäíûõ îò 1/r ÿâëÿåòñÿ
u·∇(1/r). Ðåøåíèå èùåì â âèäå

φ = Au·∇(1/r) = Aui∂i(1/r) = −Au·n
r2

ãäå n � åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè øàðà (íàïðàâëåííûé íàðóæó)
ñ êîìïîíåíòàìè ni = xi/R, à A � ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ ìíîæèòåëü. Îí íàõî-
äèòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ v·n = u·n ðàâåíñòâà íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé
v è u ïðè r = R. Ïîëå ñêîðîñòåé èìååò âèä

vi = ∂iφ = −Auk∂i
(xk
r3

)
= −A

r3

(
ui −

3xixkuk
r2

)
è ãðàíè÷íîå óñëîâèå äàåò A = R3/2. Â îòâåòå ïîëó÷àåì

φ = −R3

2r2
u·n , v =

R3

2r3

(
3n(u·n)− u

)
, r ≥ R.

Êàê è ïîòåíöèàë φ, âñå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Íà ñàìîì äåëå ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èìååò ìàëî îáùåãî ñ òåì, êàê îáòåêàíèå øà-
ðà (èëè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî òåëà) ïðîèñõîäèò â ðåàëüíîñòè. Âî-ïåðâûõ, íàéäåííîå
ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé. Âî-âòîðûõ, íàëè÷èå ñêîëü
óãîäíî ìàëîé âÿçêîñòè ìåíÿåò ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ. Íàêîíåö, èç ýòîãî ðåøåíèÿ ñëå-
äóåò ïðÿìî ïðîòèâîðå÷àùèé ïðàêòèêå âûâîä, ÷òî øàð ïðè äâèæåíèè íå èñïûòûâàåò
ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ ñî ñòîðîíû æèäêîñòè (ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ñôåðó íà áåñêîíå÷-
íîñòè ðàâåí íóëþ).
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Óðàâíåíèå Õîïôà. Äëÿ èëëþñòðàöèè òîãî, êàêèìè ñâîéñòâàìè ìîãóò îáëàäàòü
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãî ïîòî-
êà, ðàññìîòðèì ïðåäåëüíî óïðîùåííûé ïðèìåð îäíîìåðíîãî ãèïåðçâóêîâîãî ïîòîêà
(v ≫ c). Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïðîïîðöèîíàëüíà c2, åé ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü, è óðàâíåíèå Ýéëåðà ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ Õîïôà

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
= 0 (1.36)

Åãî îáùåå ðåøåíèå v(x, t) çàïèñûâàåòñÿ â íåÿâíîé ôîðìå:

v(x, t) = F
(
x− v(x, t)t

)
ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì: F (x) =
v(x, 0). Â ñàìîì äåëå, ïðÿìîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ(

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x

)(
1 + tF ′(x− vt)

)
= 0

èç êîòîðîãî ñëåäóåò (1.36).

Ýâîëþöèÿ ãëàäêîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Õîïôà ìîæåò ïðèâîäèòü
ê îáðàçîâàíèþ ñèíãóëÿðíîñòè çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íà÷àëüíîå
óñëîâèå v(x, 0) = αx. Ðåøåíèå èìååò âèä v(x, t) = αx/(1 + αt). Åñëè α > 0, îíî
îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ≥ 0. Íî ïðè α < 0 èìååòñÿ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå t∗ = −1/α,
ïðè êîòîðîì ïðîèçâîäíàÿ ∂v/∂x â 0 îáðàùàåòñÿ â ∞.

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà àïïðîêñèìèðóåì ôðîíò âîëíû âáëèçè òî÷êè ïå-
ðåãèáà âûðàæåíèåì v(x, 0) = αx + βx3 (β > 0) è ïîñìîòðèì íà åãî ýâîëþöèþ ïðè
ìàëûõ x. Ïîëîæèì y = x− vt, τ = 1/t, òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Õîïôà çàïèøåòñÿ
â âèäå

βy3 + (τ − τ∗)y = τx

ãäå τ∗ = −α. Ïðè τ = τ∗ èìååì x−
v

τ∗
=

(
τ∗x

β

)1/3

è ïðè ìàëûõ x, êîãäà ïåðâûé ÷ëåí

ñ ëåâîé ÷àñòè ïðåíåáðåæèìî ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè, ïîëó÷àåòñÿ

v(x, t∗) ∼= −
(
α4x

β

)1/3

Ôîðìàëüíîå ïðîäîëæåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ çà êðèòè÷åñêóþ òî÷êó äàåò ïðîôèëü ñêîðî-
ñòåé â âèäå íåîäíîçíà÷íîé ôóíêöèè (�îïðîêèäûâàíèå� ôðîíòà âîëíû), ÷òî íå èìååò
ïðÿìîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.

2 Âÿçêàÿ æèäêîñòü

2.1 Óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà

Â èäåàëüíîé æèäêîñòè ðàçëè÷íûå åå ñëîè ìîãóò ñâîáîäíî ñêîëüçèòü äðóã ïî äðóãó.
Ðåàëüíàÿ æå æèäêîñòü îáëàäàåò âÿçêîñòüþ, ò. å. ìåæäó ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ñëîÿìè,
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äâèãàþùèìèñÿ ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ, âîçíèêàþò ñèëû âíóòðåííåãî òðåíèÿ. Äëÿ ó÷åòà
ýòèõ ñèë íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü óðàâíåíèå Ýéëåðà. (Óðàâíåíèå íåïðåðûâíî-
ñòè íå ìåíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå ìàññû.)

Â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè óäîáíî âçÿòü óðàâíåíèå Ýéëåðà â ôîðìå (1.23),
∂(ρvi)

∂t
= − ∂Tik

∂xk
, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé; ìîäèôèêàöèè ïîäëåæèò òîëüêî òåí-

çîð ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà Tik. Òåíçîð Tik, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (1.24), îïè-
ñûâàåò îáðàòèìûé ïåðåíîñ èìïóëüñà, ñâÿçàííûé ñ ìåõàíè÷åñêèì ïåðåìåùåíèåì îáú-
åìîâ æèäêîñòè èç îäíîãî ìåñòà â äðóãîå, îáóñëîâëåííûì ñèëàìè äàâëåíèÿ. Âÿçêîñòü
â æèäêîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ â íàëè÷èè åùå äîïîëíèòåëüíîãî, íåîáðàòèìîãî, ïåðåíîñà
èìïóëüñà èç ìåñò ñ áîëüøåé â ìåñòà ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ. Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó,
ê òåíçîðó (1.24) íàäî äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí −σik, îïèñûâàþùèé �âÿçêèé�
ïåðåíîñ èìïóëüñà:

Tik = pδik + vivk − σik

Òåíçîð σik íàçûâàåòñÿ âÿçêèì òåíçîðîì íàïðÿæåíèé. Åãî ÿâíûé âèä îïðåäåëÿåòñÿ èç
ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïîñêîëüêó ñèëû òðåíèÿ âîçíèêàþò òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
ðàçëè÷íûå ó÷àñòêè æèäêîñòè äâèæóòñÿ ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ, σik äîëæåí çàâèñåòü
îò ïðîèçâîäíûõ ñêîðîñòè ïî êîîðäèíàòàì, íî íå îò ñàìîé ñêîðîñòè. Â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σik çàâèñèò îò ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ñêîðîñòè ∂vi/∂xk
ëèíåéíî. Âìåñòå ñ òåì, σik äîëæåí áûòü ðàâåí 0, åñëè æèäêîñòü âðàùàåòñÿ êàê öåëîå
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå òðåíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñëîÿ-
ìè æèäêîñòè îòñóòñòâóåò. Ïðè òàêîì âðàùåíèè v = ω0×x, ò. å. vi = ϵijk ω0 j xk, è â
íóëü ïðè ýòîì îáðàùàþòñÿ ñèììåòðè÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ∂vi/∂xk + ∂vk/∂xi.
Ïîýòîìó îáùèé âèä òåíçîðà σik ìîæåò áûòü òàêîé:

σik = η

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi

− 2

3
δik
∂vl
∂xl

)
+ ζδik

∂vl
∂xl

Êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè η, ζ íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòè. ×ëåíû â ýòîé ôîðìóëå ñãðóï-
ïèðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ çàíóëÿåòñÿ ïðè ñâåðòûâàíèè
èíäåêñîâ (ïðè ñóììèðîâàíèè êîìïîíåíò ñ i = k). Êîýôôèöèåíò ζ ÷àñòî íàçûâàþò
âòîðîé âÿçêîñòüþ. Â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ÷ëåíû ñ äèâåðãåíöèåé ∂vl/∂xl îòñóò-

ñòâóþò, ò. å. σik = η
(

∂vi
∂xk

+ ∂vk
∂xi

)
.

Äîáàâî÷íûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, îáóñëîâëåííûé âÿçêîñòüþ,
åñòü òåì ñàìûì

∂σik
∂xk

= η∆vi +
(
ζ +

η

3

) ∂

∂xi
(∇·v)

÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ

ρ

(
∂v

∂t
+ (v·∇)v

)
= −∇p++η∆v +

(
ζ +

η

3

)
∇(∇·v) (2.1)

Ýòî � çíàìåíèòîå óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà. Â ñëó÷àå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îíî
óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû áóäåì ïèñàòü óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà â âèäå

∂v

∂t
+ (v·∇)v = −∇p+ ν∆v (2.2)
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ãäå ν = η/ρ0 � òàê íàçûâàåìàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü (íàïîìíèì, ÷òî â íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè ìû ïîëàãàåì ρ0 = 1). Â êîìïîíåíòàõ:

∂vi
∂t

+ vk
∂vi
∂xk

= − ∂p

∂xi
+ ν∆vi (2.3)

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ν > 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà íåîáõîäèìî çàäàòü åùå ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ. Óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íà íåïîäâèæíîé
ïîâåðõíîñòè (íåïðîòåêàíèå æèäêîñòè ÷åðåç ñòåíêè) íàäî äîïîëíèòü óñëîâèåì ðàâåí-
ñòâà íóëþ òàêæå è òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò (�ïðèëèïàíèå� æèäêîñòè ê ñòåíêàì),
ò. å. íóëþ íà íåïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòè äîëæåí áûòü ðàâåí ñàì âåêòîð ñêîðîñòè v.
Â îáùåì ñëó÷àå äâèæóùåéñÿ ïîâåðõíîñòè ñêîðîñòü æèäêîñòè äîëæíà áûòü ðàâíà åå
ñêîðîñòè â ëþáîé òî÷êå íà ãðàíèöå. Ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà òðåáóåò
áîëåå ñèëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ÷åì óðàâíåíèå Ýéëåðà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
îíî ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

2.2 Äèññèïàöèÿ ýíåðãèè

Íàëè÷èå âÿçêîñòè ïðèâîäèò ê äèññèïàöèè ýíåðãèè, ò. å. ïåðåõîäó êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè âî âíóòðåííþþ (â òåïëî). Âû÷èñëåíèå äèññèïàöèè îñîáåííî ïðîñòî äëÿ íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè.

Ïóñòü Ω0 � íåêîòîðûé îáúåì, íà ãðàíèöå êîòîðîãî æèäêîñòü ïîêîèòñÿ. Ïîëíàÿ
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ðàâíà

E =
∫
Ω0

v2

2
dΩ

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ïëîòíîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

∂

∂t

v2

2
= vi

∂vi
∂t

= vi

(
−vk

∂vi
∂xk

− ∂p

∂xi
+ ν∆vi

)

ãäå ∂vi/∂t âûðàæåíî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà (2.3). Ïîëüçóÿñü íåñæèìà-
åìîñòüþ æèäêîñòè (∂vk/∂xk = 0), ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå ê âèäó

∂

∂t

v2

2
= −∇

[
v
(v2
2

+ p
)]

+ νvi∆vi

Ïåðâûé ÷ëåí åñòü ïîòîê ýíåðãèè, ñâÿçàííûé ñ ìåõàíè÷åñêèì ïåðåíîñîì ìàññû. Îí
ñîâïàäàåò ñ ïîòîêîì ýíåðãèè èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáúåìó
Ω0 îí îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì,

Ė = ν
∫
Ω0

vi∆vi dΩ = −ν
∫
Ω0

(∂vi/∂xk)
2 dΩ < 0 (ïðè ν > 0)

Âòîðîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó òåîðåìû Ãðèíà (ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë èñ-
÷åçàåò) è áåçäèâåðãåíòíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé. Âûâîä: ïðè ïîëîæèòåëüíîì êîýôôè-
öèåíòå âÿçêîñòè ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ æèäêîñòè ìîæåò òîëüêî óìåíüøàòüñÿ (ñ ïå-
ðåõîäîì â òåïëî).

17



2.3 Ïðèìåðû

2.3.1 Ïóàçåéëåâû òå÷åíèÿ

Ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè ìåæäó íåïîäâèæíûìè ñòåíêàìè íàçûâàþò
ïóàçåéëåâûìè. Ïðèìåðîì ïóàçåéëåâà òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ òå÷åíèå ïî òðóáå.

Òå÷åíèå ïî òðóáå. Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè â òðóáå êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñà R (ñèëîé òÿæåñòè ïðåíåáðåãàåì). Îñü òðó-
áû ïóñòü áóäåò îñüþ z. Ñêîðîñòü æèäêîñòè v = vz âåçäå íàïðàâëåíà âäîëü îñè z è
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò x, y. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, à
óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà äàåò

∂p

∂x
=
∂p

∂y
= 0, ∆2v =

1

ν

∂p

∂z

ãäå ∆2 = ∂2x + ∂2y � îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïëîñêîñòè x, y. Ëåâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî
îò x, y, à ïðàâàÿ � òîëüêî îò z, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî îáå îíè ðàâíû îäíîé è òîé æå
êîíñòàíòå C. Ïóñòü δp � ðàçíîñòü äàâëåíèé íà êîíöàõ òðóáû, à L � åå äëèíà, òîãäà

C = − δp

νL
, è, ðàñïèñûâàÿ ëàïëàñèàí â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, èìååì óðàâíåíèå

1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
= − δp

νL

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî òàêîâî:

v = − δp

4νL
r2 + a log r + b

Íàäî ïîëîæèòü a = 0, ïîñêîëüêó ðåøåíèå íå äîëæíî èìåòü îñîáåííîñòåé. Èç ãðà-
íè÷íîãî óñëîâèÿ v(R) = 0 íàõîäèì b è ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé:

v(r) =
δp

4νL
(R2 − r2) (2.4)

Òå÷åíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè. Äðóãîé âàæíûé ïðèìåð ïóà-
çåéëåâà òå÷åíèÿ � ñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîïàðàëëåëü-
íûìè ïëàñòèíàìè ïðè íàëè÷èè ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Îñè êîîðäèíàò x, y ðàñïîëîæèì
â ïëîñêîñòè ïëàñòèí, îñü x âûáåðåì â íàïðàâëåíèè òå÷åíèÿ, z áóäåò òîãäà êîîðäè-
íàòîé â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì ïëàñòèíàì. Ñêîðîñòü v = v(z)ex, î÷åâèäíî,
çàâèñèò òîëüêî îò z. Êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äàþò

∂p

∂x
= ν

∂2v

∂z2
,

∂p

∂z
= 0

Âòîðîå óðàâíåíèå ãîâîðèò, ÷òî äàâëåíèå ïîñòîÿííî âäîëü òîëùèíû ñëîÿ ìåæäó ïëà-
ñòèíàìè. Òîãäà â ïåðâîì óðàâíåíèè ñëåâà ñòîèò ôóíêöèÿ òîëüêî îò x, à ñïðàâà �
òîëüêî îò z. Çíà÷èò, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, îáå ðàâíû îäíîé è òîé æå êîí-
ñòàíòå. Òàêèì îáðàçîì, ∂p/∂x = −C = const, ò. å. äàâëåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò
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êîîðäèíàòû x âäîëü ïîòîêà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî C > 0, ïðè ýòîì æèäêîñòü òå÷åò
â ñòîðîíó óáûâàíèÿ äàâëåíèÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Äëÿ ñêîðîñòè
ïîëó÷àåì

v = − C

2ν
z2 + az + b

Ïîñòîÿííûå a, b íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé v(0) = v(h) = 0 (h � ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïëàñòèíàìè). Â èòîãå íàõîäèì ïàðàáîëè÷åñêèé ïðîôèëü ñêîðîñòåé:

v(z) =
C

2ν
z(h− z) (2.5)

Íàèáîëüøàÿ ñêîðîñòü äîñòèãàåòñÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó ïëàñòèíàìè. Óñðåäíåíèå ïî
êîîðäèíàòå z äàåò ñðåäíåå ïî òîëùèíå ñëîÿ çíà÷åíèå ñêîðîñòè

v̄ =
1

h

∫ h

0
v(z)dz = − h2

12ν

dp

dx
. (2.6)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ýòîì è ïðåäûäóùåì ïðèìåðàõ íàëè÷èå ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ
îáóñëîâëåíî âÿçêîñòüþ æèäêîñòè. Èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü òåêëà áû ïî
òðóáå è ïðè îòñóòñòâèè ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Êàê âèäíî èç (2.6), ïðåäåë ν → 0
óñòðîåí òàê, ÷òî îòíîøåíèå ∇p/ν îñòàåòñÿ êîíå÷íûì.

2.3.2 Òå÷åíèå Ñòîêñà

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðîâ ïóàçåéëåâûõ òå÷åíèé ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
Íàâüå-Ñòîêñà òîæäåñòâåííî îáðàùàëàñü â íóëü. Åñòü è äðóãèå ñëó÷àè, â êîòîðûõ
ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ñòîêñà íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè. Òàê, äëÿ ìåäëåííûõ
òå÷åíèé, â êîòîðûõ ñêîðîñòè ìàëû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, êâàäðàòè÷íûé ïî ñêî-
ðîñòÿì ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè ïðåíåáðåæèìî ìàë íà ôîíå ëèíåéíûõ. À äëÿ òå÷åíèé,
â êîòîðûõ è èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ñî âðåìåíåì ïðîèñõîäÿò â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
ìåäëåííî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òàêæå è ïåðâûì ÷ëåíîì â ëåâîé ÷àñòè (÷àñòíîé ïðî-
èçâîäíîé ïî âðåìåíè). Òàêèå òå÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ òå÷åíèÿìè Ñòîêñà èëè ïîòîêàìè
Ñòîêñà. Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

ν∆v = ∇p (2.7)

Åãî íàäî äîïîëíèòü óðàâíåíèåì íåñæèìàåìîñòè ∇·v = 0. Ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé ∇
è ∇× ê (2.7) ïîëó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ

∆p = 0, ∆ω = 0 (2.8)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñëåäñòâèåì ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ

∆2v = 0 (2.9)

ò. å. âñå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè � áèãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. (Âñïîìíèì, ÷òî ïðè
ïîòåíöèàëüíîì òå÷åíèè èäåàëüíîé æèäêîñòè âñå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè � ãàðìîíè-
÷åñêèå ôóíêöèè.)

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îáòåêàíèå íåïîäâèæíîãî øàðà âÿçêîé æèäêîñòüþ ïðè
ñòîêñîâîì òå÷åíèè (èíîãäà ïîä òå÷åíèåì Ñòîêñà ïîíèìàþò èìåííî ýòîò ïðîöåññ).
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Ïóñòü ðàäèóñ øàðà ðàâåí R, à ñêîðîñòü ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè u. Íàì íàäî ðåøèòü
óðààâíåíèå (2.7) â îáëàñòè |x| > R ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì v = 0 íà ïîâåðõíîñòè øàðà
è óñëîâèåì v(∞) = u. Â çàäà÷å åñòü åäèíñòâåííûé âûäåëåííûé âåêòîð u. Áóäåì
èñêàòü êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è äàâëåíèå â âèäå

vi = ui +

(
∂2χ

∂xi∂xj
− δij∆χ

)
uj , p = νuj

∂

∂xj
∆χ

ãäå χ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò r; ïîäñòàíîâêà â (2.7) ïðèâîäèò ê
óðàâíåíèþ

∆2χ = 0 (2.10)

íà χ, ò. å. χ äîëæíà áûòü ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé áèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì

∆2χ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂∆χ

∂r

)
= 0

îòêóäà ∆χ = 2a/r + c, ãäå a, c � ïîñòîÿííûå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ìû õîòèì
v(∞) = u, íàäî ïîëîæèòü c = 0. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå ∆χ = 2a/r, íàõîäèì

χ = ar +
b

r

(ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîé àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé). Äëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ
ïîëó÷àåì:

v = u− a
u+ n(u·n)

r
− b

u− 3n(u·n)
r3

, p = p0 + 2νa
u·n
r2

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äëÿ äàâëåíèÿ ïîëó÷èëîñü ïîëå äèïîëÿ, êîòîðîå óæå âñòðå-
÷àëîñü ïðè àíàëèçå îáòåêàíèÿ øàðà èäåàëüíîé æèäêîñòüþ (íî òàì ýòî áûëî íå
äàâëåíèå, à ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé). Ïîñòîÿííûå a, b íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ v = 0 ïðè r = R. Êîýôôèöèåíòû ïðè u è n äîëæíû îáðàùàòüñÿ â 0 êàæäûé â
îòäåëüíîñòè, ÷òî äàåò a = 3R/4, b = R3/4.

Âû÷èñëåíèå ñèëû, äåéñòâóþùåé íà øàð ñî ñòîðîíû òåêóùåé æèäêîñòè, ïðîâî-
äèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

Fi =
∮
Tiknkds, Tik = pδik − ν

(
∂vi
∂xk

+
∂vk
∂xi

)

Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ:
F = 6πRνu (2.11)

2.3.3 Òå÷åíèå Õåëå-Øîó è ëàïëàñîâñêèé ðîñò

Ðàññìîòðèì îïÿòü ñòîêñîâî òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíûìè ïëàñòèíàìè, ïðåäïîëàãàÿ ùåëü î÷åíü óçêîé. Òîãäà îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò óñðåäíåííàÿ ïî øèðèíå ùåëè ñêîðîñòü (2.6). Ýòó ôîðìóëó ìîæíî ðàñïðî-
ñòðàíèòü íà ïîòîêè, ïîëå ñêîðîñòåé êîòîðûõ íå îáÿçàòåëüíî ïîñòîÿííî â ïëîñêîñòè
ïëàñòèí (ò. å. ìîæåò çàâèñåòü îò x, y). à òàêæå íà íåñòàöèîíàðíûå ïîòîêè. Òàêîå
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ïðèáëèæåíèå ðàçóìíî, åñëè õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ìåíÿåòñÿ ñêîðîñòü,
ìíîãî ìåíüøå øèðèíû ùåëè, è åñëè èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ïðîèñõîäÿò ìåäëåííî. Òà-
êèì îáðàçîì, äâóìåðíàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà (ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî ïîïåðå÷íîìó íàïðàâ-
ëåíèþ) ñòàíîâèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ:

v = − h2

12ν
∇p

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Äàðñè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñêîðîñòü è ãðàäèåíò
çäåñü � äâóìåðíûå âåêòîðû â ïëîñêîñòè ïëàñòèí3.

Òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â óçêèõ ùåëÿõ íàçûâàþòñÿ òå÷åíèÿìè Õåëå-Øîó, à
ñàì ïðèáîð, ïîçâîëÿþùèé îñóùåñòâèòü èõ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ � ÿ÷åéêîé Õåëå-
Øîó. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òå÷åíèÿ Õåëå-Øîó ïîëó÷àþòñÿ èç òå÷åíèé Ñòîêñà óñðåä-
íåíèåì ïî øèðèíå ùåëè ìåæäó ïëàñòèíàìè.

Âçÿâ äèâåðãåíöèþ îò îáåèõ ÷àñòåé çàêîíà Äàðñè, íàéäåì, ÷òî äàâëåíèå � ãàðìî-
íè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ: ∆p = 0. Ýòîò âûâîä òðåáóåò íåêîòîðîãî óòî÷íåíèÿ, ïîñêîëüêó
íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü ãàðìîíè÷åñêîé íà âñåé ïëîñêîñòè (ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ïëîñêîñòü ïîïîëíåíà áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé). Ãðàäèåíò äàâëåíèÿ,
áåç êîòîðîãî íå áóäåò äèíàìèêè, ñîçäàåòñÿ èñòî÷íèêàìè è ñòîêàìè æèäêîñòè (�íà-
ñîñàìè�). Íàëè÷èå íàñîñà ìîùíîñòè Q â òî÷êå a ýêâèâàëåíòíî δ-ôóíêöèè â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ: ∆p = Qδ(x−a), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò îñîáåííîñòü ó ôóíê-
öèè p â òî÷êå a. Èñòî÷íèê èëè ñòîê íà áåñêîíå÷íîñòè îçíà÷àåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ
àñèìïòîòèêó p ∼ −Q log r ïðè r → ∞.

Îñîáûé èíòåðåñ òå÷åíèÿ Õåëå-Øîó ïðåäñòàâëÿþò â ñëó÷àå, êîãäà âÿçêàÿ æèä-
êîñòü â ùåëè ñîïðèêàñàåòñÿ ñ íåñìåøèâàþùåéñÿ ñ íåé æèäêîñòüþ ñ ïðåíåáðåæèìî
ìàëîé âÿçêîñòüþ (íåôòü è âîäà). Ãðàíèöà ðàçäåëà ìåæäó íèìè � íåêîòîðàÿ ïëîñêàÿ
êðèâàÿ Γ, ôîðìà êîòîðîé â ðåçóëüòàòå îòñàñûâàíèè âÿçêîé æèäêîñòè íà÷èíàåò çà-
âèñåòü îò âðåìåíè. Çàêîí äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Äàðñè,
êîòîðûé ãîâîðèò, ÷òî íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ãðàíèöû (êîòîðàÿ òîëüêî
è èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë) ïðîïîðöèîíàëüíà íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äàâëåíèÿ íà
ãðàíèöå:

vn = − ∂np íà Γ (2.12)

(êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè ïîëîæåí ðàâíûì 1). Ò. ê. âÿçêàÿ æèäêîñòü äâèæåòñÿ
â ñòîðîíó óáûâàíèÿ äàâëåíèÿ, ñêîðîñòü vn ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åñëè îíà íà-
ïðàâëåíà â ñòîðîíó èç îáëàñòè, çàíÿòîé âÿçêîé æèäêîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü,
îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé Γ, ìåíÿåò ñâîþ ôîðìó (ðàñòåò) ñîãëàñíî ãðàäèåíòó çàäàííîé
â íåé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïðîöåññû òàêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ ëàïëàñîâñêèì
ðîñòîì. Îíè îïèñûâàþòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ ïîäâèæíîé
ãðàíèöåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïàêòíàÿ îáëàñòü D+ çàïîëíåíà íåôòüþ, à îêðóæàþùàÿ åå
îáëàñòü D− � âîäîé, è ïðîèñõîäèò îòêà÷êà íåôòè èç òî÷êè 0 ∈ D+. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
íîðìàëüíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãðàíèöû Γ = ∂D+ â êàæäîé åå òî÷êå íóæíî ðåøèòü
óðàâíåíèå Ëàïëàñà ñ èñòî÷íèêîì â D+, ò. å. ∆p = Qδ(x) è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

3Â òåîðèè ôèëüòðàöèè ðàññìàòðèâàþò òàêæå ïîòîêè, äèíàìèêà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì
Äàðñè â òðåõ èçìåðåíèÿõ (ïðîñà÷èâàíèå æèäêîñòè ÷åðåç ïîðèñòóþ ñðåäó): v = −K∇p. Êîýôôè-
öèåíò K íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ôèëüòðàöèè.
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p = 0 íà Γ. Ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ èäåàëèçàöèþ, ïîñêîëüêó äàæå
åñëè ñ÷èòàòü âîäó èäåàëüíîé æèäêîñòüþ (è òîãäà äàâëåíèå â íåé ìîæíî ïîëîæèòü
ðàâíûì íóëþ), âîçìîæåí ñêà÷îê äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå, âåëè÷èíà êîòîðîãî ïðîïîðöè-
îíàëüíà êðèâèçíå è êîýôôèöèåíòó ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Â èäåàëèçèðîâàííîé
ïîñòàíîâêå ýòîò êîýôôèöèåíò ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì 0, òàê ÷òî ñêà÷êà äàâëåíèÿ íåò.

Â äâóõ èçìåðåíèÿõ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ êîìïëåêñíûìè êîîðäèíàòàìè z = x+ iy,
z̄ = x−iy. Çàäà÷ó ëàïëàñîâñêîãî ðîñòà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆p(z, z̄) = Qδ(z), z ∈ D+

p(z, z̄) = 0, z ∈ Γ

vn(z, z̄) = −∂np(z, z̄), z ∈ Γ

(2.13)

Â ýòîé èäåàëèçèðîâàííîé ïîñòàíîâêå îíà îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàííîé ñ òàêèìè
ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, êàê îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïî-
òåíöèàëà (â äâóõ èçìåðåíèÿõ), òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì, ñëó÷àéíûå ìàòðèöû.

Ñâÿçü ñ îáðàòíîé çàäà÷åé òåîðèè ïîòåíöèàëà ÿñíà èç ñëåäóþùåãî çàìå÷àòåëüíîãî
íàáëþäåíèÿ (òåîðåìà Ðè÷àðäñîíà): ãàðìîíè÷åñêèå ìîìåíòû îáëàñòè4

Ck =
∫
D+

zkdxdy , k ≥ 1

ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ: d
dt
Ck = 0, à ïëîùàäü C0 =

∫
D+

dxdy îáëàñòèD+ ëè-

íåéíî çàâèñèò îò âðåìåíè: d
dt
C0 = −Qt. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äèíàìèêà ëàïëàñîâñêîãî

ðîñòà ëèíåàðèçóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ãàðìîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëå-
äóåò èç îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ

d

dt

∫
D+

h(z)dxdy = −Qh(0)

ãäå h(z) � ïðîèçâîëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè, ñîäåðæàùåé D+. Ýòî ïî-
ñëåäíåå ñîîòíîøåíèå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåé öåïî÷êîé ðàâåíñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
òåîðåìû Ãðèíà:

d

dt

∫
D+

h(z)dxdy = −
∮
∂D+

h(z)∂np(z)|dz|

=
∮
∂D+

(
p(z)∂nh(z)− h(z)∂np(z)

)
|dz| (ò.ê. p = 0 íà ∂D+)

=
∫
D+

(
p(z)∆h(z)− h(z)∆p(z)

)
dxdy (íî h(z) = 0)

= −
∫
D+

h(z)∆p(z)dxdy = −Qh(0)

4Îíè æå êîýôôèöèåíòû ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ äâóìåðíîãî (ëîãàðèôìè÷åñêîãî) êóëîíîâ-
ñêîãî ïîòåíöèàëà, ñîçäàííîãî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì çàðÿäîì â D+.
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2.3.4 Óðàâíåíèå Áþðãåðñà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåæèì, ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíûé òå÷åíèÿì Ñòîêñà � ãèïåðçâó-
êîâîé ïîòîê ñæèìàåìîé æèäêîñòè, â êîòîðîì íåëèíåéíûå è íåñòàöèîíàðíûå ÷ëåíû
èãðàþò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü, íî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äàâëåíèåì. Ïðè ó÷åòå âÿçêîñòè
äëÿ îäíîìåðíîãî ãèïåðçâóêîâîãî ïîòîêà âìåñòî óðàâíåíèÿ Õîïôà (1.36) ïîëó÷àåòñÿ
óðàâíåíèå Áþðãåðñà

∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
= ν

∂2v

∂x2
(2.14)

Ïîäñòàíîâêîé v = −2ν∂x log n îíî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè íà n

∂tn = ν∂2xn (2.15)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæíî âûïèñàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà

G(x, x′; t) =
e−

(x−x′)2
4νt

√
4πνt

â âèäå

n(x, t) =
∫ ∞

−∞
G(x, x′; t)n(x′, 0)dx′

Ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî íàïèñàòü è îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà:

v(x, t) = −2ν
∂

∂x

{∫ ∞

−∞
G(x, x′; t)e−

1
2ν

∫ x′
v(s,0)dsdx′

}
(2.16)

2.4 Çàêîí ïîäîáèÿ è ÷èñëî Ðåéíîëüäñà

Â òåîðèè âÿçêîé æèäêîñòè âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ ïîäîáèÿ,
îñíîâàííûå íà ðàçìåðíîñòè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåëè÷èíû,
âõîäÿùèå â óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà, èìåþò ñëåäóþùèå ðàçìåðíîñòè:

[v] = ì/ñ , [p] = êã/(ì·ñ2), [ρ] = êã/ì3, [ν] = ì2/ñ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Òå÷åíèå æèä-
êîñòè çàâèñèò ïîñðåäñòâîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îò ôîðìû è ðàçìåðîâ íàõîäÿùåãîñÿ
â íåé òåëà. Ïðè çàäàííîé ôîðìå òåëà åãî ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ
õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì l, à õàðàêòåðíóþ ñêîðîñòü æèäêîñòè (íàïðèìåð, ñêîðîñòü
ïîòîêà âäàëè îò òåëà) îáîçíà÷èì ÷åðåç u. Òàêèì îáðàçîì, èìååì òðè ïàðàìåòðà:
ν, l, u. Èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü âñåãî îäíó íåçàâèñèìóþ áåçðàçìåðíóþ êîìáèíàöèþ
ul/ν. Ýòîò ïàðàìåòð íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà:

R =
ul

ν
(2.17)

Áóäåì èçìåðÿòü äëèíû â åäèíèöàõ l, à ñêîðîñòè � â åäèíèöàõ u, ò. å. ââåäåì

îáåçðàçìåðåííûå âåëè÷èíû x′ = x/l, v′ = v/u è
p′

ρ′
=

l

uν

p

ρ
. Òîãäà ÿñíî, ÷òî v′ =

f(x′,R), ãäå f � íåêîòîðàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, èëè

v = uf(x/l,R) (2.18)
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(çàêîí ïîäîáèÿ). Ñìûñë ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ â òîì, ÷òî â äâóõ ðàçëè÷íûõ òå÷åíèÿõ
îäíîãî è òîãî æå òèïà (íàïðèìåð, îáòåêàíèå øàðîâ ðàçëè÷íîãî ðàäèóñà æèäêîñòÿìè
ñ ðàçëè÷íîé âÿçêîñòüþ) áåçðàçìåðíûå ñêîðîñòè v/u ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè ôóíê-
öèÿìè îòíîøåíèÿ x/l, åñëè ÷èñëà Ðåéíîëüäñà äëÿ ýòèõ òå÷åíèé îäèíàêîâû.

Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïðèìåíèìû è ê âåëè÷èíàì, õàðàêòåðèçóþùèì òå÷å-
íèå æèäêîñòè, íî íå ÿâëÿþùèìñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
äåéñòâóþùóþ íà îáòåêàåìîå òåëî ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ F . Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå F ê ñîñòàâëåííîé èç ν, u, l, ρ âåëè÷èíå ðàçìåðíîñòè ñèëû
äîëæíî áûòü ôóíêöèåé òîëüêî îò R: F = ρu2l2f(R).

Óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ çàïèøåòñÿ â âèäå

R(v·∇)v = −∇(p/ρ) + ∆v

(çäåñü ìû íå ïèøåì øòðèõè). Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè R ≪ 1 ÷ëåíîì â ëåâîé ÷àñòè
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è ìû èìååì ñòîêñîâî òå÷åíèå. Íàîáîðîò, î÷åíü áîëüøèå R ýêâè-
âàëåíòíû î÷åíü ìàëîé âÿçêîñòè, è ïðè R ≫ 1 æèäêîñòü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
èäåàëüíàÿ (âäàëè îò òâåðäûõ ñòåíîê).

2.5 Ïîãðàíè÷íûé ñëîé

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òâåðäûõ ñòåíêàõ äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè òðåáóþò îáðàùåíèÿ
â íóëü âåêòîðà ñêîðîñòè. Â òî æå âðåìÿ ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà æèäêîñòü
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èäåàëüíóþ, è òîãäà â íóëü äîëæíà îáðàùàòüñÿ òîëüêî
íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè. Êàñàòåëüíàÿ ê òâåðäîé ñòåíêå êîìïîíåíòà ìî-
æåò â èäåàëüíîé æèäêîñòè îñòàâàòüñÿ êîíå÷íîé. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ R
ïàäåíèå êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû äî íóëÿ áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî÷òè ïîëíîñòüþ â òîí-
êîì ïðèñòåíî÷íîì ñëîå æèäêîñòè, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïîãðàíè÷íûì ñëîåì. Â íåì
ãðàäèåíòû ñêîðîñòè âåëèêè, è ïîòîìó âÿçêèé ÷ëåí â óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà, ñî-
ñòîÿùèé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñêîðîñòè, íå ìàë, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ν
ìàëî. Ïîýòîìó â ïîãðàíè÷íîì ñëîå âÿçêîñòüþ ïðåíåáðå÷ü íåëüçÿ äàæå ïðè áîëüøèõ
R. Âìåñòå ñ òåì òîëùèíà åãî ñ ðîñòîì R ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Çàìåòèì, ÷òî æèäêîñòü
â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ìîæíî ñ÷èòàòü íåñæèìàåìîé, ïîñêîëüêó ñêîðîñòè ìàëû (ìíîãî
ìåíüøå ñêîðîñòè çâóêà).

Óðàâíåíèå Ïðàíäòëÿ. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ñòàöèîíàðíîå îáòåêàíèå æèäêî-
ñòüþ ïëîñêîãî ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè (ñòåíêè). Êîîðäèíàòû íà ýòîé ïëîñêîñòè áóäóò
x, z, ïðè÷åì îñü x íàïðàâëåíà âäîëü ïîòîêà. Îñü y ïåðïåíäèêóëÿðíà ñòåíêå. Êîìïî-
íåíòû ñêîðîñòè vx, vy íå çàâèñÿò îò z (ïðè÷åì vy/vx ≪ 1), vz = 0. Ñèñòåìà òî÷íûõ
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, çàïèñàííàÿ â êîìïîíåíòàõ, òàêîâà:

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0

vx
∂vy
∂x

+ vy
∂vy
∂y

= −∂p

∂y
+ ν

(
∂2vy
∂x2

+
∂2vy
∂y2

)

vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

= −∂p

∂x
+ ν

(
∂2vx
∂x2

+
∂2vx
∂y2

)
(2.19)
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(óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè è äâå íåòðèâèàëüíûå êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîê-
ñà). Ïóñòü l � õàðàêòåðíûé ðàçìåð, à U0 � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü â äàííîé çàäà÷å
(íàïðèìåð, ñêîðîñòü ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè). Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå
ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì:

x = lx′, y =
ly′√
R
, vx = U0v

′
x, vy =

U0v
′
y√

R
, p = U2

0p
′,

ãäå R = U0l/ν. Ìíîæèòåëü 1/
√
R ââåäåí çàòåì, ÷òîáû áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå

áûëè âñå ïîðÿäêà 1, òàê ÷òî òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ δ ∼ l/
√
R, à vy/vx ∼ 1/

√
R.

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñîõðàíèò ñâîé âèä. Âòîðîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû çàïèøåòñÿ òàê:

1

R

(
v′x
∂v′y
∂x′

+ v′y
∂v′y
∂y′

)
= −∂p

′

∂y′
+

1

R2

∂2v′y
∂x′2

+
1

R

∂2v′y
∂y′2

Îòñþäà ïðè R ≫ 1 ñëåäóåò, ÷òî ∂p′/∂y′ = 0, ò. å. äàâëåíèå â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íå
çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè (íåò ïîïåðå÷íîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ). Íàêîíåö,
òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.19) çàïèøåòñÿ â âèäå

v′x
∂v′x
∂x

+ v′y
∂v′x
∂y′

= −∂p
′

∂x′
+
∂2v′x
∂y′2

+
1

R

∂2v′x
∂x′2

Ïîñëåäíèé ÷ëåí ïðè R ≫ 1 ìîæíî îòáðîñèòü, è ïîñëå ýòîãî ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíå-
íèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà óæå íå ñîäåðæèò. Ïîñêîëüêó äàâëåíèå â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íå
èìååò ïîïåðå÷íîãî ãðàäèåíòà, îíî ðàâíî äàâëåíèþ p(x) â îñíîâíîì ïîòîêå æèäêî-
ñòè (êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì); ïîëüçóÿñü çàêîíîì Áåðíóëëè, ìîæíî
âûðàçèòü

∂p

∂x
= −U ∂U

∂x

ãäå U � ñêîðîñòü îñíîâíîãî ïîòîêà (åå â çàäà÷å î ïîãðàíè÷íîì ñëîå íàäî ñ÷èòàòü
çàäàííîé ôóíêöèåé îò x). Ïîëàãàÿ U = U0U

′, èìååì â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
∂p′

∂x′ = −U ′ ∂U ′

∂x′ , è óðàâíåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (óðàâíåíèå Ïðàíäòëÿ) ïðèíèìàåò âèä

v′x
∂v′x′

∂x
+ v′y

∂v′x
∂y′

− ∂2v′x
∂y′2

= U ′∂U
′

∂x′
(2.20)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè v′x = v′y = 0 íà ñòåíêå è v′x → U ′ ïðè y′ → ∞. Ðåøåíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ óæå íå çàâèñÿò îò ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè èçìåíå-
íèè R âñÿ êàðòèíà òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïîäâåðãàåòñÿ ëèøü ïðåîáðàçîâàíèþ
ïîäîáèÿ, ïðè êîòîðîì ïðîäîëüíûå ðàññòîÿíèÿ è ñêîðîñòè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè,
à ïîïåðå÷íûå ìåíÿþòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî

√
R. Âîçâðàùàÿñü ê ðàçìåðíûì

ïåðåìåííûì, ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå Ïðàíäòëÿ â âèäå

vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

− ν
∂2vx
∂y2

= U
dU

dx
(2.21)
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Òå÷åíèå Áëàçèóñà. Ðàññìîòðèì îáòåêàíèå ïëîñêîé ïîëóáåñêîíå÷íîé áåñêîíå÷íî
òîíêîé ïëàñòèíû ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûì ïîòîêîì (òå÷åíèå Áëàçèóñà). Ïóñòü ïëàñòè-
íà ñîâïàäàåò ñ ïîëóïëîñêîñòüþ xz, ñîîòâåòñòâóþùåé x > 0, òàê ÷òî ïåðåäíèì êðàåì
ïëàñòèíû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ x = 0. Ñêîðîñòü îñíîâíîãî ïîòîêà ïîñòîÿííà: U = const.
Ïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (óðàâíåíèå Ïðàíäòëÿ, äîïîëíåííîå
óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè):

vx
∂vx
∂x

+ vy
∂vx
∂y

= ν
∂2vx
∂y2

,
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ñðàçó ðàçðåøèòü, ââåäÿ ôóíêöèþ òîêà ψ:

vx =
∂ψ

∂y
, vy = −∂ψ

∂x

Â äàííîé çàäà÷å íåò íèêàêèõ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ òèïà l. Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ
òîêà â âèäå

ψ =
√
xνUf(ξ), ξ = y

√
U

xν
òîãäà

vx = Uf ′(ξ), vy =
1

2

√
νU

x

(
ξf ′(ξ)− f(ξ)

)
(2.22)

Îòìåòèì, ÷òî èç òàêîãî âèäà vx, åùå äî òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âåäåò ñåáÿ êàê δ ∼
√
xν/U .

Ïîäñòâèâ (2.22) â óðàâíåíèå Ïðàíäòëÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ôóíê-
öèè f :

ff ′′ + 2f ′′′ = 0 (2.23)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè f(0) = f ′(0) = 0, f ′(∞) = 1. Åãî ìîæíî ðåøèòü òîëüêî
÷èñëåííî. Ïðè ìàëûõ ξ

f(ξ) =
1

2
αξ2 +O(ξ5), α = 0, 332.

3 Òóðáóëåíòíîñòü

Âñå ïðåäûäóùåå ðàññìîòðåíèå îòíîñèëîñü ê ëàìèíàðíûì òå÷åíèÿì, êîãäà ìîæíî ãî-
âîðèòü î õîðîøî îïðåäåëåííûõ ëèíèÿõ òîêà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ëàìèíàðíûå òå÷å-
íèÿ ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà, R < 45. Ïðè 45 < R < 5000
õàðàêòåð òå÷åíèÿ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, ïðè îáòåêàíèè øàðà èëè öè-
ëèíäðà ïðîèñõîäèò îòðûâ ñòðóé ñ ïîâåðõíîñòè, è çà îáòåêàåìûì òåëîì îáðàçóåòñÿ
òàê íàçûâàåìàÿ äîðîæêà Êàðìàíà - äëèííàÿ ÷åðåäà ñíîñèìûõ ïîòîêîì âèõðåé. Ïðè
R > 5000 âèõðè ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè, è çà îáòåêàåìûì òåëîì îáðàçóåòñÿ òóð-
áóëåíòíûé ïîòîê, â êîòîðîì óæå îòñóòñòâóåò âñÿêàÿ ðåãóëÿðíîñòü. ×åì âûøå R, òåì
áëèæå íà÷àëî òóðáóëåíòíîé çîíû ê òåëó.

Ïðè÷èíà òóðáóëåíòíîñòè � â íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà.
Ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâû-
ìè, ÷òî ïðèâîäèò ê íåñòàöèîíàðíîìó íåðåãóëÿðíîìó òå÷åíèþ, êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ
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òóðáóëåíòíûì. Íåóñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ñêîëü óãîäíî ìàëûå âîçìóùåíèÿ ñòðå-
ìÿòñÿ âîçðàñòè ñî âðåìåíåì, è ïîòîìó èñõîäíîå òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ ôàêòè÷åñêè îñóùåñòâèòüñÿ íå ìîæåò. (Êàê, íàïðèìåð, ó íüþòîíîâñêîé ÷àñòèöû
â ïîòåíöèàëå U(x) = −x2 ôîðìàëüíî åñòü ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ïðè x = 0, íî ëþáîå
ñêîëü óãîäíî ìàëîå ñìåùåíèå âûâîäèò åå èç ýòîãî ñîñòîÿíèÿ.) Â èäåàëüíîé æèäêî-
ñòè (R = ∞) âñå ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâû, è ïîýòîìó íå èìåþò ïðÿìîãî ôèçè÷åñêîãî
ñìûñëà.

Ïðîöåññ ïåðåõîäà îò ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ ê òóðáóëåíòíîìó î÷åíü ñëîæåí. Â çà-
âèñèìîñòè îò óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà îí ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå îñîáåííîñòè è ïðîìå-
æóòî÷íûå ñòàäèè. Äîáèâàÿñü âîçìîæíî ìåíüøèõ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè â íàëåòàþùåì
ïîòîêå, ìîæíî çàäåðæàòü ðàçâèòèå òóðáóëåíòíîñòè âïëîòü äî R ∼ 104−105. Îäíàêî
ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà Ðåéíîëüäñà (âîçðàñòàíèè ñêîðîñòè ïîòîêà) ðàíî èëè ïîçäíî
íåìèíóåìî âîçíèêàåò òóðáóëåíòíûé ðåæèì.

Èç-çà õàîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà äâèæåíèÿ îïèñàíèå òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ ñ ïîìî-
ùüþ ïîëÿ ñêîðîñòåé íåâîçìîæíî. Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè vi(x, t) ñòàíîâÿòñÿ ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè. Òåì íå ìåíåå, ïîñêîëüêó ìàêðîñêîïè÷åñêè æèäêîñòü ïðè ýòîì
âñå-òàêè êóäà-òî òå÷åò, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè (ïðè óñðåäíåíèè ïî íåêîòîðîìó
ìàëîìó îáúåìó è/èëè ïðîìåæóòêó âðåìåíè) äîëæíû áûòü õîðîøî îïðåäåëåíû.

3.1 Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå òóðáóëåíòíîñòè

Â ñëó÷àå ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè âîçìîæíî ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà �
â òåðìèíàõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé è êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì èäåàëèçè-
ðîâàííóþ òóðáóëåíòíîñòü � îäíîðîäíóþ è èçîòðîïíóþ. Ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî
ìàêðîñêîïè÷åñêîå òå÷åíèå îòñòóòñòâóåò (æèäêîñòü áóðëèò, îñòàâàÿñü â öåëîì íà ìå-
ñòå), ò.å. çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé v îïðåäåëÿþòñÿ íåêîòîðûì ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì
ïðîöåññîì. Äëÿ åãî êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ â óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà ââîäÿò ñëó÷àé-
íóþ ñèëó f � ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ñòàöèîíàðíîìó
ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó äëÿ v. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

∇·v = 0

∂v

∂t
+ (v·∇)v = −∇p+ ν∆v + f

(3.1)

(áóäåì ñðàçó ïðåäïîëàãàòü íåñæèìàåìîñòü). Ñëó÷àéíàÿ ñèëà f äîëæíà áûòü �ðîòîð-
íîãî òèïà�, ò.å. íå ïðåäñòàâëÿòüñÿ êàê ãðàäèåíò ÷åãî-ëèáî, ïîñêîëüêó åñëè, íàïðèìåð,
f = ∇φ, ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ φ óñòðàíÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåíèåì äàâëåíèÿ. Ñòàòèñòè-
÷åñêèå ñâîéñòâà âåêòîð-ôóíêöèè f çàäàþòñÿ ñðåäíèì

⟨
fi(x, t)

⟩
= 0 è êîððåëÿòîðîì⟨

fi(x, t)fj(y, t
′)
⟩
= Cij(|x− y|)δ(t− t′) (3.2)

Îáùèé âèä êîððåëÿòîðà ñêîðîñòåé â èçîòðîïíîì ñëó÷àå ñëåäóþùèé:⟨
vi(x, t)vj(y, t

′)
⟩
= Dij(|x− y|, t− t′) (3.3)

ãäå Dij(r, t) = A(r, t)δij +B(r, t)xixj (â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ìåæäó ôóíêöèÿìè A
è B èìååòñÿ ñâÿçü).
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Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè, êàê ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ýíåðãèÿ æèäêîñòè E = 1
2

∫
v2dΩ,

óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå â (3.1) ñêàëÿðíî íà v è ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåìó îáúåìó.
Ïîëó÷èì

dE

dt
=
∫ ⟨

fivi
⟩
dΩ− ν

∫ ⟨ ∂vi
∂xj

∂vj
∂xi

⟩
dΩ (3.4)

Îñòàëüíûå ÷ëåíû îáðàùàþòñÿ â 0, ò.ê. ñâîäÿòñÿ (ïðè ó÷åòå ∇·v = 0) ê ãðàíè÷íûì
èíòåãðàëàì. Ïåðâûé ÷ëåí â (3.4) íàçûâàåòñÿ íàêà÷êîé (ðàáîòà, ïðîèçâîäèìîé âíåø-
íåé ñèëîé â åäèíèöó âðåìåíè), âòîðîé � äèññèïàöèåé. Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè
äîëæíî áûòü dE/dt = 0, ò.å. íàêà÷êà êîìïåíñèðóåòñÿ äèññèïàöèåé.

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà ñî ñëó÷àéíîé ñèëîé ïî ìàëîìó ïðîìå-
æóòêó âðåìåíè îò t äî t+ δt:

vi(x, t+ δt) = vi(x, t)x, t) +Qi(x, t)δt+
∫ t+δt

t
fi(x, s)ds+ o(δt)

ãäå

Qi = − ∂p

∂xi
− vk

∂vi
∂xk

+ ν∆vi

×ëåí ñî ñëó÷àéíîé ñèëîé íàïèñàí â âèäå èíòåãðàëà, ïîñêîëüêó (êàê îáû÷íî â òåîðèè
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ) èç-çà ÷àñòûõ ôëóêòóàöèé fi âî âðåìåíè ôîðìàëüíî îí âåäåò
ñåáÿ êàê ∼

√
δt, à íå ∼ δt. Â îñòàëüíûõ ÷ëåíàõ âîçìîæíî îáû÷íîå ðàçëîæåíèå â ðÿä

Òåéëîðà. Íàïèøåì àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ vi(y, t+ δt) è ïåðåìíîæèì èõ:

vi(x, t+ δt)vi(y, t+ δt)− vi(x, t)vi(y, t)

=
(
vi(x, t)Qi(y, t) + vi(y, t)Qi(x, t)

)
δt

+

t+δt∫
t

ui(y, t)fi(x, s)ds+

t+δt∫
t

ui(x, t)fi(y, s)ds

+

t+δt∫
t

t+δt∫
t

fi(x, s)fi(y, s
′) ds ds′

Ïîñëå âçÿòèÿ ñðåäíåãî èìååì â ëåâîé ÷àñòè

δt
∂

∂t

⟨
vi(x, t+ δt)vi(y, t+ δt)

⟩
= 0

â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà. Ñðåäíèå îò îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè
îáðàùàþòñÿ â íóëü, à äëÿ ñðåäíåãî îò äâîéíîãî èíòåãðàëà ïîëó÷èì:

t+δt∫
t

t+δt∫
t

⟨
fi(x, s)fi(y, s

′)
⟩
ds ds′ = trC(|x− y|) δt, trC(|x− y|) := Cii(|x− y|)

Ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå⟨
vi(x, t)Qi(y, t) + vi(y, t)Qi(x, t)

⟩
+ trC(|x− y|) = 0 (3.5)

êîòîðîå íàäî äàëüøå ïðåîáðàçîâûâàòü ñ ó÷åòîì áåçäèâåðãåíòíîñòè ïîëÿ v, ïîäñòà-
âèâ âûðàæåíèå äëÿ Qi.
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Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî i-é êîîðäèíàòå ñèì-
âîëîì ∂i. Âî-ïåðâûõ, èìååì⟨

vi(x)∂ip(y)
⟩
= −

⟨
p(y)∂ivi(x)

⟩
= 0

(ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò
ðàçíîñòè x− y, à âòîðîå � èç áåçäèâåðãåíòíîñòè). Àíàëîãè÷íî,

ν
⟨
vi(x)∆vi(y)

⟩
= −ν

⟨
∂ivj(x)∂jvi(y)

⟩
Îñòàëèñü ÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè ïî ñêîðîñòÿì:⟨

vi(y)vj(x)∂jvi(x) + vi(x)vj(y)∂jvi(y)
⟩

=
∂

∂xj

⟨
vi(y)vj(x)vi(x)

⟩
+

∂

∂yj

⟨
vi(x)vj(y)vi(y)

⟩
=

∂

∂xj

⟨
vi(y)vj(x)vi(x)

⟩
− ∂

∂xj

⟨
vi(x)vj(y)vi(y)

⟩
=

∂

∂xj

⟨
vi(x)vi(y)(vj(x)−vj(y))

⟩
= −1

2

∂

∂xj

⟨
|v(x)−v(y)|2(vj(x)−vj(y))

⟩
+

∂

∂xj

⟨
vj(x)v

2(y)−vj(y)v2(x)
⟩

︸ ︷︷ ︸
=0

Òåì ñàìûì ñîîòíîøåíèå (3.5) ïðèíèìàåò âèä

1

2

∂

∂xj

⟨
|v(x)−v(y)|2(vj(x)−vj(y))

⟩
= 2ν

⟨
∂ivj(x)∂jvi(y)

⟩
− trC(|x− y|) (3.6)

Åñëè â (3.6) óñòðåìèòü y → x ïðè ν ̸= 0, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

ν
⟨
∂ivj(x)∂jvi(x)

⟩
=

1

2
trC(0) (3.7)

êîòîðîå âûðàæàåò áàëàíñ äèññèïàöèè è íàêà÷êè. Åñëè æå ñíà÷àëà âçÿòü ïðåäåë
ν → 0, ïîëó÷èì

lim
y→x

∂

∂xj

⟨
|v(x)−v(y)|2(vj(x)−vj(y))

⟩
= 2 trC(0) (3.8)
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